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内 容 提 要

本书是第二版，是针对我国各重点院校对数学教学的要求及教学实际予以修订

的．上册内容为一元函数微积分和微分方程，下册内容为空间解析几何、多元函数微

积分及无穷级数，每节末附有习题答案与提示．
本书与一般工科枟高等数学枠教材相比，适当地补充了实数基本定理、一致连续

性、一致收敛和含参量积分等内容，加强了微积分的理论基础；注重无穷小分析等数

学思想的讲解和应用；在数学逻辑性、严谨性及抽象性方面也有相应要求和训练；引
进现代数学语言、术语和符号，为读者进一步学习现代数学理论和方法提供了帮助；
同时注重学生的工程应用意识的训练，培养学生应用数学解决实际问题的能力．

本书结构严谨、条理清晰、通俗易懂、例题典范、习题分层、可读性强，便于使用．
适用于理工科（非数学）专业中对数学要求较高的专业使用，若略去部分内容也完全

适合一般工科专业使用．



前　　言

　　随着科学技术的飞速发展，数学的科学地位发生了巨大的变化．高技术本质上是

数学技术的观念已日益为人们所共识．计算机和信息技术的迅速发展正在改变着

人们对数学知识的需求，冲击着传统的观念和方法．面临着培养 ２１ 世纪人才的挑战

性任务，许多高等院校理工科（非数学）专业和管理、经济类专业对数学基础课程提出

了新的更高的要求．数学基础课程不再仅仅是学到某些知识，为专业课程提供数学工

具，更重要的是提高学生的数学素质和数学修养水平．
本书正是在这种形势下应运而生的．本书的宗旨是，在传授知识的同时，加强和

拓宽基础，加强应用；注意传授数学思想，培养学生的创造性思维；着重提高学生的数

学素养和能力．本书与传统的高等数学教材的主要区别是，本书加强了微积分的理论

基础，注重无穷小分析的思想的运用．在数学的逻辑性、严谨性及抽象性方面也有相

应的要求和训练．但本书又与数学专业用的数学分析教材不同，在内容的深度和广度

上没有数学分析教材要求那么高．我们注意了对学生的工程意识的培养，即通过典型

例题的介绍及相应习题的训练，培养学生运用数学知识解决实际问题的能力．基于上

述理由，我们将本书定名为枟工科数学分析枠．
本书有以下特点．
１．引进一些近代数学的术语、符号和概念．如集合、映射、度量性等，这将有助于

学生进一步阅读使用数学工具较多的现代科技文献．
２．拓宽和加强数学基础．本书加强了极限理论，从确界定理出发，介绍并证明了

实数理论的几个基本定理：证明了有界闭区间上连续函数的基本性质；简要介绍了欧

氏空间Ｒ
n 中关于点集的某些基本概念，并在此基础上引进多元函数的极限与连续性

概念；增加了理科数学分析中的一些重要内容，如一致连续、一致收敛、向量值函数的

导数、含参变量的积分等．这些知识不仅有实用价值，而且对学生的逻辑思维训练是

十分有益的．
３．突出数学建模，培养学生把实际问题转化为数学问题并加以解决的能力．本

书除介绍微积分应用的经典例子（如物理、力学、几何等方面的例子）外，还介绍了若

干工程、经济、人口、生态等领域中的例子，在习题中设置了许多实际应用的问题，这
些问题在提高学生对数学应用的兴趣及能力方面有较大的作用．

４．重视数学思想方法的训练．本书注意突出无穷小分析的思想，将逼近的思想

贯穿始终．尽可能将演绎与归纳的方法有机地结合起来，通过“问题（包括背景）—观

察与思考—归纳总结—给出解答”这种模式来组织若干教学内容（如最优化问题—极
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值与条件极值等），以利于培养学生的创造能力．
５．在习题的配置上，本书把每节的习题分成（Ａ ）、（Ｂ）两类．（Ａ ）类为基本要求

题，用于巩固基础知识和基本技能；（Ｂ）类为提高题，用于扩大视野和熟练技巧，提高

学生的综合能力．另外，每章还配有总习题，供学生作综合练习或复习使用．
本书适用于理工科（非数学）专业和管理、经济类专业中对数学要求较高的专业．

但如果略去理论性较强的部分及“倡”号部分，一般工科及经济、管理类专业也可使用

本书．
在本书的编写过程中，得到华中科技大学教务处的大力支持．本书的第一版曾得

到李楚霖教授，李静瑶、何瑞、杨林锡和乔维佳等 ４位副教授的支持和具体的帮助．华
中科技大学出版社的有力支持，以及责任编辑龙纯曼老师和周芬娜老师的辛勤劳动，
使得本书能顺利出版并再版．在此我们一并表示衷心的感谢！

对于书中的不足和错误，恳请专家、同行及热心的读者批评指正．

编　　者

２００４年 ３月于华中科技大学
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第 １ 章　集合与函数

　　集合论的概念和方法是数学的一种语言，函数是对现实世界中各种变量之间相

互依存关系的一种抽象．在高等数学中，我们主要研究事物的运动规律和现象的变化

规律，因此，函数是高等数学中的主要研究对象．本章在介绍集合与映射的基本概念

后，着重讨论一元函数这个特殊的映射．

１．１　集合与实数集

　　１．１．１　集合及其运算

什么叫集合？ 所谓集合，就是指具有某种共同属性的事物的全体．而那些“事物”
就称为集合的元素或元．通常，用大写字母表示集合，用小写字母表示集合的元素．若
A 是一个集合，则 x∈A 表示 x 是 A 的一个元素．而 x臭A 表示 x 不是 A 的元素．

集合的表示方法有两种，一种是列举法，就是把集合中的所有元素列举出来．例
如Ｎ＝｛１，２，…，n，…｝表示全体自然数所组成的集合．A ＝｛a，b，c，d｝表示由 a，b，c，d
四个元素组成的集合．另一种是特性表示法，就是把集合中元素的特性表示出来．例
如 E＝｛x│x ２－１＝０｝表示 E 是具有性质 x

２－１＝０的那些元素 x 所组成的集合．又如

全体自然数的集合可以表为Ｎ＝｛n│n 是自然数｝．今后，我们用Ｎ表示自然数集，Ｚ表

示整数集，Ｑ表示有理数集，Ｒ表示实数集．
设A ，B 是两个集合，若集合A 的每一个元素也是集合B 的元素，则称A 是B 的一

个子集，记作 A炒B．这时我们说 A 含于 B 中，或 B 包含 A．A炒B 也可记作 B车A．
集合的包含关系有两个简单的性质：
① A炒A ；
② 若 A炒B ，B炒C ，则 A炒C．
如果A炒B ，同时B炒A ，即A 和B 含有完全相同的元素，则称A 与B 相等，记作A

＝B．如果A炒B ，但A≠B ，则称A 是B 的一个真子集．不含有任何一个元素的集合叫

做空集，记作除．例如｛x│x ２＋１＝０且 x 是实数｝＝除．
每一个非空集合 A ，至少含有两个明显的子集：A 及除．如果 A 仅有这样两个子

集，则 A 必为单元素集，即只含有一个元素的集合．一个集合所含有的元素为有限多

个，则称此集合为有限集．不是有限集的集合称为无限集．
下面给出集合运算的定义．
定义１．１．１（集合的并与交） 设A ，B 为两个给定的集合，称集合｛x│x∈A 或x∈



B ｝为 A 与 B 的并集（简称并），记作 A∪B ，即
A ∪ B ＝ ｛x│x ∈ A 或 x ∈ B ｝；

称集合｛x│x∈A 且 x∈B ｝为 A 与 B 的交集（简称交），记作 A∩B ，即
A ∩ B ＝ ｛x│x ∈ A 且 x ∈ B ｝．

显然，A∩B炒A炒A∪B．如果 A∩B＝除，则称 A 与 B 不相交．
定 义 １．１．２（差集和余集）　设 A ，B 为两个给定的集合，称集合｛x│x∈A 但 x臭

B ｝为 A 与 B 的差集（简称差），记作 A－B ，即
A － B ＝ ｛x│x ∈ A 但 x 臭 B ｝．

　 　在讨论某个具体问题时，如果所考虑的一切集都是某集合 X 的子集，则称 X 为

基本集．设X 是一个非空的基本集，A炒X ，则定义X －A 为集合A 关于基本集X 的余

集（简称余），记作 A
Ｃ．

图 １．１可以帮助我们理解集合的并、交、差和余等概念．

图１．１
集合的运算具有下述重要规律．
定理 １．１．１　设 A ，B ，C 为给定的集合，则有

（１） （交换律）　A∪B＝B∪A ，A∩B＝B∩A ；
（２） （结合律）　A∪（B∪C ）＝（A∪B ）∪C ，

A∩（B∩C ）＝（A∩B ）∩C ；
（３） （分配律）　A∪（B∩C ）＝（A∪B ）∩（A∪C ），

A∩（B∪C ）＝（A∩B ）∪（A∩C ）；
（４） （幂等律）　A∪A＝A ，A∩A＝A ；
（５） （吸收律）　A∪除＝A ，A∩除＝除．
给定两个集合 A 和 B ，设 x∈A ，y∈B ，则可以作成一个有序对（x，y）．所谓有序

是指 （x，y）与（y，x）是不同的．两个有序对（x １，y １ ），（x ２，y ２ ）相同当且仅当 x １＝x ２，
y １＝y ２．

定义 １．１．３（乘积集合）　设 A ，B 为给定的集合，称一切有序对构成的集合｛（x，
y）│x∈A ，y∈B ｝为 A 与 B 的笛卡儿乘积（Ｃａｒｔｅｓｉａｎ Ｐｒｏｄｕｃｔ），记作 A ×B ，即

A × B ＝ ｛（x，y）│x ∈ A ，y ∈ B ｝．
例如，A 为区间 ［０，１］，B 为区间［１，２］，则 A ×B 是一个单位正方形（见图 １．２）

·２· 工科数学分析（上）



图１．２

｛（x，y）│０≤x≤１，１≤y≤２｝．
推而广之，若有 n 个集合 A １，A ２，…，A n，ai∈A i（i＝１，２，…，

n），则可以作成一个 n 元有序组（a１，a２，…，an）．两个 n 元有序组

相等，是指它们含有相同的元素，且这些元素有相同的排序．例
如（１，３，５）≠（３，１，５）．

定义 １．１．４　集合 A １，A ２，…，A n 的笛卡儿乘积 A １×A ２×…
×A n 是所有 n 元有序组（a１，a２，…，an）构成的集合，其中 ai∈A i

（i＝１，２，…，n）．
例 １．１．１　设 A＝｛１，２｝，B＝｛－３，２，４｝，则

A ×B＝｛（１，－３），（１，２），（１，４），（２，－３），（２，２），（２，４）｝，
而 B ×A＝｛（－３，１），（－３，２），（２，１），（２，２），（４，１），（４，２）｝．
显然，A ×B≠B ×A． □

一个集合自身也可构成笛卡儿乘积，例如A
n＝A ×A ×…×A ，其中有n 个因子A．

例 １．１．２　设 A＝｛１，２｝，则 A
２＝A ×A＝｛（１，１），（１，２），（２，１），（２，２）｝． □

由于Ｒ表示数轴上全体点所成之集（即实数集），则Ｒ×Ｒ就是实平面Ｒ
２，即

Ｒ
２＝Ｒ×Ｒ＝｛（x，y）│x∈Ｒ，y∈Ｒ｝．

今后我们记

Ｒ
３＝Ｒ×Ｒ×Ｒ＝｛（x，y，z）│x∈Ｒ，y∈Ｒ，z∈Ｒ｝．

Ｒ
n＝Ｒ×Ｒ×…×Ｒ＝｛（x １，x ２，…，x n）│x １∈Ｒ，x ２∈Ｒ，…，x n∈Ｒ｝．

为今后方便起见，引进一些常用的逻辑符号．
设 P 、Q 表示两个命题（或条件）．
符号“P痴Q ”表示如果 P 成立，则 Q 也成立．
符号“P骋Q ”表示命题 P 与 Q 等价，亦即“P痴Q 且 Q痴P ”．
符号“橙”表示“任给”，例如“橙x，f（x）≥０”的意思是，对任给的x，不等式f（x）≥

０都成立．
符号“愁”表示“存在”，例如“愁x 使得│x－a│＜１”的意思是，存在实数 x，使得不

等式│x－a│＜１成立．
　　１．１．２　实数的性质

在中学数学课程中，我们知道实数由有理数和无理数两部分组成．每一个有理数

都可以表示成分数
p

q
（p 、q 为整数，q＞０），也可以用有限十进制小数或无限十进制循

环小数表示．而无限十进制不循环小数则表示一个无理数．
实数有以下的主要性质．
① 实数对加、减、乘、除（除数不为 ０）四则运算是封闭的，即对任何两个实数在施
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行四则运算中的任何一个运算之后，所得的和、差、积、商仍然是实数．
② 实数是有顺序的，即任意两个实数 a 和 b，必满足下列三个关系之一：

a ＜ b，　a ＝ b，　a ＞ b．
　　③ 实数集具有稠密性，即任意两个不相等的实数之间必有另一个实数（而且既

有有理数，又有无理数）．
④ 如果在一直线（通常画成水平直线）上选定一点 O 作为原点，指定一个方向为

正向（通常把指向右方的方向规定为正向），并规定一个单位长度，则称此直线为数

轴．我们知道，全体实数与整个数轴上的点有一一对应的关系，即任一实数都对应数

轴上唯一的一点；反过来，数轴上每一点也都唯一地代表一个实数．因此，今后我们对

“实数 a”与“数轴上的点 a”这两种说法不加区别．
下面我们介绍一些常用的不等式．
（１） 绝对值不等式

实数 a 的绝对值定义为

│a│＝ 　a　（a ≥ ０），
－ a　（a ＜ ０）．

容易推得以下的不等式：
│a ＋ b│≤ │a│＋ │b│，　││a│－ │b││≤ │a － b│．

利用数学归纳法，可以对 n 个实数 a１，a２，…，an 证明不等式

│a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an│≤ │a１│＋ │a２│＋ … ＋ │an│．
　　（２） 伯努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）不等式　

设 x＞－１，n 为自然数，则有

（１ ＋ x）n ≥ １ ＋ nx．
　　证明　用数学归纳法．n＝１时，上式以等式的形式成立．假设已证明了

（１＋x）n－１≥１＋（n－１）x，　橙x＞－１．
则 （１ ＋ x）n＝ （１ ＋ x）n－１（１ ＋ x） ≥ （１ ＋ （n － １）x）（１ ＋ x）

＝ １ ＋ （n － １）x ＋ x ＋ （n － １）x ２ ≥ １ ＋ nx，　橙x ＞－ １．
这就证明了对一切自然数 n，对一切 x＞－１，伯努利不等式成立． □

（３） 平均值不等式

设 x １，x ２，…，x n 为 n 个正实数，则有
n

x １x ２…x n ≤ x １ ＋ x ２ ＋ …＋ x n

n
．

　　证明　用数学归纳法．n＝１时，上式以等式的形式成立．假设对任意n－１个正实数，
上述不等式成立．考察n 个正实数x １，x ２，…，x n．不妨设x n 是这n 个数中的 大者，记

A ＝ x １ ＋ x ２ ＋ … ＋ x n－１
n － １ ，

则有 x n ≥ A ＝ x １ ＋ x ２ ＋ … ＋ x n－１
n － １ ≥ n－１

x １x ２…x n－１．

·４· 工科数学分析（上）



于是　　 x １＋x ２＋…＋x n

n

n ＝ （n－１）A＋x n

n

n＝ A＋x n－A

n

n

＝A
n＋nA

n－１ x n－A

n
＋…≥A

n＋nA
n－１ x n－A

n

＝A
n＋A

n－１（x n－A ）＝A
n－１

x n≥x １x ２…x n－１x n，
即 　　　　　　　 x １ ＋ x ２ ＋ … ＋ x n

n
≥ n

x １x ２…x n． □
　　１．１．３　区间与邻域

设 a、b∈Ｒ，且 a＜b．定义

开区间　（a，b）＝｛x│a＜x＜b｝；
闭区间　［a，b］＝｛x│a≤x≤b｝；
半开半闭区间　［a，b）＝｛x│a≤x＜b｝及（a，b］＝｛x│a＜x≤b｝．
引进符号“∞”，读作“无穷大”，符号“＋∞”读作“正无穷大”，符号“－∞”读作“负

无穷大”．我们可以给出以下无穷区间的记号及定义：
［a， ＋ ∞） ＝ ｛x│x ≥ a｝，　　（－ ∞，a］ ＝ ｛x│x ≤ a｝，
（a， ＋ ∞） ＝ ｛x│x ＞ a｝，　　（－ ∞，a） ＝ ｛x│x ＜ a｝，
（－ ∞， ＋ ∞） ＝ ｛x│－∞ ＜ x ＜＋ ∞｝ ＝Ｒ．

以后凡说到区间均泛指有限区间或无穷区间．
设 a∈Ｒ，δ＞０，称集合

O （a，δ） ＝ ｛x││x － a│＜ δ｝ ＝ （a － δ，a ＋ δ）
为点 a 的 δ邻域，有时简记为 O （a）．点 a 的空心邻域则是集合

O ０（a，δ） ＝ ｛x│０ ＜ │x － a│＜ δ｝ ＝ （a － δ，a ＋ δ） － ｛a｝，
或简记为 O ０（a） ．

有时我们还用到下面几种邻域：
O
＋（a，δ）＝｛x│０＜x－a＜δ｝　（点 a 的 δ右邻域），

O
－（a，δ）＝｛x│０＜a－x＜δ｝　（点 a 的 δ左邻域），

或简记为 O
＋ （a）和 O

－ （a）．此外，还称开区间（a，＋∞）为＋∞的邻域，（－∞，a）为
－∞的邻域．
　　１．１．４　确界与确界原理

对于一个有限数集来说，它必有 大数和 小数．比如集合A＝｛１，２，３｝，则 A 的

大数为３，记作ｍａｘA＝３；A 的 小数为１，记作ｍｉｎA＝１①．然而，无限数集就未必有
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大数或 小数，如开区间（０，１）就没有 大数和 小数，而闭区间［０，１］有 大数１，
小数０．那么，０和１对于开区间（０，１）来说扮演着什么角色呢？ 为探讨这个问题，下

面引进数集的确界概念．
定义１．１．５（上界与下界）　设E 为一非空数集，如果存在数M ，使得橙x∈E 都有

x≤M ，则称 M 为 E 的一个上界；如果存在数 m ，使得橙x∈E 都有 x≥m ，则称 m 为 E

的一个下界．若E 既有上界又有下界，则称E 是一个有界数集．若E 不是有界数集，则
称它为无界数集．显然，若E 有上界M ，则任何大于M 的数也都是E 的上界；若E 有下

界 m ，则任何小于 m 的数也都是 E 的下界．
读者容易证明，任何有限区间都是有界数集，而任何无穷区间都是无界数集．
定义 １．１．６（确界）　设 E 为一非空数集，若数β是 E 的一个上界，且对 E 的任一

上界β′，都有β≤β′，则称β为E 的上确界（即最小上界），记作β＝ｓｕｐE ；若数α是E 的

一个下界，且对E 的任一下界α′，都有α≥α′，则称α为E 的下确界（即最大下界），记作

α＝ｉｎｆE ①．
显然，当数集E 存在 大数M 与 小数m 时，M 与m 分别是E 的上确界与下确界．
例１．１．３　若E＝（０，１），则ｓｕｐE＝１，ｉｎｆE＝０；若B＝［０，１］，则ｓｕｐB＝１＝ｍａｘB ，

ｉｎｆB＝０＝ｍｉｎB． □
在例 １．１．３中我们可以看到，数集E 虽然没有 大数和 小数，但E 有 小上界

（即上确界）和 大下界（即下确界）．数集 B 的上、下确界都属于 B ，而 E 的上、下确界

都不属于 E．
若一个数集有上（下）确界，则这个上（下）确界是唯一的．请读者自己证明这个结论．
关于确界，下面给出几个定理．
定理 １．１．２（确界原理）　非空有上（下）界的数集必存在上（下）确界．
这个原理是本书的理论基础，它的严格证明可以由实数理论得出，本书将不加证

明而承认下来．有兴趣的读者可参阅有关的参考书．
定理１．１．３　设A 是有上界的非空数集，β＝ｓｕｐA．则橙ε＞０，愁x ０∈A ，使得β－ε

＜x ０≤β．
证明　β显然是A 的一个上界，从而橙x∈A ，有x≤β．假设不存在这样的点x ０∈

A 满足不等式β－ε＜x ０，则橙x∈A 都应有x≤β－ε．于是β－ε也是A 的一个上界．由
于β是 A 的 小上界，故必须有β≤β－ε，而 ε＞０，故产生矛盾，定理得证． □

定理 １．１．４　若数集 A 包含了它的一个上界β，则β＝ｓｕｐA．
证明　设β 是A 的另一个上界，则因β∈A ，故β≤β′．这表明β是A 的 小上界，

所以β是 A 的上确界． □
后我们用一个例子结束本节．
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例 １．１．４　A １＝｛１， １２ ，…， １n ，…｝，α＝ｉｎｆA １＝０臭A １，即下确界α不能达到；β＝
ｓｕｐA １＝１∈A １，即上确界β可达到．

A ２＝｛１，３，５，…，２n－１，…｝，α＝１可达到，而β不存在．
A ３＝｛x│－∞＜x≤５｝，α不存在，β＝５可达到．
A ４＝｛x│x ２＞４｝，A ４ 既无上界又无下界，因此α和β均不存在． □

习　题　１．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 集合有什么样的表示法？
（２） 一个集合的子集是怎样定义的？
（３） 两个集合相等是什么意思？
（４） 集合的并、交、差、余是怎样定义的？
（５） 什么叫两个集合的乘积集合？
（６） 实数集的稠密性是什么意思？
（７） 实数与任一条直线之间有什么关系？
（８） 什么叫点a 的邻域？
（９） 什么叫有界数集、无界数集？
（１０） 一个数集的上（下）确界是怎样定义的？
（１１） 确界原理的内容是什么？

２．试用列举法表示下列集合：
（１） 函数方程 ｓｉｎx＝０的根的集合；　　（２） 五种商业广告形式的集合．

３．设X ＝｛a，b，c，d，e，f，g｝，A＝｛a，b，c，d，e｝，B＝｛a，c，e，g｝，C＝｛b，e，f，g｝．求：
（１） A∪C ；　　（２） B∩A ；　　（３） C－B ；　　（４） B

Ｃ∩C．
４．解下列不等式：
（１） │x－１│＜２；　　　　（２） │x－２│≥１０；　　　　　　（３） │５－ １

x
│＜１；

（４） │x ２－２│≤１； （５） │x－５│＜│x＋１│； （６） │２x－１│＜│x－１│；
（７） │x│＞│x＋１│； （８） │x＋２│＋│x－２│≤１２．

５．设a＜c＜b，求证│c│≤ｍａｘ（│a│，│b│）．
６．证明不等式：（１） │x－y│≥││x│－│y││；　（２） │x＋x １＋…＋xn│≥│x│－（│x １│＋…＋│xn│）．
７．证明：ｍａｘ（a，b）＝a＋b２ ＋│a－b│２ ， ｍｉｎ（a，b）＝a＋b２ －│a－b│２ ．
８．证明恒等式： x＋│x│２

２＋ x－│x│２
２＝x

２．
９．用区间表示下列不等式的解：
（１） │x＋ １

x
│≤６； （２） ｓｉｎx≥ ２２ ； （３） （x－２）（x－３）（x－４）＞０．

·７·第１章　集合与函数



１０．求下列数集的上、下确界：
（１） A＝｛x│x∈｛０，１，２，３，４，５｝｝；　　　　（２） B＝｛x│x ２＜３｝；
（３） C＝｛x│－５≤x＜５｝； （４） D＝｛x│x＞０且x

２＜２｝．
（Ｂ）

１．试用特性表示法表示下列集合：
（１） 以点（０，０）为圆心、R 为半径的圆内全体点构成的集合（不含圆周上的点）．
（２） 考察费波那契（Ｆｉｂｏｎａｃｃｉ）数列：１，１，２，３，５，８，１３，２１，３４，５５，８９，１４４，２３３，３７７，…．写出由该

数列的项构成的集合．
２．（１） 举一个（A－B ）∪B≠A 的例子．
（２） 举一个A∩B＝A∩C 但B≠C 的例子．

３．若将“对每一个x∈X ，存在y∈Y ，具有性质P ”用数学符号表示为（橙x∈X ）（愁y∈Y ）P ，试问下

列两个语句中哪一个是正确的？
（１） （橙ε＞０）（愁δ＞０）（橙x∈Ｒ，－δ＜x＜δ）（│ｓｉｎx│＜ε）．
（２） （橙ε＞０）（愁δ＞０）（橙x∈Ｒ，－δ＜x＜δ，x≠０）（│ｓｉｎ １

x
│＜ε）．

４．设a１，a２，…，an 是符号相同且大于－１的数，证明不等式

（１ ＋ a１）（１ ＋ a２）…（１ ＋ an） ≥ １＋ a１ ＋ a２ ＋…＋ an．
５．设a，b＞０，求证

（１） （a＋b）p≥a
p＋b

p　（p＞１）；　　　　（２） （a＋b）p≤a
p＋b

p　（０＜p＜１）．
６．证明：橙a，b∈Ｒ，有不等式 │a＋b│１＋│a＋b│≤ │a│１＋│a│＋ │b│１＋│b│．
７．设E 为非空的有界数集，定义E

－＝｛x│－x∈E ｝．试证明

（１） ｉｎｆE －＝－ｓｕｐE ；　　　　　　（２） ｓｕｐE －＝－ｉｎｆE．
８．设A 、B 皆为非空的有界数集，定义数集A＋B＝｛z│z＝x＋y，x∈A ，y∈B ｝．证明：
（１） ｓｕｐ（A＋B ）＝ｓｕｐA＋ｓｕｐB ；　（２） ｉｎｆ（A＋B ）＝ｉｎｆA＋ｉｎｆB．

９．设A 是有下界的非空数集，α＝ｉｎｆA．证明：橙ε＞０，愁x ０∈A ，使得α≤x ０＜α＋ε．
１０．证明：若数集A 包含了它的一个下界α，则α＝ｉｎｆA．

答案与提示

（Ａ）
２．（１） ｛０，±π，±２π，…，±kπ，…｝．
３．（１） ｛a，b，c，d，e，f，g｝；　（２） ｛a，c，e｝；　（３） ｛b，f｝；　（４） ｛b，f｝．
４．（１） －１＜x＜３；　（２） x≤－８或x≥１２；　（３） １６ ＜x＜ １４ ；　（４） １≤x≤ ３ 或－ ３ ≤x≤
－１；　（５） x＞２；　（６） ０＜x＜ ２３ ；　（７） x＜－ １２ ；　（８） －６≤x≤６．

９．（１） ［－３－２ ２ ，－３＋２ ２ ］，［３－２ ２ ，３＋２ ２ ］；　（２） π４ ±２kπ，３π４ ±２kπ；　
（３） （２，３）∪（４，＋∞）．

１０．（１） ｓｕｐA＝５，ｉｎｆA＝０； （２） ｓｕｐB＝ ３ ，ｉｎｆB＝－ ３ ； （３） ｓｕｐC＝５，ｉｎｆC＝－５；

·８· 工科数学分析（上）



（４） ｓｕｐD＝ ２ ，ｉｎｆD＝０．
（Ｂ）

１．（１） ｛（x，y）│x ２＋y
２＜R ｝；　（２） ｛an│an＝an－１＋an－２（n≥２），a０＝a１＝１｝．

２．（１） A＝｛１，２，３，４｝，B＝｛３，４，５｝；　（２） A＝｛１，２，３，４｝，B＝｛２，３｝，C＝｛２，３，５｝．
３．（１） 正确，（２） 错误．
４．用数学归纳法．
５．（１） 令p＝１＋h，h＞０；　（２） 令p＝１－h，０＜h＜１．
６．左端分子加减１．
７．（１） 利用确界定义；　（２） 同（１）．
８．利用定理１．１．３．
９．与定理１．１．３的证明方法类似．
１０．与定理１．１．４的证明方法类似．

１．２　映射与函数

在中学数学课程中，我们对函数概念已有了初步的了解．本节将对函数、映射等

概念作进一步的讨论．
　　１．２．１　映射

定义 １．２．１（映射）　设 A 、B 为两个非空集合．如果存在一个规则 f，使得橙x∈
A ，都有唯一的一个元素 y∈B 与它对应，则称 f 是从 A 到 B 的一个映射，记作

f：A→B ，　或　y＝f（x）．
称 y 是 x 在 f 下的像，称 A 为映射 f 的定义域，常记为 D （f）＝A ．集合

f（A ） ＝ ｛f（x）│x ∈ A ｝
称为映射f 的值域，常记为R （f）．一般来说，f（A ）是B 的一个子集，而不必是整个B．

设b∈f（A ），则集合A 中以b 为其像的元素可能不止一个，我们把A 中其像为b 的

一切元素的总体称为 b 的原像集，记作 f
－１（b）．若集合 B ０炒f （A ），则记号 f

－１（B ０）表
示子集 B ０ 在f 下的原像集，即f

－１（B ０）＝｛x∈A│f（x）∈B ０｝．显然，f－１（B ０）是f 的定

义域 A 的子集．
为了形象地理解映射的概念，我们把映射看作一个黑盒子（在传输理论中，将内

部构造复杂而又不易弄清楚的传输系统称为黑盒子），如图 １．３所示．
x（输入） → 　　　f　　　

黑盒子
→ y（输出）

图１．３
　　例１．２．１　设A 是一非空集合，橙x∈A ，定义I（x）＝x，则I 是从A 到A 的映射，称
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I：A→A 为集合 A 上的恒等映射． □
例１．２．２　设Ｎ表示全体自然数之集．映射f：Ｎ Ｒ意味着用自然数编号的一串

实数：
x １ ＝ f（１）， x ２ ＝ f（２）， …， x n ＝ f（n），…．

这样的一个映射，或者说这样的以自然数编号的一串实数｛x n｝，称为实数列，简称数

列． □
后，我们简单介绍映射的图像的概念，设 f：A →B 是一个映射，称集合｛（x，

f（x））│x∈A ｝炒A ×B 为映射 f：A →B 的图像．例如，映射 f：x→ｓｉｎx，x∈［０，２π］的
图像｛（x，ｓｉｎx）│x∈［０，２π］｝就是区间［０，２π］上的一条正弦曲线．
　　１．２．２　一元函数的概念

定义１．２．２（一元函数）　若A 、B 为两个非空实数集，则称映射f：A→B 为一元函

数，简称为函数．常记作

y ＝ f（x），　x ∈ A．
称其中 x 为自变量，y 为因变量．f 的定义域 D （f）＝A ，其值域R （f）＝f（A ）．

由函数的定义可知，定义域 D （f）和对应规则 f 是确定函数的两个主要因素．我
们说两个函数相同，是指它们有相同的定义域和相同的对应规则（即在相同的定义域

中，每个 x 所对应的函数值总相同）．例如

f（x） ＝ １，　x ∈ （－ ∞， ＋ ∞）；
g（x） ＝ x

x
，　x ∈ （－ ∞，０） ∪ （０， ＋ ∞）；

h（x） ＝ ｓｉｎ ２x ＋ ｃｏｓ２x，　x ∈ （－ ∞， ＋ ∞）．
f 与g 是不相同的，因为它们的定义域不同，而f 与h 是相同的，虽然其对应规则的表

达形式不同．
例 １．２．３　邮费是邮件重量的函数（指国际信函）：
邮件重量／克 ２０及２０以下 ２０～５０ ５０～１００ １００～２５０ ２５０～５００ ５００～１ ０００
邮　　费／元 ４．４０ ８．２０ １０．４０ ２０．８０ ３９．８０ ７５．７０

这是一个表格形式的函数． □
例 １．２．４　火箭在垂直发射阶段运行的距离h 是时间t的函数，如图 １．４所示，这

是一个用图形描述的函数． □

例 １．２．５　符号函数 ｓｇｎx＝
１，x＞０，
０，x＝０，

－１，x＜０
是一种分段函数，其图像见图 １．５．
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图１．４ 图１．５
函数 f（x）＝│x│也常用如下分段函数形式来表示：

f（x） ＝ － x，　x ＜ ０，
　 x，　x ≥ ０．

利用符号函数还可以把 f（x）＝│x│表示为

f（x）＝xｓｇｎx． □
例 １．２．６　狄利克雷（Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ）函数

D （x）＝ １，　当 x 为有理数，
０，　当 x 为无理数．

这个函数定义在整个数轴上，它既不能用图像也不能用列表的方式表示． □
　　１．２．３　复合函数

我们先来看一个简单的例子，如何由两个函数构造一个新函数．

图１．６

从点 M 垂直地发射一火箭，火箭 P 在时刻 t与发射

点的距离为h（t）．观察站设在距发射地点 １ ｋｍ 处（见图

１．６）．试将火箭与观察站的距离 d 表示为时间 t的函数．
例１．２．４已给出函数h（t），而图１．６的直角三角形则

给出关系式 d＝ １＋h
２ ，因此在时刻 t，P 到 O 的距离为

d（t） ＝ １ ＋ h
２（t）．

　　这样我们由两个函数构造出一个新函数 d（t）．用黑

盒子作图解，其构造过程如图 １．７所示．
一个函数的输出作为另一个函数的输入，是数学及其所有应用中的一种典型情

况，它反映了诸量之间的一种链式的联系．下面给出复合函数的概念．
　　设 f 和 g 为两个函数，用

f 。 g（x） ＝ f［g（x）］
定义一个新函数 f礋g，即 f 与 g 的复合函数，其定义域为

D （f 。 g） ＝ ｛x│x ∈ D （g），g（x） ∈ D （f）｝．
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　　这个对应关系可用图 １．８刻画．
t →　１　 →h →　２　 →d

图１．７
x →　g　 →g（x） → 　f　 →f（g（x））

图１．８　　　　　　　

例 １．２．７　设 f（x）＝ １
x＋１，　g（x）＝x

２，
则g 的值域R （g）＝［０，＋∞）显然包含在f 的定义域D （f）＝｛x│x≠－１｝之中．由f 和

g 可以构造两个函数：
f 。 g（x） ＝ １

x
２ ＋ １，

g 。 f（x） ＝ １
x ＋ １

２ ＝ １
x
２ ＋ ２x ＋ １．

注意 f礋g 与 g礋f 是完全不同的函数．因此，函数的复合运算不是一种可交换的运

算． □
例 １．２．８　设　　 f（x） ＝ １

x ＋ １，　g（x） ＝ １
x － １，　h（x） ＝ x

２ ＋ １，
则在满足函数复合的条件下

f 。 g（x） ＝ １１
x － １ ＋ １

＝ x － １
x
＝ １ － １

x
，

g 。 h（x） ＝ １
x
２ ＋ １ － １ ＝

１
x
２ ，

（f 。 g） 。 h（x） ＝ １ － １
x
２ ＋ １，

f 。 （g 。 h）（x） ＝ １
１／x ２ ＋ １ ＝

x
２

１ ＋ x
２ ＝ １ － １

１ ＋ x
２．

注意到（f礋g）礋h 和 f礋（g礋h）是相同的，这并不是一种偶然的巧合．实际上我们可

以证明，在一般情形，下面的关系式是正确的，
（f 。 g） 。 h ＝ f 。 （g 。 h），

也就是说，对于三个能复合的函数来说，复合运算具有可结合性．复合关系可如图１．９
所示．

x→ h →h（x）→ g →g［h（x）］→ f →f｛g［h（x）］｝
x→ h →h（x）→ g →g［h（x）］ → f →f｛g［h（x）］｝ □

图１．９
我们再给出一些例子．
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例 １．２．９　设 f（x）＝
　１， │x│＜１，
　０， │x│＝１，
－１， │x│＞１，

　　g（x）＝ｅx．

则 （f 。 g）（x） ＝
　１， │g（x）│＜ １，
　０， │g（x）│＝ １，
－ １， │g（x）│＞ １

＝
　１， x ＜ ０，
　０， x ＝ ０，
－ １， x ＞ ０；

而 （g 。 f）（x） ＝ ｅf （x ） ＝
ｅ， │x│＜ １，
１， │x│＝ １，
１ｅ ， │x│＞ １．

□

　　例 １．２．１０　设 f（x）＝ １－x ，g（x）＝x
２＋１０，则当 x≤１时，g礋f 有定义，且

（g 。 f）（x） ＝ ［f（x）］２ ＋ １０ ＝ １ － x ＋ １０ ＝ １１ － x；
但 f礋g 没有定义． □
　　１．２．４　反函数

我们来考虑一个反问题：如果知道函数f 的输出y，能否确定输入x？也就是说，在
对应关系 y＝f（x）中，是否可以由 y 求得 x？ 这种“倒推”或“倒转”一个函数的作用的

问题，是有其实际背景的．例如，在电路设计中，在产生某个输出的过程中输入可能被

破坏．我们往往需要确定产生这种输出的输入．图 １．１０表示 f
－１是 f 的逆的示意图．

图１．１０

设函数 f：A →B＝R （f），如果橙x １、x ２∈A ，x １≠x ２，
有 f （x １）≠f （x ２），则称 f 是可逆的或一对一的．对于一

个可逆函数 f，定义一个函数 g 如下：
g：R （f）→A ，其中 x 由 f（x）＝y 确定．

显然，橙y∈R （f ），如上给出的 x∈A 是唯一确定

的．这样定义的函数称为函数 f 的反函数（或逆函数），
记为

g ＝ f
－１．

容易看出，函数 f 及其反函数 g＝f
－１满足下述关系：

g（y） ＝ x迟痴f（x） ＝ y．
　　我们将这种对应关系用图 １．１１表示．

x →　f　 →y＝f（x） → 　g＝f
－１　 →x

图１．１１
由上述定义可知，若f 可逆且其逆为g，则g 也可逆且其逆为f．此外，函数f 和其

反函数 g 的复合按任何次序都是恒等函数，即有
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（f 。 g）（y） ＝ f［g（y）］ ＝ f（x） ＝ y，　y ∈ B ；
（g 。 f）（x） ＝ g［f（x）］ ＝ g（y） ＝ x，　x ∈ A．

这表明 f礋g 与 g礋f，或 f礋f
－１与 f

－１礋f 分别是 B 与 A 上的恒等映射．
例 １．２．１１　函数

（１） y＝ax＋b　（a≠０）；　　　　　　（２） y＝a
x　（a＞０，a≠１）；

（３） y＝ｓｉｎx，x∈［－ π２ ， π２ ］； （４） y＝ ３
x＋１

图１．１２

的反函数分别是

x＝y－b
a
；　x＝ｌｏｇ ay；　x＝ａｒｃｓｉｎy，y∈［－１，１］；

x＝y
３－１．

按照习惯记法，我们仍用 x 表示自变量，y 表示因变量，
则上述反函数写为

y＝x－b
a
；　y＝ｌｏｇ ax；

y＝ａｒｃｓｉｎx，x∈［－１，１］；　y＝x
３－１． □

函数y＝f（x）与它的反函数y＝f
－１（x）的图形在同

一坐标平面上关于直线 y＝x 对称，如图 １．１２所示．
　　１．２．５　多元函数的概念

如果映射f 的值域 R （f）是实数集，定义域 D （f）是乘积集合：
D （f）＝A １×A ２，　A １ 与 A ２ 是实数集，

则称 f 是依赖于两个实变量的实值函数，简称为二元函数，常记作

f：A １×A ２→R （f），　或　y＝f（x １，x ２）．
类似地可以定义三元函数

f：A １×A ２×A ３→R （f），　或　y＝f（x １，x ２，x ３）．
其中 A １、A ２ 与 A ３ 均为实数集．

n 元函数的定义为

f：A １×A ２×…×A n→R （f），　或　y＝f（x １，x ２，…，x n）．
其中 x i∈A i，A i 为实数集（i＝１，２，…，n）．

例 １．２．１２　z＝ax＋by＋c 与 z＝xａｒｃｔａｎy＋x
２
y 都是二元函数，其中 x，y 均为实

变量． □
例 １．２．１３　u＝ x

２１＋x
２２＋…＋x

２
n 是 n 元函数，其中 x i∈Ｒ（i＝１，２，…，n）． □
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习　题　１．２
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 什么叫映射？ 什么叫函数？
（２） 两个函数相同是什么意思？
（３） 复合函数与反函数是怎样定义的？
２．若下列函数均视为Ｒ→Ｒ的映射，试问这些函数是否相等？
（１） f（x）＝ｔａｎ２x－ｓｅｃ２x，g（x）＝－１；　　（２） f（x）＝ x

２ ，g（x）＝│x│；
（３） f（x）＝（x＋２）２

x＋２ ，g（x）＝x＋２； （４） f（x）＝ x · x－１，g（x）＝ x（x－１）．
３．设f（x）＝ １＋x，x＜０，

１， x≥０，求f［f（x）］．
４．设f（x）＝２x＋３，g（x）＝ｌｇx，求
（１） g［f（x）］；　　　　（２） f［g（x）］；　　　　（３） f［f（x）］．
５．设f（x）＝x

３＋１，g（x）＝ x ，求
（１） g［f（x）］；　　　（２）f［g（x）］；　　　（３）f［f（x）］；　　　（４）g（x＋１）．
６．函数y＝［x］，记号［x］表示不超过x 的 大整数，例如当x＝２．５时，［２．５］＝２；当x＝２时，［２］＝
２；当x＝－２．５时，［－２．５］＝－３，等等．试画出这个函数的图形．
７．求下列函数的反函数x＝φ（y）和它的定义域：
（１） y＝３x＋５　（－∞＜x＜＋∞）； （２） y＝１－x１＋x

　（x≠－１）；
（３） y＝ １－x

２：（ｉ）（－１≤x≤０）；（ｉｉ）（０≤x≤１）．

（４） y＝
x， －∞＜x＜１，
x
２， １≤x≤４，
２x， ４＜x＜＋∞．

８．下列函数中哪些是一对一的？
（１） y＝x

６＋３x ２＋２，x≥０；　　（２） y＝ x
x＋１，x≠－１；　　（３） y＝x

２＋x＋１，－∞＜x＜＋∞．
（Ｂ）

１．试选择f，g，使得h（x）＝f［g（x）］．（存在非唯一解，注意不要选f（x）＝x 或g（x）＝x．）
（１）h（x）＝x

３＋１；　　（２）h（x）＝ｌｎ３x．
２．设f（x）＝ x

１＋x
２ ，求fn（x）＝f｛［…f（x）］｝

n次

，并求定义域D （f）．
３．如果f 和g 都是一对一的函数，那么f礋g 是否为一对一的？ 为什么？
４．设有映射f：X →Y．若f（X ）＝Y ，则称f 为满射．若橙x １，x ２∈X ，由x １≠x ２推得f（x １）≠f（x ２），则称

f 为单射（即我们在前面所说的可逆映射或一对一映射）．如果f 既是满射又是单射，则称f 是双

射，或一一映射．今设X ＝（－∞，＋∞），Y＝［－１，１］，f（x）＝ｓｉｎx，则此时f 是满射？ 是单射？ 若
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要使f：X →Y 成为双射，应将X 改成什么集合便可达此要求？
５．设有映射f：A→Y ，g：X →Y．若A炒X ，并且橙x∈A ，都有f（x）＝g（x），则称f 是g 在A 上的限

制，或称g 是f 在X 上的延拓，记为f＝g│A．若令f（x）＝ｓｉｎ（ａｒｃｓｉｎx），g（x）＝x，试讨论f 与g 在

区间［－１，１］上的关系．
答案与提示

（Ａ）
２．（１） 不相等；　（２） 相等；　（３） 不相等；　（４） 不相等．
３．f［f（x）］＝ ２＋x x＜－１，

１， x≥－１．
４．（１） g［f（x）］＝ｌｇ（２x＋３）；　（２） f［g（x）］＝３＋２ｌｇx；　（３） f［f（x）］＝４x＋９．
５．（１） g［f（x）］＝ x

３＋１ （x≥－１）；　（２） f［g（x）］＝１＋x
３／２（x≥０）；

（３） f［f（x）］＝１＋（x ３＋１）３（－∞＜x＜＋∞）；　（４） g（x＋１）＝ x＋１ （x≥－１）．
７．（１） x＝y－５３ ，－∞＜y＜＋∞；　（２） x＝１－y１＋y

，y≠－１；
（３） （ｉ） x＝－ １－y

２，０≤y≤１；　（ｉｉ） x＝ １－y
２，０≤y≤１．

（４） x＝
y， －∞＜y＜１，

y ， １≤y≤１６，
ｌｏｇ ２y， １６＜y＜＋∞．

８．（１）和（２）是一对一的，（３）不是一对一的．
（Ｂ）

１．（１） g（x）＝x
３，f（g）＝g＋１；　（２） g＝ｌｎx，f（g）＝g

３．
２．fn（x）＝ x

１＋nx
２ ，D （f）＝Ｒ．

３．是一对一的．
４．f（x）＝ｓｉｎx：（－∞，＋∞）→［－１，１］是满射，非单射，若令X ＝ － π２ ， π２ ，则f：X →Y 是双射．
５．f（x）＝g（x）│［－１，１］．

１．３　函数的几种特性与初等函数

　　１．３．１　函数的几种特性

（１） 有界性

设函数 f（x）在区间 I 上定义，若存在常数M （或 m ）∈Ｒ，橙x∈I，有 f（x）≤M （或
f （x）≥m ），则称函数f（x）在I 上有上（或下）界，数M （或m ）称为f 在I 上的一个上（或
下）界．如果 f 在 I 上既有上界又有下界，则称 f 是 I 上的有界函数，否则，称 f 是 I 上

的无界函数．

·６１· 工科数学分析（上）



图１．１３

显然，f 在 I 上有界等价于：愁K ＞０，橙x∈I，有
│f（x）│≤K ．

函数f 在I 上有界，从几何上看，就是它的图形（见
图 １．１３）位于直线 y＝M 与 y＝m 之间．

（２） 单调性

设函数f（x）在区间I 上定义，如果橙x １，x ２∈I，当x １

＜x ２ 时有f（x １）＜f（x ２）（或f（x １）＞f（x ２）），则称f （x）
为严格单调递增（或严格单调递减）函数．严格单调递增函

数和严格单调递减函数统称为严格单调函数．如果x １＜x ２

时有f（x １）≤f（x ２）（或f（x １）≥f（x ２）），则称f 为单调递增（或单调递减）函数．单调递增

函数和单调递减函数统称为单调函数．
（３） 奇偶性

设函数f（x）在区间I 上定义，I 关于原点对称（即x∈I骋－x∈I），如果橙x∈I 有

f（x）＝f（－x）（或f（x）＝－f（－x）），则称f（x）是偶函数（或奇函数）．偶函数的图形

关于 y 轴对称，奇函数的图形关于原点对称．
（４） 周期性

设函数 f （x）在（－∞，＋∞）上定义，若愁T＞０，橙x∈（－∞，＋∞），有 f （x＋T ）
＝f （x），则称 f （x）是周期函数，T 为 f （x）的周期．通常我们说的周期是指最小正周

期．
例如，正弦函数 y＝ｓｉｎx 是周期为 ２π的函数，即 ｓｉｎ（x＋２π）＝ｓｉｎx．

图１．１４

不在整个数轴上定义的函数，也可以讨论它

的周期性．例如正切函数 y＝ｔａｎx 的定义域为数

轴除去点 x＝（k＋ １２ ）π，k＝０，±１，±２，…，同样

可以讨论它的周期性．因为 ｔａｎ（x＋π）＝ｔａｎx，所
以 ｔａｎx 是以π为周期的周期函数．

由于周期函数的值每隔一个周期都是相同

的，所以在画周期函数的图形时，只要作出一个周期的图形，然后周而复始地画这图

形，即得整个周期函数的图形（见图 １．１４）．
　　１．３．２　初等函数

在中学数学课程中我们已熟悉以下六种基本初等函数，在这里我们作一简单的

回顾．
（１） 常数函数　y＝C　（－∞＜x＜＋∞）．
其图形是过点（０，C ）且平行于 x 轴的直线（见图 １．１５）．
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图１．１５ 图１．１６
（２） 幂函数　y＝x

α　（０＜x＜＋∞，α≠０）．
α＞０时，函数 x

α在（０，＋∞）上严格递增；α＜０ 时，函数 x
α在（０，＋∞）上严格递

减．函数 y＝x
α与 y＝x

１
α互为反函数（见图 １．１６）．

（３） 指数函数　y＝a
x（a＞０，a≠１，－∞＜x＜＋∞）．

a＞１时，函数 a
x 在（－∞，＋∞）上严格递增；０＜a＜１时，函数 a

x 在（－∞，＋∞）
上严格递减（见图 １．１７）．

（４） 对数函数　y＝ｌｏｇ ax　（a＞０，a≠１，０＜x＜＋∞）．
a＞１时，函数y＝ｌｏｇ ax 在（０，＋∞）上严格递增；０＜a＜１时，函数y＝ｌｏｇ ax 在（０，

＋∞）上严格递减．函数 y＝a
x 与 y＝ｌｏｇ ax 互为反函数（见图 １．１８）．

（５） 三角函数

正弦函数　y＝ｓｉｎx（－∞＜x＜＋∞），见图 １．１９．

图１．１７ 图１．１８

图１．１９ 图１．２０
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　　余弦函数　y＝ｃｏｓx（－∞＜x＜＋∞），见图 １．２０．
正切函数　y＝ｔａｎx （x≠（k＋ １２ ）π，k＝０，±１，±２，…），见图 １．２１．
余切函数　y＝ｃｏｔx （x≠kπ，k＝０，±１，±２，…），见图 １．２２．
三角函数不是可逆的，为了讨论反函数，我们必须取定一个严格单调分支，使得

对于每个分支都有反函数存在．

图１．２１ 图１．２２ 图１．２３

图１．２４ 图１．２５ 图１．２６
（６） 反三角函数

反正弦函数　y＝ａｒｃｓｉｎx　（－１≤x≤１，－ π２ ≤y≤π２ ），见图 １．２３．
反余弦函数　y＝ａｒｃｃｏｓx　（－１≤x≤１，０≤y≤π），见图 １．２４．
反正切函数　y＝ａｒｃｔａｎx　（－∞＜x＜＋∞，－ π２ ＜y＜π２ ），见图 １．２５．
反余切函数　y＝ａｒｃｃｏｔx　（－∞＜x＜＋∞，０＜y＜π），见图 １．２６．
由基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次的函数复合步骤所构成并可用

一个式子表示的函数，称为初等函数．本教材所讨论的函数绝大多数是初等函数．
后我们介绍在工程技术中经常用到的两类初等函数：双曲函数和反双曲函数．
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双曲正弦　ｓｉｎｈx＝ｅx－ｅ－ x

２ ．
双曲余弦　ｃｏｓｈx＝ｅx＋ｅ－ x

２ ．
双曲正切　ｔａｎｈx＝ ｓｉｎｈxｃｏｓｈx

＝ｅx－ｅ－ x

ｅx＋ｅ－ x．
　　以上三个函数的定义域都是（－∞，＋∞），它们的反函数分别是

反双曲正弦　y＝ａｒｓｉｎｈx＝ｌｎ（x＋ x
２＋１），　－∞＜x＜＋∞．

反双曲余弦　y＝ａｒｃｏｓｈx＝ｌｎ（x＋ x
２－１），　x≥１．

反双曲正切　y＝ａｒｔａｎｈx＝ １２ ｌｎ １＋x１－x
，　－１＜x＜１．

　　以上函数的性态可通过指数函数及对数函数进行讨论，此处不作详细论述．

习　题　１．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 何谓单调函数、严格单调函数？
（２） 一对一的函数有什么特征？
（３） 奇函数与偶函数的图形各有什么特点？
（４） 什么叫周期函数？ 小周期如何定义？
（５） 有界函数的定义是怎样的？ 函数的有界性在几何上如何解释？

２．讨论下列函数的奇偶性：
（１） y＝３x－x

３；　　　　　（２） y＝２＋３x－x
３；　　　　（３） y＝ ３ （１＋x）２＋ ３ （１－x）２；

（４） y＝ｅx＋ｅ－x

２ ； （５） y＝ x（２－x）； （６）y＝２－x；

（７） f（x）＝
x－１， x＜０，
０， x＝０，
x＋１， x＞０；

　　　（８）y＝ｌｎ（x＋ １＋x
２）．

３．研究下列函数的单调性：
（１） y＝ax＋b；　　（２） y＝ax

２＋bx＋c；　　（３） y＝x
３；　　（４） y＝a

x．
４．下列函数中哪些是周期函数？ 对周期函数，指出其周期，并说明有无 小周期，有则求出来．
（１） y＝ｓｉｎ２x； （２） y＝ｓｉｎx ２； （３） y＝ｃｏｓ（x－２）；
（４） y＝A ｃｏｓλx＋B ｓｉｎλx； （５） y＝x－［x］； （６） y＝ｔａｎ│x│．

５．证明f（x）＝４－x
２ 在区间 － π２ ， π２ 内有界．

６．画下列各函数的图像：
（１） y＝ax＋b，分别取a＝１，b＝２及a＝－１，b＝－１；
（２） y＝│x│； （３） y＝－│x－３│； （４） y＝a

x，取a＝２，a＝ １２ ；
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图１．２７

（５） y＝x
n，取n＝－１，n＝－２；

（６） y＝A ｓｉｎx，取A＝１，１０，－２．
７．设f（x）的图像如图 １．２７所示，试写出其表达式，并作下

列函数的图形：
（１） y＝f（－x）；　　　　（２） y＝－f（x）；
（３） y＝│f（x）│；　　　　（４） y＝f

１２ x ；
（５） y＝f（２x）．

８．画出周期函数y＝│ｓｉｎx│的图形．
９．在１９００年到１９１２年间，奥运会的撑杆跳高纪录的提高情

况如下表所示：
年份 １９００ １９０４ １９０８ １９１２

高度／ｃｍ ３３０ ３５０ ３７０ ３９０
　　试给出高度与时间（以年为单位）的关系．
１０．三角形两边之长a，b 一定，夹角θ不定．试将三角形面积S 用θ的函数写出来，并指出这个函数

的定义域．
１１．脉冲发生器产生一个三角波，波形如图１．２８所示，试求电压u 对于时间t的函数u（t）．

图１．２８ 图１．２９ 图１．３０
１２．把直径为３０ ｃｍ 的木材，锯成横断面为矩形的房梁．设矩形的宽是b，试将矩形面积A 表为b 的

函数（见图１．２９）．
１３．人工开凿的直线运河经过相距d（ｋｍ）的A 、B 两城（见图１．３０）．在B 城垂直于运河的方向上离

B 城l（ｋｍ）处有一个工厂C．从A 城运货到工厂，先从水路到一地M ，然后走陆路从M 到C．假设

一吨货物每公里水路运费为α（元），陆路运费为β（元），求每吨总运费与M B 之间的函数关系．
（Ｂ）

１．证明：两个奇函数之积为偶函数，奇函数与偶函数之积为奇函数．
２．证明：定义在数轴上的任一函数可以分解成奇函数与偶函数之和．
３．设f（x）是周期为T （T＞０）的周期函数，试证明f（－x）也是周期为T 的周期函数．
４．设f（x），g（x）是定义于（－∞，＋∞）上的单调函数，求证：f［g（x）］也是（－∞，＋∞）上的单调函

数．
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５．证明函数y＝ １
x

在区间（０，１）内无界．
６．利用图形的相加法，作下列函数的图像：
（１） y＝１＋x＋ｅx；　　　　（２） y＝x＋ｓｉｎx．

７．证明恒等式：
（１） ａｒｃｔａｎ １２ ＋ａｒｃｔａｎ １３ ＝ π４ ；　　　（２） ｃｏｓ（ａｒｃｓｉｎx）＝ １－x

２， －１≤x≤１．
８．某药物注射到人体内，人体内血中的药浓度在前 ５分钟呈直线增长，后５分钟则呈指数衰减．试

作出血中药浓度关于时间t（分钟）的函数图像．
答案与提示

（Ａ）
２．（１） 奇函数；　　（２） 非奇非偶；　（３） 偶函数；　（４） 偶函数；
（５） 非奇非偶；　（６） 非奇非偶；　（７） 奇函数；　（８） 奇函数．

３．（１） a＞０时为增函数，a＜０时为减函数．
（２） a＞０时，在－∞＜x＜－ b２a内f（x）↓；在－ b２a＜x＜＋∞内f（x）↑．

a＜０时，在－∞＜x＜－ b２a内f（x）↑；在－ b２a＜x＜＋∞内f（x）↓．
（３） f（x）在（－∞，＋∞）内递增．
（４） ０＜a＜１时，f（x）在（－∞，＋∞）内递减；a＞１时，f（x）在（－∞，＋∞）内递增．

４．（１） T＝π；　（２） 非周期函数；　（３） T＝２π；　（４） T＝２πλ（λ＞０）；　（５） T＝１；
（６） 非周期函数．

９．y＝３３０＋５t（０≤t≤１２）．
１０．S＝ １２ abｓｉｎθ（０≤θ＜ π２ ）．

１１．u（t）＝
３２ t，　　　　０≤t≤１０，
－ ３２ t＋３０，　１０＜t≤２０．

　当t≥２０时u＝０．

１２．A＝b ９００－b
２．

１３．y＝α（d－x）＋β x
２＋l

２（元）．
（Ｂ）

２．f（x）＝ １２ ［f（x）＋f（－x）］＋ １２ ［f（x）－f（－x）］．
５．提示：橙G＞１，取０＜x ０＜ １

G
．

７．（１） 令φ＝ａｒｃｔａｎ １２ ，ψ＝ａｒｃｔａｎ １３ ，计算 ｔａｎ（φ＋ψ）．　（２） 令θ＝ａｒｃｓｉｎx．
８．y＝ kx，　０≤x≤５，

ｅ－αx， ５＜x≤１０　（k＞０，α＞０）．

·２２· 工科数学分析（上）



总 习 题 （１）
１．试建立集合A 与B 之间的一一映射：
（１） A＝（０，π），　B＝（－∞，＋∞）；
（２） A＝｛全体自然数｝，　B＝｛全体正有理数｝．

２．证明两个有理数r１，r２（r１＜r２）之间必存在一个无理数．
３．求下列函数y 的定义域：
（１） f（x）＝ｃｏｔ（πx）＋ａｒｃｃｏｓ２x，　y＝f（x）；
（２） f（x）＝ １

x＋１，　φ（x）＝x
２＋１

x
２－１，　y＝f［φ（x）］；

（３） f（x）＝ ２x，　０≤x≤１，
x
２，　１＜x≤２，　g（x）＝ｌｎx，　y＝f［g（x）］；

（４） f（x）＝ｅx
２，f［y（x）］＝１－x，且y（x）≥０．

４．将函数y＝│x│－１│x＋１│写成分段函数形式．
５．设f（x）＝aｅx＋bｅ－x

a＋b
，求证：f（２x）－f（－２x）＝［f（x）］２－［f（－x）］２．

６．设z＝ y ＋f（ ３
x －１），且y＝１时有z＝x，试求f（x）及z 的表达式．　　　　

７．设f（x＋ １
x
）＝x

２＋ １
x
２ ，求f（x）．

８．求下列函数的反函数f
－１（x）：

（１） f（x）＝（x ２＋１）ｓｇｎx；　　（２） y＝１＋ｌｇ（x＋２）；　　（３） f（x）＝ｌｏｇa（x＋ x
２＋１）．

９．证明函数f（x）＝x
２＋１

x
４＋１在（－∞，＋∞）上是有界函数．

１０．判定下列函数的奇偶性：
（１） f（x）＝（２＋ ３ ）x＋（２－ ３ ）x；　（２） f（x）＝ －x

２＋x， x≥０，
x
２＋x， x＜０．

１１．设x≠０时，f（x）满足关系式２f（x）＋f
１
x
＝ a

x
，a 为常数．证明f（x）为奇函数．

１２．设 f（x）定义于（－∞，＋∞），且恒有 f（x＋l）＝ １２ ＋ f（x）－f
２（x），其中 l为正实数．求证

f（x）是周期为２l的周期函数．
１３．若函数 f（x）在其定义域上满足 f（x）＝f（２a－x），则称函数图形对称于直线 x＝a．试证：若

f（x）的图形同时对称于直线x＝a 和x＝b（a≠b），则f（x）为周期函数．
１４．设φ（x）、ψ（x）及f（x）均为（－∞，＋∞）上的单调增加函数．若φ（x）≤f（x）≤ψ（x），试证必有

φ［φ（x）］≤f［f（x）］≤ψ［ψ（x）］．
１５．已知y＝f（x）的图形，试作（１） y＝f（x＋a）的图形，a 为常数；（２） y＝f（│x│）的图形．
１６．试确定一 低次的多项式，使它当x＝±１，x＝±２时为０，而当x＝０时为１．
１７．某化工厂有一球形容器，液体深度为h 时，液面面积为A ，试求A 与h 之间的函数关系．
１８．证明当０＜a＜１时，有
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（１） （１－a）n≥１－na；　（２） （１－a）n≤ １１＋na
；　（３） 若１－na＞０，则（１＋a）n≤ １１－na

．
答案与提示

１．（１） f：A→B ，x→y＝ｃｏｔx．
（２） 将全体正有理数列成下表

　 依箭头所示的柯西对角线法，略去重复出现的数，全体正有理数便可排成一列：１，２， １２ ， １３ ，３，
４， ３２ ， ２３ ，…．

２．r１＋ １
２ （r２－r１）∈（r１，r２）．

３．（１） －（n＋１）＜x＜－n （n＝０，１，２，…）；　（２） y＝x
２－１２x ２ ，　x≠０，±１；

（３） y＝ ２ｌｎx，　１≤x≤ｅ，
ｌｎ２x，　ｅ＜x≤ｅ２，　定义域为［１，ｅ２］；　（４） y＝ ｌｎ（１－x），　x≤０．

４．y＝
１， x＜－１，
－１， －１＜x＜０，
１－ ２

x＋１， x≥０．
６．f（x）＝x

３＋３x ２＋３x，　z＝ y ＋x－１．
７．f（x）＝x

２－２．

８．（１） y＝
－ －x－１， x＜－１，
０， x＝０，

x－１， x＞１；
　　（２） y＝１０x－１－２；　　（３） y＝ １２ （ax－a

－x）．

１０．（１） 偶函数；　（２） 奇函数；
１１．令 １

x
代替式中的x．

１２．利用f（x）＝f（x－l＋l）＝ １２ ＋ f（x－l）－f
２（x－l）≥ １２ ．

１３．证明f［x＋２（a－b）］＝f（x）．
１６．y＝ １４ （x ２－１）（x ２－４）．
１７．A＝πh（２R－h）．
１８．（１） 利用伯努利不等式，令x＝－a；　　（２） 注意 １１＋na

≥ １（１＋a）n＝（１－a）n

（１－a
２）n．
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第 ２ 章　极限与连续

　　本章介绍函数极限和数列极限的概念和性质．高等数学的方法是建立在无限观

念上的．例如仅知矩形的面积与周长的公式，要求圆的面积和周长，那么用有限次的

代数运算是无法求得其准确值的，必须通过无限次的逼近，即极限方法，才能求出它

的准确值．极限概念是微积分的 基本概念，微积分的其他基本概念如连续函数、导
数和定积分等都是通过极限概念来描述的．因此理解极限概念、掌握极限方法，是能

否学好高等数学的关键．

２．１　函数极限的概念

根据自变量的不同变化状态，本节将分成几种情况给出函数极限的定义．
　　２．１．１　自变量趋于有限值时函数的极限

假设函数 y＝f（x）在点 x ０ 的某个空心邻域 O ０（x ０）内有定义（在 x ０ 点是否有定义

无关紧要），我们要考察当 x 充分靠近 x ０（但始终不等于 x ０）时，相应的函数值f（x）的
变化趋势，即考察它是否无限地接近某常数．先看几个例子．

例 ２．１．１　设 f（x）＝３x ２＋１．容易看到 x≈２（x≠２）时，f（x）≈１３．但是，要说明

当 x 无限接近 ２时，f（x）便无限接近于 １３，还得弄清“接近”的数学含义．显然，x 与 ２
的接近程度可由│x－２│的值来表示，f（x）与 １３接近的程度可由│f（x）－１３│来表示．
注意到

│f（x）－１３│＝３│x＋２││x－２│≤３（│x－２│＋４）│x－２│，
便知：

│x－２│ ＜０．１ ＜０．０１ ＜０．００１ …
│f（x）－１３│ ＜１．２３ ＜０．１２０ ３ ＜０．０１２ ００３ …

于是我们说，当自变量x 趋于２时，函数值f（x）趋于１３，或说，x→２时，f（x）的极限是

１３．记作

ｌｉｍ
x→２f（x）＝１３，

这里记号“→”读作“趋于”． □
例 ２．１．２　设 f（x）＝ x│x│，讨论x→０时f（x）的变化趋势．
解　f 的定义域是除 x＝０以外的所有实数，其图像如图 ２．１所示．当 x＞０，x→０



图２．１

时，f（x）→１；当 x＜０，x→０时，f （x）→－１．但是，当 x 在 ０
的附近时（注意，这时 x 可取正值也可取负值），f （x）并不

接近某个特殊的常数，因此它的变化趋势是无法确定的．
这时我们说极限 ｌｉｍ

x→０
x│x│不存在．但是，若 a≠０，则极限

ｌｉｍ
x→ a

x│x│是存在的．因为当 a＞０ 时，这个极限是 １；当 a＜０
时，这个极限是－１．因此，对于一切非零的数 a，极限

ｌｉｍ
x→ a

f（x）存在． □
一般地，当 x→a 时 f（x）→A ，记作

ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ A　 或 　f（x） → A （x → a）．
注意，极限 A 与 f（a）毫无关系，A 的存在与否及大小与 f（a）的大小甚至 f（a）有无定

义都无关系．A 仅体现函数 f（x）在点 a 附近的局部性态（除去 a 点！）．
在上面，我们对于函数极限用了如下一些描述性的语言：“x 趋于 a”，“f （x）趋于

某个数 A ”等等．这些说法确实有助于我们直观地理解极限的含意，但作为定义是不

精确的．
在微积分发展的早期，这些描述性的非正式定义是够用了的．从莱布尼兹

（Ｌｅｉｂｎｉｚ）和牛顿（Ｎｅｗ ｔｏｎ）（在 １７ 世纪）到伯努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）、欧拉（Ｅｕｌｅｒ）和高斯

（Ｇａｕｓｓ）（在 １８世纪及 １９世纪初），都是这样定义极限的．但是，到了 １９世纪中叶，面
对更加复杂的函数以及更加困难的定理，数学家们不再仅仅依赖于直观．他们认识

到，要想了解一个函数的性态，光是看一看函数的图像是远远不够的．
在 １８４１－１８５６ 年间，魏尔斯特拉斯（Ｗｅｉｅｒｓｔ ｒａｓｓ）在分析严密化方面做了许多工

作，提出了一种定义极限的严格的方式．１８５９ 年他到柏林（Ｂｅｒｌｉｎ）大学任教后（他原先

是一位中学教师），把他关于极限的精确定义传播开来，并由纯粹及应用数学家们传遍

全世界．如今，大学生的微积分课程也都采用魏尔斯特拉斯关于极限的精确定义．
下面我们给出极限ｌｉｍ

x→ a
f（x）＝A 的精确定义．

定义２．１．１（函数极限）　设f（x）定义于点a 的某个空心邻域O ０（a），A 为某定数．
如果橙ε＞０，愁δ＞０，使得橙x：０＜│x－a│＜δ，都有│f（x）－A│＜ε，则称x→a 时f（x）
以 A 为极限，记作

ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ A　 或 　f（x） → A （x → a）．
定义中 ０＜│x－a│＜δ表示 x 在 a 的 δ邻域中，但 x≠a；也就是说，x 在 a 的空心邻域

中．在这里 δ刻画 x 趋于 a 的程度，它依赖于预先给定的正数 ε．一般地，当 ε减小时，δ
也相应地减小．ε和 δ通常都是比较小的．图 ２．２给出了精确定义的几何解释．具体地

说，任给正数 ε，作平行于 x 轴的两条直线 y＝A＋ε和 y＝A －ε，这两条直线构成一个

宽度为２ε的横条区域．由定义，对于事先任意给定的ε＞０，愁δ＞０，使得当x 位于空心
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图２．２

邻域O ０（a，δ）内时，y＝f （x）的图形上相应的点都落

在上述的横条区域内．
例 ２．１．３　利用极限的精确定义证明ｌｉｍ

x→０x
２＝０．

证　这里 a＝０，A＝０．橙ε＞０，由于

│f（x） － A│＝ │x ２│＝ │x│２，
为了使│f（x）－A│＜ε，只要

│x│＜ ε．
因此，取 δ＝ ε ，则当 x 适合不等式

０ ＜ │x│＜ δ
时，就有 │f（x）－A│＝│x│２＜ε，
所以 ｌｉｍ

x→０x
２ ＝ ０． □

　　例 ２．１．４　利用极限的精确定义证明ｌｉｍ
x→２ （３x＋９）＝１５．

证　这里 a＝２，A＝１５．橙ε＞０，要使

│f（x） － A│＝ │（３x ＋ ９） － １５│＝ ３│x － ２│＜ ε，
只要 │x － ２│＜ ε３ ．
因此，取 δ＝ ε３ ，则当 ０＜│x－２│＜δ时，有

│f（x） － １５│＜ ε，
从而 ｌｉｍ

x→２ （３x ＋ ９） ＝ １５． □
　　例 ２．１．５　利用极限的精确定义证明ｌｉｍ

x→１
x
２－１

x－１＝２．
证　橙ε＞０，要使 x

２－１
x－１－２ ＜ε，

只要 │x ＋ １ － ２│＝ │x － １│＜ ε．
因此，取 δ＝ε，则当 ０＜│x－１│＜δ时，就有

x
２ － １

x － １ － ２ ＜ ε，
即 ｌｉｍ

x→１
x
２ － １

x － １ ＝ ２． □
　　例 ２．１．６　利用极限的精确定义证明ｌｉｍ

x→ a
x ＝ a （a＞０）．

证　橙ε＞０，要使 │ x － a │＜ε，
因为

x － a

x ＋ a
≤ １

a
│x － a│，

所以，只要
１
a
│x－a│＜ε即可．取 δ＝ a ε，则当 ０＜│x－a│＜δ时，就有
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│ x － a │＜ ε．
即 ｌｉｍ

x→ a
x ＝ a ． □

　　例 ２．１．７　利用极限的精确定义证明ｌｉｍ
x→ a

１
x
＝ １

a
（a≠０）．

证
１
x
－ １

a
＝ x－a

xa
，

由于分母有 x，为了防止 x 接近原点，我们要设法限制 x，使得│x│有一个正的下界．由
于 x→a，故我们可以考虑 x 满足不等式

│x － a│＜ │a│２ ，
由此得 │x│＞ │a│－ │a│２ ＝ │a│２ ．
橙ε＞０，要使

１
x
－ １

a
＝ x－a

xa
＜２│x－a│

│a│２ ＜ε，
取 δ＝ｍｉｎ（│a│２ ，│a│

２

２ ε），则当 ０＜│x－a│＜δ时，就有

１
x
－ １

a
＜ ε，

所以 ｌｉｍ
x→ a

１
x
＝ １

a
． □

　　例 ２．１．８　证明 ｌｉｍ
x→１ ２x＝３是错误的．

证　由于　　　│２x － ３│＝ │２（x － １） － １│≥ １ － ２│x － １│，

图２．３

对于 ε０＝ １２ ，无论 δ 取得多么小，不妨设 ０＜δ＜ １４ ，取 x ０＝１
－ δ２时，有 ０＜│x ０－１│＜δ，且

│２x ０ － ３│≥ １ － ２│x ０ － １│＞ １ － ２δ ＞ １２ ．
因此 ｌｉｍ

x→１ ２x≠３．
　　这个事实由图２．３可以看得很清楚：在x＝１的附近，函
数 y＝２x 的值与 y＝３有较大的偏离． □
　　２．１．２　单侧极限

例 ２．１．２ 中函数 f （x ）＝ x│x│在 x＝０ 附近的性态是值得注意的．虽然按照定义

２．１．１，极限ｌｉｍ
x→０

x│x│不存在，但是当x 从０的左侧趋于０时，f（x）→－１．由此我们可以

引进单侧极限的概念．
定义 ２．１．２（左、右极限） 设 f（x）在点 a 的某个右邻域 O

＋ （a）内有定义，A 为某
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定数．如果橙ε＞０，愁δ＞０，使得 橙x：０ ＜ x － a ＜ δ，都有 │f（x） － A│＜ ε，则称 A

是 f（x）当 x→a 时的右极限，记作：
ｌｉｍ

x→ a
＋ f（x） ＝ A　 或 　f（x） → A （x → a

＋ ）．
类似地，可以定义 f（x）当 x→a 时的左极限，记作：

ｌｉｍ
x→ a

－ f（x） ＝ A　 或 　f（x） → A （x → a
－ ）．

　　在例 ２．１．２中我们看到

ｌｉｍ
x→０＋

x│x│＝ １，　 ｌｉｍx→０－
x│x│＝－ １．

　　今后为方便起见，我们引进下列较简明的记号：若下列极限存在，则记

ｌｉｍ
x→ a

－ f（x） ＝ f（a－），　 ｌｉｍ
x→ a

＋ f（x） ＝ f（a＋）．
　　不难证明极限与单侧极限的关系：

ｌｉｍ
x→ a

f（x）存在骋f（a－ ）与 f（a＋ ）存在且相等．
例 ２．１．９　研究函数

f（x） ＝
x － １，　x ＜ ０，
０，　　　x ＝ ０，
x ＋ １，　x ＞ ０

在 x→０时的极限．
解　仿照例 ２．１．２可证明

f（０－ ） ＝－ １，　f（０＋ ） ＝ １．
因为左、右极限不相等，故极限ｌｉｍ

x→０f（x）不存在． □
　　２．１．３　自变量无限增大时函数的极限

有时我们需要考察 x→∞时，即│x│无限增大时，函数f（x）的变化趋势；或者 x→
＋∞时，即 x＞０且 x 无限增大时，以及 x→－∞时，即 x＜０ 且－x 无限增大时，函数

f（x）的变化趋势．读者不难从函数图像中观察出下列极限：
ｌｉｍ
x→∞
１
x
＝０， ｌｉｍ

x→＋∞ａｒｃｔａｎx＝π２ ， ｌｉｍx→－∞ａｒｃｔａｎx＝－π２ ， ｌｉｍx→－∞ｅx＝０， ｌｉｍ
x→＋∞ｅ１／x＝ｅ０＝１．

　　一般地，若当x→∞时，f（x）趋于某个确定的数A ，则记为 ｌｉｍ
x→∞f（x） ＝ A．类似地

可定义 ｌｉｍ
x→－∞f（x） ＝ A 与 ｌｉｍ

x→＋∞f（x） ＝ A．
　　下面给出极限ｌｉｍ

x→∞f（x）＝A 的精确定义．
定义 ２．１．３　设函数 f（x）对于│x│充分大的一切 x 有定义，A 为常数．如果橙ε＞

０，愁X ＞０，使得橙x：│x│＞X ，都有

│f（x） － A│＜ ε．
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图２．４

则称 x→∞时 f（x）的极限是 A ，记作

ｌｉｍ
x→∞f（x）＝A　或　f（x）→A （x→∞）．
　　图 ２．４ 给出了这个定义的几何意义：
正数 ε是事先任意给定的，而 X 则与 ε有
关，当│x│＞X 时，曲线 y＝f （x）完全落在

直线y＝A－ε与y＝A＋ε所夹横条区域之

内．
类 似 可 给 出 ｌｉｍ

x→＋∞ f （ x ） ＝ A 与

ｌｉｍ
x→－∞f（x）＝A 的精确定义．读者可以证明：

ｌｉｍ
x→∞f（x）存在骋f（－∞）与 f（＋∞）存在且相等，

其中 f（－∞）＝ ｌｉｍ
x→－∞f（x），f（＋∞）＝ ｌｉｍ

x→＋∞f（x）．
例 ２．１．１０　利用极限的精确定义证明 ｌｉｍ

x→∞ １＋ １x ＝１．
证　函数 f（x）＝１＋ １

x
对一切│x│＞０有定义．橙ε＞０，要想

１ ＋ １
x
－ １ ＜ ε　 即 　 １

x
＜ ε，

只要 │x│＞ １ε．
取 X ＝ １ε＞０，橙x：│x│＞X ，就有 １＋ １

x
－１ ＜ε，所以

ｌｉｍ
x→∞ １ ＋ １

x
＝ １． □

　　利用极限的精确定义，我们还可以证明某些函数极限不存在．请看下例．
例 ２．１．１１　证明ｌｉｍ

x→∞ｓｉｎx＝０是错误的．
证　要证明对于某个ε０＞０，找不到这样的X ＞０，使当│x│＞X 时，有│ｓｉｎx－０│＜ε０．
我们知道 ｓｉｎ π２ ＝１，并且对任意整数 n，有 ｓｉｎ π２ ＋２nπ＝１，这意味着存在绝对

值任意大的x，使得ｓｉｎx＝１．例如，我们取ε０＝０．８，则对于任意大的正数X  ，总可找到

一个数 x ０＞X  ，使得 ｓｉｎx ０＝１，于是有│ｓｉｎx ０－０│＝１＞０．８．因此，对于 ε０＝０．８，找不

到定义中所要求的正数 X ．这就证明等式ｌｉｍ
x→∞ｓｉｎx＝０是不对的． □

　　２．１．４　函数值趋于无穷的情形

在函数极限不存在的情况中，有一种情况特别值得注意．先观察下面的例子：在
x→０时，函数f（x）＝ １

x
的绝对值

１
x

可以无限地增大；而x→＋∞时，函数g（x）＝ｅx
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的值大于零且可无限地增大．这时，虽然函数极限不存在，但函数有确定的变化趋势，
即│f（x）│无限增大．于是我们有下面的定义．

定义２．１．４　设f（x）在O ０（a）上定义．若橙G＞０，愁δ＞０，使得橙x：０＜│x－a│＜
δ，都有

│f（x）│＞G ，
则称 x→a 时，函数 f（x）的极限为无穷大，记作：

ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ ∞　 或 　f（x） → ∞（x → a）．
仿此，记号ｌｉｍ

x→ a
f（x）＝＋∞定义为：橙G＞０，愁δ＞０，当０＜│x－a│＜δ时，有f（x）＞G ；

　　记号ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝－∞定义为：橙G＞０，愁δ＞０，当０＜│x－a│＜δ时，有f（x）＜－G ；
　　而记号ｌｉｍ

x→∞f（x）＝∞定义为：橙G＞０，愁X ＞０，当│x│＞X 时，有│f（x）│＞G．

图２．５

图 ２．５给出了 ｌｉｍ
x→∞f （x）＝∞的几何意义：G 是事先

任给的正数，而X 是根据G 找到的一个正数，当│x│＞X

时，y＝f（x）的图形上的点全都落在两条直线y＝G 与y

＝－G 所夹横条区域之外．
例 ２．１．１２　试用极限的精确定义证明 ｌｉｍ

x→∞３x＝∞．
证　设 G 是任意给定一个正数，我们要证明存在

一个正数 X ，使当│x│＞X 时，有│３x│＞G．显然，不等式

│３x│＞G 等价于│x│＞ G３ ．所以取 X ＝G／３，当│x│＞X

时，有│３x│＞G ，即
ｌｉｍ
x→∞３x ＝ ∞． □

图２．６

　　在这个例子中，X ＝G／３给出了对 G 求 X 的一个公式．例如，若 G＝３ ０００，则 X ＝
１ ０００即可．事实上，比 １ ０００更大的 X 也是适合的．比方说│x│＞１ １００时，仍有│３x│
＞３ ０００．因此，对于给定的G ，只要找到一个X 满足定义中的不等式，则必有任意多个

充分大的 X 也满足要求．
例 ２．１．１３　利用极限的精确定义证明 ｌｉｍ

x→＋∞（ x２ ＋ｓｉｎx）＝＋∞．
证　橙G＞０，由于 ｓｉｎx≥－１对一切 x 成立，故只要

令 x＞２（G＋１）就有

x２ ＋ ｓｉｎx ＞ G．
因此，取 X ＝２（G＋１），橙x＞X ，有 x２ ＋ｓｉｎx＞G ，于是

ｌｉｍ
x→＋∞（ x２ ＋ ｓｉｎx） ＝＋ ∞． □
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　　例２．１．１３中的函数的图像如图２．６所示．这个函数不是单调增加的，但当x 充分

大之后，f（x）的值无限增大．

习　题　２．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） ｌｉｍ

x→a
f（x）存在与否，与f（a）存在与否有关吗？ 为什么？

（２） f（x）在a 处的极限存在与x→a 的方式有无关系？
（３） f（x）在a 处的极限与f（x）在a 点的左、右极限有何关系？
（４） 在ｌｉｍ

x→a
f（x）＝A 的精确定义中，δ与ε有何关系？

（５） ｌｉｍ
x→a

f（x）＝A 的精确定义的几何意义是什么？
（６） 下列说法是否可作为ｌｉｍ

x→a
f（x）＝A 的等价定义．

（ｉ） 橙ε＞０，愁δ＞０，使当０＜│x－a│＜δ时，有│f（x）－A│≤ε．
（ｉｉ） 橙ε＞０，愁δ＞０，使当０＜│x－a│＜δ时，有│f（x）－A│＜kε，其中k 为某个正的常数．
（７） 在ｌｉｍ

x→∞f（x）＝∞的精确定义中，X 是否依赖于G ？
（８） 在ｌｉｍ

x→∞f（x）＝A 的精确定义中，X 是否依赖于ε？
（９） ｌｉｍ

x→∞f（x）＝A 与ｌｉｍ
x→∞f（x）＝∞的精确定义在几何上有什么解释？

２．根据函数图像，判断所给的极限是否存在，若存在则求出其值．
（１） （见图２．７） ｌｉｍ

x→０＋
f（x），ｌｉｍ

x→１f（x）， ｌｉｍ
x→２－

f（x）， ｌｉｍ
x→２＋

f（x）；
（２） （见图２．８） ｌｉｍ

x→１f（x），ｌｉｍx→２f（x），ｌｉｍx→３f（x）， ｌｉｍx→４－
f（x）；

图２．７ 图２．８
　 （３） ｌｉｍ

x→１＋
［x］， ｌｉｍ

x→１－
［x］，ｌｉｍ

x→１［x］；
（４）f（x）＝ x

２， ０≤x≤１，
３－x， １＜x≤２，　 ｌｉｍx→１－

f（x）， ｌｉｍ
x→１＋

f（x）， ｌｉｍ
x→１f（x）；

（５） f（x）＝
x
２， x≤１，
２
x
， x＞１，　 ｌｉｍx→１－

f（x）， ｌｉｍ
x→１＋

f（x），ｌｉｍ
x→１f（x）．
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３．给出下列极限的精确定义：
（１） ｌｉｍ

x→０f（x）＝A ；　 　 　　（２） ｌｉｍ
x→１＋
（３x＋５）＝８；　　　（３） ｌｉｍ

x→０（１＋x） １x＝ｅ，ｅ为实数；
（４） ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝＋∞； （５） ｌｉｍ
x→＋∞f（x）＝－∞； （６） ｌｉｍ

x→－∞f（x）＝∞；
（７） ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝A．
４．给出一个数δ，使得当０＜│x－２│＜δ时，有│x ２－４│＜１．
５．证明：若０＜δ＜１且│x－３│＜δ，则│x ２－９│＜７δ．并进一步证明ｌｉｍ

x→３x
２＝９．

６．证明：若０＜δ＜１，且│x－４│＜δ，则│ x －２│＜ δ
３ ＋２．并进一步证明ｌｉｍ

x→４ x ＝２．
７．试用极限的精确定义证明下列函数极限：
（１） ｌｉｍ

x→３（x ２＋５x）＝２４； 　　　　　（２） ｌｉｍ
x→１

x
２－１

x－１＝２；
（３） ｌｉｍ

x→∞
x
２＋２３x ２ ＝ １３ ； 　　　　　（４） ｌｉｍ

x→２＋
２x

x
２－４＝＋∞．

８．证明：ｌｉｍ
x→a

f（x）存在的充要条件是f（a－）与f（a＋）存在且相等．
９．证明：ｌｉｍ

x→∞f（x）存在的充要条件是f（－∞）与f（＋∞）存在且相等．
１０．证明：由ｌｉｍ

x→a
f（x）＝A 能推出ｌｉｍ

x→a
│f（x）│＝│A│，但反之不然．

（Ｂ）
１．试利用计算机或计算器，观察函数f（x）＝ｓｉｎx

x
在x＝０．１，０．０１，０．００１，…时的取值情况，并作出

极限ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎx

x
存在与否的猜测．

２．用极限的精确定义证明：
（１） ｌｉｍ

x→a
ｓｉｎx＝ｓｉｎa； 　　　　　（２） ｌｉｍ

x→ π２
ｔａｎx＝∞；

（３） ｌｉｍ
x→＋∞（４x＋１００ｃｏｓx）＝＋∞；　　　　　（４） ｌｉｍx→∞（２x－１００）＝∞；

（５） ｌｉｍ
x→∞
ｓｉｎx

x
＝０； 　　　　　（６） ｌｉｍ

x→∞
x＋ｃｏｓx

x
＝１．

３．证明 ｌｉｍ
x→２３x＝５是错误的．为此，必须说明对某一个正数ε，找不到所要求的δ符合定义（提示：可

画图观察）．
４．利用 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝＋∞的精确定义证明 ｌｉｍ
x→＋∞

x
x＋１＝＋∞是错误的．

５．利用ｌｉｍ
x→∞f（x）＝A 的精确定义证明ｌｉｍ

x→∞ｓｉｎx＝ １２ 是错误的．
答案与提示

（Ａ）
２．（１） ２，１，１，２；　（２） ２，２，１，２；　（３） １，０，不存在；　（４） １，２，不存在；　（５） １，２，不存在．
３．（１） 橙ε＞０，愁δ＞０，橙x：０＜│x│＜δ，有│f（x）－A│＜ε；
（２） 橙ε＞０，愁δ＞０，橙x：０＜１－x＜δ，有│（３x＋５）－８│＜ε；
（３） 橙ε＞０，愁δ＞０，橙x：０＜│x│＜δ，有│（１＋x） １x－ｅ│＜ε；
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（４） 橙G＞０，愁X ＞０，橙x：x＞X ，有f（x）＞G ；
（５） 橙G＞０，愁X ＞０，橙x：x＞X ，有f（x）＜－G ；
（６） 橙G＞０，愁X ＞０，橙x：x＜－X ，有│f（x）│＞G ；
（７） 橙ε＞０，愁X ＞０，橙x：│x│＞X ，有│f（x）－A│＜ε．

４．δ＝ｍｉｎ １， １５ ＝ １５ ．
５．注意到此时有│x＋３│＜７．
６．注意到此时有x＞３，从而 x ＞ ３ ．
７．（１） 利用不等式│x ２＋５x－２４│＝│x＋８││x－３│＜１２│x－３│；
（３） 考虑 x

２＋２３x ２ － １３ ＝ ２３x ２．
１０．利用不等式││f（x）│－│A││≤│f（x）－A│．

（Ｂ）
１．ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx

x
＝１．

２．（３） 橙G＞０，取X ＝ １４ （１００＋G ）；　（４） 橙G＞０，取X ＝ｍａｘ １００＋G２ ， １００－G２ ；
（５） 橙ε＞０，取X ＝ １ε ；　（６） 橙ε＞０，取X ＝ １ε ．

３．对ε＝ １２ ，橙δ＞０，取x ０＝２＋ δ３ ，则０＜│x－２│＜δ，但是│３x ０－５│＞ １２ ．
４．对G＝１，橙X ＞０，总可找到一个x ０＞X ，使 x ０

x ０＋１＜１．
５．对ε＝０．４，橙X ，总可找到一个x ０＞X ，使得 ｓｉｎx ０－ １２ ＝０．５＞０．４．只要取x ０＝ π２ ＋２nπ，n 足

够大．

２．２　数列极限的概念

　　２．２．１　基本概念

我们曾在第 １章 １．２．１中提到过一个特殊的函数

f：Ｎ→Ｒ，
即 f 定义在自然数集Ｎ上，取值为实数．这样一个函数实际上就是一个数列：

x １ ＝ f（１），x ２ ＝ f（２），…，x n ＝ f（n），…．
简记为｛x n｝．当 n→＋∞时，数列 x n＝f（n）→a，记作

ｌｉｍ
n→＋∞x n ＝ a．

为简单计，今后在讨论数列极限时，我们只写 n→∞，而略去“＋”，这不会引起混淆．
根据上节的定义 ２．１．３，我们给出数列极限ｌｉｍ

n→∞x n＝a 的精确定义．
定义 ２．２．１（数列极限） 设给定数列｛x n｝，若存在实数a，对橙ε＞０，愁正整数N ，
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使得对橙n＞N ，有
│x n － a│＜ ε，

则称 a 为数列｛x n｝的极限，或称数列｛x n｝收敛于 a，记作

ｌｉｍ
n→∞x n ＝ a　 或 　x n → a（n → ∞）．

　　对于存在极限的数列，称为收敛数列．否则称为发散数列．
例 ２．２．１　设 x n＝ １

n
，证明ｌｉｍ

n→∞x n＝０．
证　橙ε＞０，取 N ＝ １ε （方括号表示取 大整数部分），则当 n＞N 时，有

│x n│＝ １
n
＜ ε，

所以 ｌｉｍ
n→∞

１
n
＝ ０． □

　　例 ２．２．２　证明ｌｉｍ
n→∞q

n＝０（０＜q＜１）．
证　橙ε＞０，不妨设 ε＜１．要使

│q│n ＝ q
n ＜ ε，

只要 nｌｏｇq＜ ｌｏｇε，　n ＞ ｌｏｇεｌｏｇq．
因此，取 N ＝ ｌｏｇεｌｏｇq ，则当 n＞N 时，就有

│q│n ＜ ε，
即 ｌｉｍ

n→∞q
n ＝ ０． □

　　例 ２．２．３　证明ｌｉｍ
n→∞
２n２－１２n２－７n＝１．

证　由于 n＞７时，有 ２n２ － １
２n２ － ７n － １ ＜

７
n
，

故对橙ε＞０，只要取 N ＝ｍａｘ ７， ７ε ，则当 n＞N 时，便有

２n２ － １
２n２ － ７n － １ ＜ ε，

所以 ｌｉｍ
n→∞

２n２ － １２n２ － ７n ＝ １． □
　　例 ２．２．４　证明ｌｉｍ

n→∞
n

a ＝１（a＞１）．
证　橙ε＞０，要使 │n

a －１│＝ n

a －１＜ε，
只要

n

a ＜ １ ＋ ε，　 １
n
ｌｎa ＜ ｌｎ（１ ＋ ε），　n ＞ ｌｎaｌｎ（１ ＋ ε）．

取 N ＝ ｌｎaｌｎ（１＋ε） ，则当 n＞N 时，就有

│ n

a － １│＜ ε．
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所以 ｌｉｍ
n→∞

n

a ＝ １． □
　　根据上节的定义 ２．１．４，对数列可类似定义下列极限：

ｌｉｍ
n→∞x n ＝＋ ∞，　 ｌｉｍ

n→∞x n ＝－ ∞，　 ｌｉｍ
n→∞x n ＝ ∞．

例如，ｌｉｍ
n→∞x n＝∞的定义是：橙G＞０，愁正整数 N ，使得橙n＞N ，有│x n│＞G．

　　２．２．２　数列极限与函数极限的关系

定理２．２．１　设函数f（x）定义在x ０ 的某个空心邻域O ０（x ０）上，则 ｌｉｍ
x→ x ０

f（x）＝A 成

立的充分必要条件是：对于O ０（x ０）内的任一数列｛x n｝，x n≠x ０（n＝１，２，…），当ｌｉｍ
n→∞x n＝

x ０ 时都有

ｌｉｍ
n→∞f（x n） ＝ A．

　　证　必要性．设 ｌｉｍ
x→ x ０

f （x）＝A ，则橙ε＞０，愁δ＞０，使得当 ０＜│x－x ０│＜δ 时，有
│f（x）－A│＜ε．如果数列｛x n｝满足ｌｉｍ

n→∞x n＝x ０，且每个 x n≠x ０，那么对上述 δ，就存在正

整数 N ，使得当 n＞N 时有 ０＜│x n－x ０│＜δ，因此有

│f（x n） － A│＜ ε　（n ＞ N ）．
这就证明了 ｌｉｍ

n→∞f（x n） ＝ A．
　　充分性．假设对于每一个满足ｌｉｍ

n→∞x n＝x ０ 且每个 x n≠x ０ 的数列｛x n｝都有ｌｉｍ
n→∞f（x n）

＝A ，我们要证必有 ｌｉｍ
x→ x ０

f （x ）＝A．如若不然，即若 ｌｉｍ
x→ x ０

f （x ）＝A 不成立，则会有某个

ε０＞０，使得对于每一个 δ＞０，都有一个 x′满足

０ ＜ │x′－ x ０│＜ δ　 但 　│f（x′） － A│≥ ε０．
特别是对每个 n，都存在一个数 x n，使得

０ ＜ │x n － x ０│＜ １
n
　 但 　│f（x n） － A│≥ ε０．

数列｛x n｝显然收敛到 x ０，但因

│f（x n） － A│≥ ε０　（橙n），
所以数列｛f（x n）｝不收敛到 A．这与假设矛盾，因此 ｌｉｍ

x→ x ０
f（x）＝A 必成立． □

上述定理给出了数列极限与函数极限的联系．利用这种关系，今后我们将很容易

沟通函数极限与数列极限的相关结果．

习　题　２．２
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） ｌｉｍ

n→∞xn＝a 的定义是什么？
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（２） 由数列极限ｌｉｍ
n→∞xn＝a 的精确定义可知，在区间（a－ε，a＋ε）外面，至多含有数列｛xn｝中的多

少项？
（３） 下列说法是否可作为“数列｛xn｝以a 为极限”的定义？
（ｉ） 橙ε＞０，愁正整数N ，当n＞N 时，│xn－a│≤ε．
（ｉｉ） 橙ε＞０，愁正整数N ，当n＞N 时，│xn－a│＜kε，其中k＞１为常数．
（ｉｉｉ） 愁正整数N ，橙ε＞０，当n＞N 时，│xn－a│＜ε．

（４） 数列极限与函数极限有什么关系？
２．利用数列极限的精确定义（定义２．２．１），证明下列数列极限：
（１） ｌｉｍ

n→∞（ n－１－ n ）＝０； （２） ｌｉｍ
n→∞

n
２
２n＝０；

（３） ｌｉｍ
n→∞

n
n＋１＝１； （４） ｌｉｍ

n→∞
３n５n＋１＝ ３５ ．

３．试给出下列极限的精确定义：
（１） ｌｉｍ

n→∞xn＝＋∞； （２） ｌｉｍ
n→∞xn＝－∞．

４．证明：由ｌｉｍ
n→∞xn＝a 能推出ｌｉｍ

n→∞│xn│＝│a│，但反之不然．
５．叙述数列｛xn｝有界的定义（参看第１章１．３）．若数列｛xn｝有界，ｌｉｍ

n→∞yn＝０，试证明ｌｉｍ
n→∞xnyn＝０．

（Ｂ）
１．利用定义证明下列数列极限：
（１） ｌｉｍ

n→∞
n
３－１

n
２＋１＝∞； （２） ｌｉｍ

n→∞ａｒｃｔａｎn＝ π２ ；
（３） ｌｉｍ

n→∞
n

２ n ＋１＝
１２ ； （４） ｌｉｍ

n→∞
a

n

n！＝０　（a＞１）．
２．下列做法是否改变数列的敛散性？
（１） 任意改变有限项； （２） 各项同取绝对值；
（３） 各项乘以同一常数k．

３．在数列极限的定义中，对于N 请回答：
（１） N 是否唯一？ （２） N 是否是ε的函数？
（３） 前N 项是否有│xn－a│≥ε？

４．下面ｌｉｍ
n→∞

n

n ＝１的证明是否正确？
橙ε＞０，要使

n

n ＜１＋ε，只要 １
n
ｌｎn＜ｌｎ（１＋ε），只要

１
n
＜ ｌｎ（１ ＋ ε）ｌｎn ≤ ｌｎ（１ ＋ ε）ｌｎ２ ，

取N ＝ ｌｎ２ｌｎ（１＋ε） ，则当n＞N 时，有
１ － ε＜ １＜ n

n ＜ １＋ ε，
即 ｌｉｍ

n→∞
n

n ＝ １．
如果你认为上述证明是错误的，那么你能否给出一个正确的证明？

·７３·第２章　极限与连续



答案与提示

（Ａ）
１．（３） （ｉ）与（ｉｉ）可以，但（ｉｉｉ）不行．
４．利用不等式││xn│－│a││≤│xn－a│．
５．｛xn｝有界是指愁M ＞０，橙n，有│xn│≤M ．

（Ｂ）
１．（４） 利用 a

n

n！＝ a１ · a２ · …· a［a］· a［a］＋１· …· a
n
＜ a

［a］

［a］！· a
n
．

２．（１） 不改变；　（２） 由｛xn｝收敛可得｛│xn│｝收敛，但若｛xn｝发散，则｛│xn│｝却有可能收敛，例如xn

＝（－１）n（n＝１，２，…）．
３．（１） N 不唯一；　（２） N 与ε有关，但不能说N 是ε的函数；　（３） 不一定．
４．所给的证法不正确．

２．３　极限的运算法则

本节介绍极限的运算法则，它们对于求极限是十分重要的．我们将对函数极限论

述这些法则，利用函数极限与数列极限的关系，这些法则很容易搬到数列极限上去．
　　２．３．１　极限运算法则

定理 ２．３．１（四则运算法则）　设 f 和 g 是两个函数，并设函数极限ｌｉｍ
x→ a

f （x ）与
ｌｉｍ
x→ a

g（x）都存在．则
（１） ｌｉｍ

x→ a
［f（x）±g（x）］＝ｌｉｍ

x→ a
f（x）±ｌｉｍ

x→ a
g（x）．

（２） ｌｉｍ
x→ a

kf（x）＝k ｌｉｍ
x→ a

f（x），k 为任一常数．
（３） ｌｉｍ

x→ a
f（x）g（x）＝ｌｉｍ

x→ a
f（x）· ｌｉｍ

x→ a
g（x）．

（４） ｌｉｍ
x→ a

f（x）
g（x）＝

ｌｉｍ
x→ a

f（x）
ｌｉｍ
x→ a

g（x）　（设ｌｉｍx→ a
g（x）≠０）．

证　（１） 只对函数的和的情形证明，不妨设ｌｉｍ
x→ a

f （x）＝A ，ｌｉｍ
x→ a

g（x）＝B．对于橙ε
＞０，由定义知，愁δ１＞０，使当 ０＜│x－a│＜δ１ 时有

│f（x） － A│＜ ε２ ， （２．３．１）
又愁δ２＞０，使当 ０＜│x－a│＜δ２ 时，有

│g（x） － B│＜ ε２ ． （２．３．２）
令 δ＝ｍｉｎ（δ１，δ２），则当 ０＜│x－a│＜δ时，不等式（２．３．１）和（２．３．２）同时成立．于是，
当 ０＜│x－a│＜δ时，有
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│f（x） ＋ g（x） － （A ＋ B ）│≤ │f（x） － A│＋ │g（x） － B│＜ ε２ ＋ ε２ ＝ ε，
这表明 ｌｉｍ

x→ a
［f（x）＋g（x）］＝A＋B．

（２） 利用不等式│kf（x）－kA│≤│k││f（x）－A│证明，请读者自己完成．
（３） 利用等式 f（x）g（x）－A B＝f（x）［g（x）－B ］＋B ［f（x）－A ］可得不等式

│f（x）g（x） － A B│≤ │f（x）││g（x） － B│＋ │B││f（x） － A│． （２．３．３）
│B│是固定的，当 x→a 时，│f （x）－A │与│g （x）－B│可以任意小．现问题在于估计

│f（x）│．不妨设 B≠０，橙ε＞０，由于ｌｉｍ
x→ a

f （x）＝A ，故愁δ１＞０，使得当 ０＜│x－a│＜δ１
时，有

│f（x） － A│＜ ε２│B│． （２．３．４）
由此又可推得当 ０＜│x－a│＜δ１ 时，

│f（x）│＝ │A ＋ ［f（x） － A ］│≤ │A│＋ │f（x） － A│＜ │A│＋ ε２│B│．
令 C＝│A│＋ ε２│B│，则当 ０＜│x－a│＜δ１ 时，有

│f（x）│＜ C． （２．３．５）
另外，由于ｌｉｍ

x→ a
g（x）＝B ，故愁δ２＞０，使当 ０＜│x－a│＜δ２ 时，有

│g（x） － B│＜ ε２C．
令 δ＝ｍｉｎ（δ１，δ２），则当 ０＜│x－a│＜δ 时，不等式（２．３．４）和（２．３．５）同时成立，再由

（２．３．３）式即得当 ０＜│x－a│＜δ时，
│f（x）g（x） － A B│＜ C · ε２C ＋ │B│· ε２│B│＝ ε２ ＋ ε２ ＝ ε．

法则（３）得证．
（４） 由法则（３），我们只要证ｌｉｍ

x→ a

１
g（x）＝ １B ．

令 ε０＝│B│２ ＞０，由于ｌｉｍ
x→ a

g（x）＝B ，故愁δ１＞０，当 ０＜│x－a│＜δ１ 时，有
││g（x）│－ │B││≤ │g（x） － B│＜ │B│２ ，
│g（x）│＞－ │B│２ ＋ │B│＝ │B│２ ，

　　橙ε＞０，仍因ｌｉｍ
x→ a

g（x）＝B ，故愁δ２＞０，当 ０＜│x－a│＜δ２ 时，有
│g（x） － B│＜ │B│２２ ε，

令 δ＝ｍｉｎ（δ１，δ２），则当 ０＜│x－a│＜δ时，就有

１
g（x） － １

B
＝ │g（x） － B││g（x） · B│≤ ２

│B│２│g（x） － B│＜ ２
│B│２ ·

│B│２２ ε＝ ε，
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因此得 ｌｉｍ
x→ a

１
g（x）＝ １B ． □

例 ２．３．１　求ｌｉｍ
x→２ （５x ２－４）．

解　ｌｉｍ
x→２ （５x ２－４）＝ｌｉｍx→２ ５x ２－ｌｉｍx→２ ４＝５ ｌｉｍx→２x

２－４＝５ ｌｉｍ
x→２x· ｌｉｍx→２x－４

＝５· ２· ２－４＝１６． □
例 ２．３．２　求ｌｉｍ

x→１
x
２＋１

x
３－２x＋５．

解　 ｌｉｍ
x→１

x
２ ＋ １

x
３ － ２x ＋ ５ ＝

ｌｉｍ
x→１ （x ２ ＋ １）

ｌｉｍ
x→１ （x ３ － ２x ＋ ５） ＝

ｌｉｍ
x→１x

２ ＋ ｌｉｍ
x→１ １

ｌｉｍ
x→１x

３ － ｌｉｍ
x→１ ２x ＋ ｌｉｍx→１ ５

＝ （ｌｉｍ
x→１x）２ ＋ １

（ｌｉｍ
x→１x）３ － ２ ｌｉｍx→１x ＋ ５ ＝

１ ＋ １１ － ２ ＋ ５ ＝ ２４ ＝ １２ ． □
从上面两个例子可以看出，对于多项式及有理分式函数求x→a 时的极限时，只

要把 a 代入函数中即可．但要注意对有理分式函数来说，这样代入后若分母等于零，
则没有意义．

例 ２．３．３　设ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝０，ｌｉｍ
x→ a

g（x）＝０，试讨论ｌｉｍ
x→ a

f（x）
g（x）．

解　由于ｌｉｍ
x→ a

g（x）＝０，故我们不能利用法则（４）求极限，看来关于函数 f 和 g 还

需要知道更多的信息．例如，若 f（x）＝x
２－９，g（x）＝x－３，则

ｌｉｍ
x→３f（x） ＝ ０，　 ｌｉｍx→３g（x） ＝ ０，

而商的极限则是

ｌｉｍ
x→３

x
２ － ９

x － ３ ＝ ｌｉｍx→３
（x － ３）（x ＋ ３）

x － ３ ＝ ｌｉｍ
x→３ （x ＋ ３） ＝ ６．

不太严格地说，“当 x 接近 ３时，x ２－９大约是 x－３的 ６倍”．
如果选取f（x）＝（x－３）２，g（x）＝x－３，那么这时ｌｉｍ

x→３f（x）＝０，ｌｉｍx→３g（x）＝０，而商

的极限

ｌｉｍ
x→３
（x － ３）２

x － ３ ＝ ｌｉｍ
x→３ （x － ３） ＝ ０．

在这种情形我们则说“当x→３时，（x－３）２ 趋于０的速度比x－３趋于０的速度更快”．
由上面的讨论可见，如果仅仅知道 ｌｉｍ

x→ a
f （x ）＝０，ｌｉｍ

x→ a
g （x ）＝０，那么当 x→a 时，

f（x）
g（x）的状态是无法确定的． □

定理 ２．３．１中的四个运算法则均可推广到 x→∞或 x→＋∞，x→－∞的情形．我
们还可以证明，如果 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝＋∞， ｌｉｍ
x→＋∞g（x）＝L＞０，则 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）g（x）＝＋∞．我
们把这个结果用于下面的例子．

例 ２．３．４　讨论 x→±∞时，函数 ２x ３－５x ２＋６x 的性态．

·０４· 工科数学分析（上）



解　先考察 x→＋∞的情形，这里 ２x ３，－５x ２ 和 ６x 的绝对值都无限制地增大．为
了看清函数 ２x ３－５x ２＋６x 的变化趋势，我们提出一个因子 x

３：
２x ３ － ５x ２ ＋ ６x ＝ x

３ ２ － ５
x
＋ ６

x
２ ．

显然，当 x→＋∞时，５／x 和 ６／x ２ 都趋于 ０，故
ｌｉｍ

x→＋∞ ２ － ５
x
＋ ６

x
２ ＝ ２．

而 x→＋∞时，x ３→＋∞，于是有

ｌｉｍ
x→＋∞（２x ３ － ５x ２ ＋ ６x） ＝＋ ∞．

不难看出， ｌｉｍ
x→－∞x

３＝－∞，且
ｌｉｍ

x→－∞ ２ － ５
x
＋ ６

x
２ ＝ ２，

因此 ｌｉｍ
x→－∞（２x ３ － ５x ２ ＋ ６x） ＝－ ∞． □

　　例 ２．３．５　求极限 ｌｉｍ
x→∞

x
３ ＋ ２x ２ ＋ ５x － １
２x ３ ＋ x

２ ＋ ４ ．

　　解　ｌｉｍ
x→∞

x
３＋２x ２＋５x－１
２x ３＋x

２＋４ ＝ｌｉｍ
x→∞

x
３（１＋ ２

x
＋ ５

x
２－ １

x
３ ）

x
３（２＋ １

x
＋ ４

x
３ ）

＝ｌｉｍ
x→∞

１＋ ２
x
＋ ５

x
２－ １

x
３

２＋ １
x
＋ ４

x
３
＝ １２ ．

□
例 ２．３．４ 和例 ２．３．５ 中所用到的技巧，可应用于一般的有理函数（即多项式之

商）：
设 f（x）是一个多项式，其 高次项为 ax

n，又设 g（x）是另一个多项式，其 高次

项为 bx
m ，那么，运用类似于例 ２．３．４、例 ２．３．５中的办法，我们可以证明

ｌｉｍ
x→∞（x→±∞）

f（x）
g（x） ＝ ｌｉｍ

x→∞（x→±∞）

ax
n

bx
m ，

即是说，当 x→∞（或 x→＋∞，或 x→－∞）时，两个多项式之商的极限可以化为两个

多项式的 高次项之商的极限．我们再来看几个例子．
例 ２．３．６　求下列极限

（１） ｌｉｍ
x→＋∞

３x ４＋５x ３
－x

４＋１０x＋５；　（２） ｌｉｍx→∞
２x ３－１７x
５x ４＋x

３－２x ；　（３） ｌｉｍx→－∞
x
５＋x

４x ４－x
２．

解　（１） ｌｉｍ
x→＋∞

３x ４＋５x ３
－x

４＋１０x＋５＝ ｌｉｍx→＋∞
３x ４
－x

４＝－３．
（２） ｌｉｍ

x→∞
２x ３－１７x
５x ４＋x

３－２x＝ｌｉｍx→∞
２x ３
５x ４＝ｌｉｍx→∞

２５x＝０．
（３） ｌｉｍ

x→－∞
x
５＋x

４x ４－x
２＝ ｌｉｍ

x→－∞
x
５

４x ４＝ ｌｉｍx→－∞
x４ ＝－∞． □

根据数列极限与函数极限的关系，我们很容易得到数列极限的四则运算法则：
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定理 ２．３．１′　设ｌｉｍ
n→∞x n＝a，ｌｉｍ

n→∞yn＝b，则
（１） ｌｉｍ

n→∞（x n±yn）＝a±b；
（２） ｌｉｍ

n→∞x n· yn＝a· b；
（３） 若 b≠０，yn≠０，则ｌｉｍ

n→∞
x n

yn
＝ a

b
．

证明留给读者．
定理 ２．３．２（复合运算法则）　设 f（t）在空心邻域 O ０（t０）上定义，且

ｌｉｍ
t→ t０

f（t） ＝ A ；
t＝g（x）在空心邻域 O ０（x ０）上定义，当 x∈O ０（x ０）时，t＝g（x）∈O ０（t０），且

ｌｉｍ
x→ x ０

g（x） ＝ t０，
则 ｌｉｍ

x→ x ０
f［g（x）］ ＝ A．

　　证　橙ε＞０，由于ｌｉｍ
t→ t０

f（t）＝A ，故愁η＞０，当 ０＜│t－t０│＜η时 ，有
│f（t） － A│＜ ε．

对于上述η，由于 ｌｉｍ
x→ x ０

g（x）＝t０，故愁δ＞０，当 ０＜│x－x ０│＜δ时，有
│g（x） － t０│＜ η．

因为 x∈O ０（x ０）时 g（x）＝t∈O ０（t０），故上式又可写成

０ ＜ │g（x） － t０│＝ │t－ t０│＜ η，
从而当 ０＜│x－x ０│＜δ时，就有

│f（t） － A│＝ │f［g（x）］ － A │＜ ε，
即 ｌｉｍ

x→ x ０
f［g（x）］ ＝ A． □

这个定理对 x ０ 为无穷大，以及单侧极限的情形也成立．
例 ２．３．７　求极限ｌｉｍ

x→０ ｅ
－１／x

２．
解　令 t＝ １

x
２ ，则 x→０痴t→＋∞，由此得

ｌｉｍ
x→０ ｅ－１／x

２ ＝ ｌｉｍ
t→＋∞ｅ－ t＝ １

ｌｉｍ
t→＋∞ｅt＝ ０．

这里，引进了中间变量 t，复合函数的关系是：y＝ｅ－ t，t＝１／x ２． □
例 ２．３．８　求极限 ｌｉｍ

x→＋∞
３x ２＋x

x
．

解　 ｌｉｍ
x→＋∞

３x ２＋x
x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

x
２（３＋ １

x
）

x
＝ ｌｉｍ

x→＋∞

x ３＋ １
x

x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞ ３＋ １

x
＝ ３ ．

·２４· 工科数学分析（上）



这是因为 ｌｉｍ
x→＋∞ ３＋ １x ＝３，

并且还利用了　　　 ｌｉｍ
x→＋∞ ３ ＋ １

x
＝ ｌｉｍ

x→＋∞（３ ＋ １
x
）．

对于平方根函数 x 的这种性质，我们已在本章 ２．１节的例 ２．１．６中给出． □
由以上例子可知，我们在求函数极限时，可以通过适当的变量代换来求，这样做

的理论根据就是复合函数极限定理（即定理２．３．２）．
　　２．３．２　渐近线

在本章 ２．１节中我们考察过极限

ｌｉｍ
x→∞f（x） ＝ A　 与 　 ｌｉｍ

x→ a
f（x） ＝ ∞，

它们与函数的渐近性态密切相关．
如果 ｌｉｍ

x→∞f （x）＝A ，A 是一个实数，那么当│x│增加时，函数 y＝f （x）的图形就任

意地接近水平直线y＝A （见图２．９）．这时称直线y＝A 为曲线y＝f（x）的水平渐近线．
类似地，对 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝A 或 ｌｉｍ
x→－∞f（x）＝A 的情形，y＝A 也称为曲线y＝f（x）的水平

渐近线．

图２．９ 图２．１０
如果 ｌｉｍ

x→ a
＋f（x）＝＋∞或 ｌｉｍ

x→ a
－f （x）＝＋∞，则当 x 任意靠近点 a 时，y＝f （x）的图

形就任意地接近直线 x＝a，这时称直线 x＝a 为曲线 y＝f （x）的垂直渐近线（见图

２．１０）．对于 ｌｉｍ
x→ a

＋f（x）＝－∞， ｌｉｍ
x→ a

－f （x）＝－∞以及 ｌｉｍ
x→ a

＋f （x）＝＋∞， ｌｉｍ
x→ a

－f （x）＝＋∞
的情形也有类似的定义．

下面我们通过一些例子说明如何利用水平渐近线及垂直渐近线来勾勒出函数的

部分性态．
例 ２．３．９　试描绘 f（x）＝ １

x（x－１）的图形．
解　注意x＝０与x＝１不在f 的定义域中．而当x 充分靠近x＝０或x＝１时，函数

值的绝对值就会变得很大．这是因为
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ｌｉｍ
x→０
１
x
＝ ∞，　 ｌｉｍ

x→０
１

x － １ ＝－ １；　 ｌｉｍx→１
１
x
＝ １，　 ｌｉｍ

x→１
１

x － １ ＝ ∞．
由此可知

ｌｉｍ
x→０f（x） ＝ ｌｉｍx→０

１
x（x － １） ＝ ∞，　 ｌｉｍx→１f（x） ＝ ｌｉｍx→１

１
x（x － １） ＝ ∞，

图２．１１

因此，x＝０与 x＝１是垂直渐近线．此外，由于

ｌｉｍ
x→＋∞

１
x（x － １） ＝ ０，　 ｌｉｍ

x→－∞
１

x（x － １） ＝ ０，
故y＝０（即x 轴）是y＝f（x）的图形的水平渐近线．
图 ２．１１给出了函数 f （x）＝ １

x（x－１）的草图（如何

描绘函数的整个图形，我们将在第 ３ 章中详细介

绍）．
例 ２．３．１０　求函数 f（x）＝x

２＋１
x

的图形的渐

近线．
解　设 f（x）＝x＋ １

x
．首先我们看到

ｌｉｍ
x→０＋

（x ＋ １
x
） ＝＋ ∞，　 ｌｉｍ

x→０－
（x ＋ １

x
） ＝－ ∞，

因此 y 轴是垂直渐近线．
当│x│很大时，f（x）与 x 相差一个很小的量

１
x
．所以，当│x│很大时，f（x）的图形

与直线y＝x 很接近．当x＜０时，f（x）＝x＋ １
x
小于x，这时f（x）的图形在直线y＝x 的

下方．类似可以看出当x＞０时，f（x）的图形位于直线y＝x 的上方．于是直线y＝x 成

为曲线 y＝f（x）的一条斜渐近线（见图 ２．１２）． □

图２．１２ 图２．１３

·４４· 工科数学分析（上）



　　例 ２．３．１０中斜渐近线的求法是粗略的．现在我们稍微详细一点介绍斜渐近线的

求法．
首先给出斜渐近线的正式定义．设有一伸展到无穷的曲线 y＝f （x），当点（x，y）

沿曲线趋于无穷时，若它到定直线 y＝kx＋b 的距离趋于零，则称该直线为曲线的斜

渐近线（见图 ２．１３）．
曲线上的点（x，f（x））到直线y＝kx＋b 的距离为

│f（x）－kx－b│
１＋k

２ ，因此，要直线y

＝kx＋b 是曲线 y＝f（x）的斜渐近线，当且仅当

ｌｉｍ
x→＋∞（x→－∞）

│f（x） － kx － b│
１ ＋ k

２ ＝ ０
或 ｌｉｍ

x→＋∞（x→－∞）
［f（x） － （kx ＋ b）］ ＝ ０．

如何求 k 和 b 呢？ 由斜渐近线的定义

ｌｉｍ
x→＋∞［f（x） － （kx ＋ b）］ ＝ ０， （２．３．６）

即得 ｌｉｍ
x→＋∞［f（x） － kx］ ＝ b． （２．３．７）

若知道 k，就可由上式求得 b，又由（２．３．７）式，有
ｌｉｍ

x→＋∞［f（x）x
－ k］ ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
１
x

· ［f（x） － kx］ ＝ ０ · b＝ ０，
故得 ｌｉｍ

x→＋∞
f（x）

x
＝ k． （２．３．８）

　　在具体求斜渐近线时，先由（２．３．８）式求k，再由（２．３．７）式求b，于是y＝kx＋b 就

是所要求的斜渐近线．易见，当 k＝０时，y＝b 就是水平渐近线．
例 ２．３．１１　求曲线 y＝ １＋x

２的渐近线．
解　先求 k：

k＝ ｌｉｍ
x→＋∞

１ ＋ x
２

x
＝ ｌｉｍ

x→＋∞ １ ＋ １
x
２ ＝ １．

再求 b：
b＝ ｌｉｍ

x→＋∞（ １ ＋ x
２ － １ · x） ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
１

１ ＋ x
２ ＋ x

＝ ０．
因此曲线有斜渐近线 y＝x．又

ｌｉｍ
x→－∞

１＋x
２

x
＝ ｌｉｍ

x→－∞
１＋x

２

－ x
２ ＝－１，

ｌｉｍ
x→－∞［ １ ＋ x

２ － （－ １） · x］ ＝ ｌｉｍ
x→－∞

１
１ ＋ x

２ － x
＝ ０，

所以 y＝－x 也是渐近线． □
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习　题　２．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 若x→a 时，f（x）→０，g（x）→０，则在求极限ｌｉｍ

x→a

f（x）
g（x）时，能否用定理２．３．１中的公式（４）？

（２）若x→∞时，f（x）→∞，g（x）→∞，则对于极限ｌｉｍ
x→∞

f（x）
g（x），你有什么办法处理？试就一种较简单

的情形拿出你的办法来．
（３） 下列说法是否正确：
（ｉ） y＝f（x）有水平渐近线骋当│x│充分大后，│f（x）│有界．
（ｉｉ） y＝f（x）在x＝a 处有垂直渐近线骋在a 点附近，│f（x）│无界．
（ｉｉｉ） y＝f（x）有斜渐近线骋当│x│充分大后，│f（x）│无界．

（４） 讨论曲线y＝f（x）的渐近线有何意义？
２．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→２（３x ２－５x＋２）；　　　　（２） ｌｉｍx→－１（x ２＋１）（１－２x）２；　　　　（３） ｌｉｍx→＋∞（x ５－４０x ４）；
（４） ｌｉｍ

x→－∞（６x ５＋２１x ３）； （５） ｌｉｍ
x→１－

１
x－１； （６） ｌｉｍ

x→１＋
１

x－１；
（７） ｌｉｍ

x→＋∞
x
３＋１

x
４＋２； （８） ｌｉｍ

x→－∞
５x ３＋２x

x
１０＋x＋７．

３．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

n→∞
（－２）n＋３n

（－２）n＋１＋３n＋１； 　　　　　　　（２） ｌｉｍ
n→∞

１
n
２ ＋ ２

n
２ ＋…＋n－１

n
２ ；

（３） ｌｉｍ
n→∞

１１· ２＋ １２· ３＋…＋ １
n（n＋１） ；　　　　　　　（４） ｌｉｍ

n→∞
１２！＋ ２３！＋…＋ n（n＋１）！ ．

４．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→＋∞（ x
２＋x－x）； 　　　　　　　（２） ｌｉｍ

x→－∞
３x ２＋x

x
；

（３） ｌｉｍ
x→＋∞

４x ２＋２x＋１３x ； 　　　　　　　（４） ｌｉｍ
x→－∞

９x ２＋x＋３６x ．
５．已知ｌｉｍ

x→∞f（x）＝０，ｌｉｍ
x→∞g（x）＝１，试讨论

（１） ｌｉｍ
x→∞［f（x）＋g（x）］；　　（２） ｌｉｍ

x→∞
f（x）
g（x）；　　（３） ｌｉｍx→∞f（x）g（x）；　　（４） ｌｉｍ

x→∞
g（x）
f（x）．

６．试根据函数y＝ｃｏｓx 的图像讨论 ｌｉｍ
x→＋∞ｃｏｓx．

７．利用渐近线画出下列函数的图形：
（１） f（x）＝ １

x－２； （２）f（x）＝ １（x＋１）２．
８．求下列函数的图形的渐近线：
（１） y＝x

２－２x－２
x－１ ； （２）y＝ ２x ２（１－x）２．

（Ｂ）
１．已知 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝＋∞， ｌｉｍ
x→＋∞g（x）＝＋∞，试讨论
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（１） ｌｉｍ
x→＋∞［f（x）＋g（x）］； （２） ｌｉｍ

x→＋∞［f（x）－g（x）］；
（３） ｌｉｍ

x→＋∞f（x）g（x）； （４） ｌｉｍ
x→＋∞

f（x）
g（x）．

２．设P （x）是n 次多项式，首项为 ax
n，a＞０；Q （x）是 m 次多项式，首项为 bx

m ，b＞０．试就（１）m＝n，
（２）m＜n，（３）m＞n 等三种情形讨论 ｌｉｍ

x→＋∞
P （x）
Q （x）．

３．设f（x）＝ x，　当x 是整数，
－x，当 x 不是整数．

（１） 画出f（x）的草图；　　　（２） 讨论 ｌｉｍ
x→＋∞f（x）与 ｌｉｍ

x→＋∞│f（x）│．
４．设ｌｉｍ

x→∞
x
２＋１

x＋１－ax－b ＝０，试确定常数a 和b．
５．设a，b，c是常数，a≠０，证明y＝ax

２＋bx＋c
x＋１ 的图形有斜渐近线，并求出渐近线方程．

６．证明定理２．３．１中的（２）．
答案与提示

（Ａ）
２．（１） ４；　（２） １８；　（３） ＋∞；　（４） －∞；　（５） －∞；　（６） ＋∞；　（７） ０；　（８） ０．
３．（１） １３ ；　（２） １２ ；　（３） １；　（４） １．
４．（１） １２ ；　（２） － ３ ；　（３） ２３ ；　（４） － １２ ．
５．（１） １；　（２） ０；　（３） ０；　（４） ∞．
８．（１） x＝１及y＝x－１；　（２） x＝１及y＝２．

（Ｂ）
１．（１） ＋∞；　（２） 不定；　（３） ＋∞；　（４） 不定．

２． ｌｉｍ
x→＋∞

P （x）
Q （x）＝

a
b
， m＝n，

＋∞ m＜n，
０， m＞n．

３．（２） ｌｉｍ
x→＋∞f（x）不存在， ｌｉｍ

x→＋∞│f（x）│＝＋∞．
４．a＝１，b＝－１．
５．y＝ax＋b－a．

２．４　极限的性质与两个重要极限

　　２．４．１　极限的性质

定理 ２．４．１（唯一性）　若极限ｌｉｍ
x→ a

f（x）存在，则极限值唯一．
证　用反证法．假设当 x→a 时，f（x）趋向两个不同的极限值，设为
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ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ A ，　 ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ B ，　A ≠ B．
不妨设 A＜B ，取 ε＝B－A２ ＞０，由极限定义，愁δ１＞０，当 ０＜│x－a│＜δ１ 时，有

│f（x） － A│＜ ε，　f（x） ＜ A ＋ ε＝ A ＋ B２ ．
又愁δ２＞０，当 ０＜│x－a│＜δ２ 时，有

│f（x） － B│＜ ε，　f（x） ＞ B － ε＝ A ＋ B２ ，
于是，当 ０＜│x－a│＜δ＝ｍｉｎ（δ１，δ２）时，就有

f（x） ＜ A ＋ B２ ＜ f（x）．
这就产生了矛盾．这矛盾说明反证法假设不成立，即极限值唯一． □

类似可证：
定理 ２．４．１′　若数列极限ｌｉｍ

n→∞x n 存在，则极限值唯一．
定理 ２．４．２（局部有界性）　若极限ｌｉｍ

x→ a
f （x）存在，则 f （x）在 a 的某个空心邻域

O ０（a，δ）上有界．
证　设ｌｉｍ

x→ a
f（x）＝A ， 由定义，对于 ε＝１，愁δ＞０，当 ０＜│x－a│＜δ时，有

│f（x） － A│＜ １，　│f（x）│＜ １ ＋ │A│，
因此 f（x）在 O ０（a，δ）上是有界的． □

对于数列极限，我们有

定理 ２．４．２′　若数列｛x n｝有极限，则｛x n｝有界．
证　设ｌｉｍ

n→∞x n＝a．由数列极限的定义，对于 ε＝１，愁N ，当 n＞N 时，有
│x n － a│＜ １．

而 │x n│－ │a│≤ │x n － a│＜ １，
故当 n＞N 时，有 │x n│＜│a│＋１．
取 M ＝ ｍａｘ｛１ ＋ │a│，│x １│，│x ２│，…，│x N │｝，
则对一切自然数 n，有 │x n│≤ M ．
即数列｛x n｝有界． □

定理 ２．４．３（局部保号性）　若极限ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝A＞０（或＜０），则对任意正数 r：０＜
r＜│A│，存在 a 的某个空心邻域 O ０（a，δ），使得橙x∈O ０（a，δ），恒有

f（x） ＞ r＞ ０　（或 f（x） ＜－ r＜ ０）．
　　证　设 A ＞０，令 ε＝A －r＞０，由于ｌｉｍ

x→ a
f （x）＝A ，故愁δ＞０，使当 ０＜│x－a│＜δ

时，有
│f（x） － A│＜ ε＝ A － r，
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得 ０ ＜ r＝ A － （A － r） ＜ f（x）．
对于 A＜０的情形亦可类似地证明． □
数列极限相应的结果是

定理２．４．３′　若极限ｌｉｍ
n→∞x n＝a＞０（或＜０），则存在N ，使当n＞N 时有x n＞０（或＜

０）．
证明留作习题．
定理２．４．４（极限不等式）　设极限ｌｉｍ

x→ a
f（x）与ｌｉｍ

x→ a
g（x）都存在，且存在a 的某个空

心邻域 O ０（a，δ），使得橙x∈O ０（a，δ），成立

f（x） ≤ g（x），
则 ｌｉｍ

x→ a
f（x） ≤ ｌｉｍ

x→ a
g（x）．

　　证　设ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝A ，ｌｉｍ
x→ a

g（x）＝B ，橙ε＞０，由极限定义，愁δ１＞０，使当 ０＜│x－a│
＜δ１ 时，有

A － ε＜ f（x） ＜ A ＋ ε，
又愁δ２＞０，使当 ０＜│x－a│＜δ２ 时，有

B － ε＜ g（x） ＜ B ＋ ε．
令 δ０＝ｍｉｎ（δ，δ１，δ２），则当 ０＜│x－a│＜δ０ 时，就有

A － ε＜ f（x） ≤ g（x） ＜ B ＋ ε，
由此得 A＜B＋２ε，
由 ε的任意性推得 A≤B ，定理结论得证． □

数列极限的极限不等式是

定理 ２．４．４′　给定数列｛x n｝，｛yn｝，若
x n ≤ yn　（n ＝ １，２，…），

且 ｌｉｍ
n→∞x n ＝ a，　 ｌｉｍ

n→∞yn ＝ b，
则 a ≤ b．
　　证　用反证法．假设 a＞b．对于 ε＝a－b２ ＞０，由ｌｉｍn→∞x n＝a，愁N １，当 n＞N １ 时，有

│x n － a│＜ ε，　x n ＞ a － ε＝ a ＋ b２ ．
又由ｌｉｍ

n→∞yn＝b，愁N ２，当 n＞N ２ 时，有
│yn － b│＜ ε，　yn ＜ b＋ ε＝ a ＋ b２ ．

令 M ＝ｍａｘ｛N １，N ２｝，则当 n＞N 时，有
x n ＞ a ＋ b２ ＞ yn．

这与条件矛盾．所以 a≤b． □
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定理 ２．４．５（夹逼性）　设 ｌｉｍ
x→ a

f （x ）＝ ｌｉｍ
x→ a

g （x ）＝A ，且存在 a 的某个空心邻域

O ０（a，δ），使得橙x∈O ０（a，δ），都有

f（x） ≤ h（x） ≤ g（x），
则 ｌｉｍ

x→ a
h（x） ＝ A．

　　证　橙ε＞０，由极限定义，分别存在正数 δ１ 和 δ２，使当 ０＜│x－a│＜δ１ 时，有
A － ε＜ f（x），

当 ０＜│x－a│＜δ２ 时，有 g（x） ＜ A ＋ ε．
令 δ０＝ｍｉｎ（δ，δ１，δ２），则当 ０＜│x－a│＜δ０ 时，就有

A － ε＜ f（x） ≤ h（x） ≤ g（x） ＜ A ＋ ε，
或 │h（x）－A│＜ε，
这表明 ｌｉｍ

x→ a
h（x） ＝ A． □

下面是数列极限的夹逼性定理．
定理 ２．４．５′　设数列｛x n｝，｛yn｝和｛zn｝满足下列条件：

x n ≤ zn ≤ yn　（n ＝ １，２，…），　 ｌｉｍ
n→∞x n ＝ a ＝ ｌｉｍ

n→∞yn．
则 ｌｉｍ

n→∞zn ＝ a．
　　证明留给读者．

例 ２．４．１　证明ｌｉｍ
n→∞

n

n ＝１．
证　令

n

n ＝１＋hn，只要证ｌｉｍ
n→∞hn＝０．因为

n ＝ （１ ＋ hn）n ＝ １ ＋ nhn ＋ n（n － １）２ h
２
n ＋ … ＋ h

n

n ≥ n（n － １）２ h
２
n，

所以 ０ ＜ hn ＜ ２
n － １　（n ＞ １）．

由ｌｉｍ
n→∞

２
n－１＝０及极限的夹逼性，得ｌｉｍ

n→∞hn＝０，因此

ｌｉｍ
n→∞

n

n ＝ ｌｉｍ
n→∞（１ ＋ hn） ＝ １． □

　　２．４．２　两个重要极限

下面我们利用函数极限的性质来讨论两个常用的重要极限公式．
（Ⅰ）　 ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx

x
＝１．

这个极限等式的几何解释如下：作单位圆，x 表示以弧度为单位的圆心角∠A O B

（见图 ２．１４），则
x ＝ A B ， ｓｉｎx ＝ B C．
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图２．１４

在下半圆上取与 B 点对称的点 B  ，则有

２x ＝ ２ A B ＝ B B  ，　２ｓｉｎx ＝ ２ B C ＝ B B  ，
所以 ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx

x
＝ ｌｉｍ

x→０
２ｓｉｎx２x ＝ ｌｉｍ

x→０
B B 
B B  ＝ １．

即当圆心角趋于零时，对应的弧长与弦长之比趋于 １．
证　设 ０＜x＜π２ ，显然△O A B 的面积＜扇形 O A B 的

面积＜△O A D 的面积，即
１２ ｓｉｎx ＜ １２ x ＜ １２ ｔａｎx，　ｓｉｎx ＜ x ＜ ｔａｎx，

因此，当 ０＜x＜π２时，有
ｃｏｓx ＜ ｓｉｎx

x
＜ １． （２．４．１）

利用偶函数的性质知，上式对－π２ ＜x＜０也成立．因此，当０＜│x│＜π２时，（２．４．１）式
成立，并且由（２．４．１）式可得不等式

│ｓｉｎx│＜ │x│　（０ ＜ │x│＜ π２ ）． （２．４．２）
进一步可推得当 ０＜│x│＜π２时，有

０ ＜ １ － ｃｏｓx ＝ ２ｓｉｎ ２ x２ ＜ ２ · x２
２ ＝ x

２

２ ，
即 ０ ＜ １ － ｃｏｓx ＜ x

２

２ ． （２．４．３）
当 x→０时，x ２２ →０，由定理 ２．４．５（夹逼性）有

ｌｉｍ
x→０ （１ － ｃｏｓx） ＝ ０，

所以 ｌｉｍ
x→０ ｃｏｓx＝１．

再次运用定理 ２．４．５及（２．４．１）式，即得

ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎx

x
＝ １． □

　　如果 x 的单位用度来表示，则有

ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎx

x
＝ π１８０．

所以在高等数学中，凡角度都取弧度为单位，使结果简单明了．
例 ２．４．２　求极限ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎ５x２x ．
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解　当 x→０时，５x→０，令 t＝５x，则
ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎ５x２x ＝ ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎ５x５x · ５x２x ＝ ５２ ｌｉｍt→０

ｓｉｎt
t
＝ ５２ ． □

　　例 ２．４．３　求极限ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎ３xｓｉｎ２x．

解　设法化成
ｓｉｎt

t
的形式求极限．

ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎ３xｓｉｎ２x ＝ ３２ ｌｉｍx→０

ｓｉｎ３x３x · ２xｓｉｎ２x ＝ ３２ ｌｉｍx→０
ｓｉｎ３x３x · ｌｉｍ

x→０
２xｓｉｎ２x ＝ ３２ ． □

　　例 ２．４．４　求ｌｉｍ
x→０
ｔａｎx

x
．

解　 ｌｉｍ
x→０
ｔａｎx

x
＝ ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx

x
· １ｃｏｓx ＝ ｌｉｍx→０

ｓｉｎx
x

· ｌｉｍ
x→０

１ｃｏｓx ＝ １ · １ ＝ １． □
（Ⅱ） ｌｉｍ

x→∞ １＋ １x
x＝ｅ

其中 ｅ 是指数函数 y＝ｅx 以及自然对数 y＝ｌｎx 中的底，它是一个无理数，其值为

ｅ ＝ ２．７１８ ２８１ ８２８ ４５９ ０４５…
　　证　这里我们要用到一个结果：若 n 为自然数，则有

ｌｉｍ
n→∞ １ ＋ １

n

n ＝ ｅ． （２．４．４）
极限（２．４．４）将在本章 ２．５节中详细证明．在这里我们先承认下来．

先考虑 x→＋∞的情形，设 n≤x＜n＋１，n 为自然数，则有

１ ＋ １
n ＋ １ ＜ １ ＋ １

x
≤ １ ＋ １

n

及 １ ＋ １
n ＋ １

n ＜ １ ＋ １
x

x ＜ １ ＋ １
n

n＋１． （２．４．５）

由于 ｌｉｍ
n→∞ １ ＋ １

n ＋ １
n ＝ ｌｉｍ

n→∞

１ ＋ １
n ＋ １

n＋１

１ ＋ １
n ＋ １

＝ ｅ，

ｌｉｍ
n→∞ １ ＋ １

n

n＋１ ＝ ｌｉｍ
n→∞ １ ＋ １

n

n １ ＋ １
n
＝ ｅ，

据定理 ２．４．５及（２．４．５）式，得
ｌｉｍ

x→＋∞ １ ＋ １
x

x ＝ ｅ． （２．４．６）
　　再考虑 x→－∞的情形，为此作代换 x＝－y，则
１ ＋ １

x

x ＝ １ － １
y

－ y ＝ １ ＋ １
y － １

y ＝ １ ＋ １
y － １

y－１ １ ＋ １
y － １ ，

因此，x→－∞时，有 y－１→＋∞，故上式右端的极限是 ｅ，从而证得
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ｌｉｍ
x→－∞ １ ＋ １

x

x ＝ ｅ． （２．４．７）
由单侧极限与极限的关系即得

ｌｉｍ
x→∞ １ ＋ １

x

x ＝ ｅ． （２．４．８）
极限（２．４．８）式还有一种常用的形式：

ｌｉｍ
t→０ （１ ＋ t） １t ＝ ｅ． （２．４．９）

令 t＝ １
x
，则 x→∞和 t→０是等价的，所以

ｌｉｍ
x→－∞ １ ＋ １

x

x ＝ ｌｉｍ
t→０ １ ＋ t

１
t ＝ ｅ． □

　　例 ２．４．５　求ｌｉｍ
x→∞ １－ １x

x．
解　令 x＝－t，则 x→∞骋t→∞，于是

ｌｉｍ
x→∞ １ － １

x

x ＝ｌｉｍ
x→∞ １ ＋ １（－ x）

（－ x ）·（－ １） ＝ ｌｉｍ
t→∞ １ ＋ １

t

t －１

＝ １
ｌｉｍ
t→∞ １ ＋ １

t

t ＝ １ｅ ． □

　　例 ２．４．６　求ｌｉｍ
x→０ （１＋２x）

１
x．

解　令 t＝２x，则 １
x
＝ ２

t
，且 x→０骋t→０．因此

ｌｉｍ
x→０ （１ ＋ ２x）

１
x ＝ｌｉｍ

t→０ （１ ＋ t） ２t ＝ ｌｉｍ
t→０ （１ ＋ t） １t ２ ＝ ｌｉｍ

x→０ （１ ＋ t） １t · ｌｉｍ
t→０ （１ ＋ t） １t

＝ｅ · ｅ ＝ ｅ２． □

习　题　２．４
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 极限有哪些重要性质？
（２） 假设在a 点的某个空心邻域内有f（x）＜g（x），是否必定有ｌｉｍ

x→a
f（x）＜ｌｉｍ

x→a
g（x）？

（３） 定理２．４．４′中的条件改为xn＜yn，问结论能否改为a＜b．为什么？
（４） 能否利用定理２．４．４′直接推得定理２．４．５′：a＝ｌｉｍ

n→∞xn≤ｌｉｍ
n→∞zn≤ｌｉｍ

n→∞yn＝a．
（５） 两个重要的极限分别是什么？

２．证明定理２．４．１′．
３．设a＞０，b＞０，证明ｌｉｍ

n→∞
n

a
n＋b

n＝ｍａｘ（a，b）．
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４．求极限ｌｉｍ
n→∞

１
n
２＋１＋

１
n
２＋２＋…＋ １

n
２＋n

．
５．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎx２x ；　　　　　　（２） ｌｉｍx→０

ｓｉｎ２x
x
；　　　　　　　　（３） ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎ３x５x ；

（４） ｌｉｍ
x→０

２xｓｉｎ３x ； （５） ｌｉｍθ→０ ｓｉｎ
２θθ ； （６） ｌｉｍ

h→０
ｔａｎ２h

h
；

（７） ｌｉｍθ→０ １－ｃｏｓθθ２ ； （８） ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎ２x

x
２ ； （９） ｌｉｍ

x→０
ｔａｎx－ｓｉｎxｓｉｎ３x ；

（１０） ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎ５x－ｓｉｎ３xｓｉｎx ； （１１） ｌｉｍ

x→０
ｃｏｓx－ｃｏｓ３x

x
２ ； （１２） ｌｉｍ

x→a

ｓｉｎx－ｓｉｎa
x－a

；
（１３） ｌｉｍ

x→a

ｃｏｓx－ｃｏｓa
x－a

； （１４） ｌｉｍ
x→a

ｔａｎx－ｔａｎa
x－a

．
６．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→∞ １＋ ３x
x／２； （２） ｌｉｍ

x→０ １－x
１／x； （３） ｌｉｍΔx→０ １＋Δx

x

x／Δx（x≠０）；
（４） ｌｉｍ

x→０ １＋αx １／x； （５） ｌｉｍ
x→∞ １－ １x

４x．
（Ｂ）

１．证明定理２．４．３′．
２．证明定理２．４．５′．
３．证明ｌｉｍ

n→∞
２n

n！＝０．
４．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→∞
３x－５

x
３ｓｉｎ １

x
２
； （２） ｌｉｍ

x→ π６
ｓｉｎ π６ －x ｔａｎ３x； （３） ｌｉｍ

x→０
２ｓｉｎx－ｓｉｎ２x

x
３ ；

（４） ｌｉｍ
x→ π４
ｔａｎx－１
x－ π４

； （５） ｌｉｍ
x→１x

１１－x．
５．设ｌｉｍ

x→a
f（x）＝A ，ｌｉｍ

x→a
g（x）＝B．

（１） 问若在O ０（a，δ）内有f（x）＜g（x），是否必有A＜B ？ 为什么？
（２） 证明：若A＞B ，则存在空心邻域O ０（a，δ），使当x∈O ０（a，δ）时，有f（x）＞g（x）．

６．试就a＝＋∞的情形叙述并证明定理２．４．４．
答案与提示

（Ａ）
３．利用不等式ｍａｘ（a，b）≤ n

a
n＋b

n≤ n ２ · ｍａｘ（a，b）及极限的夹逼性．
４．利用 n

n
２＋n
≤ １

n
２＋１＋

１
n
２＋２＋…＋ １

n
２＋n
≤ n

n
２＋１

５．（１） １２ ；　（２） ２；　（３） ３５ ；　（４） ２３ ；　（５） ０；　（６） ０；　（７） １２ ；　（８） １；　（９） １２ ；　（１０） ２；
（１１） ４；　（１２） ｃｏｓa；　（１３） －ｓｉｎa；　（１４） ｓｅｃ２a，a≠（２k＋１） π２ ，k＝０，±１，…．

·４５· 工科数学分析（上）



６．（１） ｅ３／２；　（２） ｅ－１；　（３） ｅ；　（４） ｅa；　（５） ｅ－４．
（Ｂ）

３．利用０＜２· ２· …· ２１· ２· …· n
＜ １

n
．

４．（１） ３；　（２） １３ ；　（３） １；　（４） ２；　（５） ｅ－１．
５．（１） 不一定有A＜B．例如f（x）＝│x│，g（x）＝x

２．当０＜│x│＜１时，有f（x）＞g（x），但ｌｉｍ
x→０f（x）＝

ｌｉｍ
x→０g（x）＝０．

２．５　实数基本定理

我们在第１章１．１节中已学习了实数的一个基本定理——确界原理．本节将介绍

单调有界收敛定理、闭区间套定理、致密性定理和柯西收敛准则等 ４ 个实数基本定

理．这些定理从不同的角度刻画了实数集的内在性质，是极限理论的基础．
　　２．５．１　单调有界收敛定理

我们现在将利用确界原理来解决单调数列极限的存在问题．
数列｛x n｝若满足

x １ ≤ x ２ ≤ … ≤ x n ≤ …，
则称｛x n｝为单调增加的；若满足

x １ ≥ x ２ ≥ … ≥ x n ≥ …，
则称｛x n｝为单调减少的．若上述条件中仅是严格不等号成立，则称该数列｛x n｝是严格

单调增加（或严格单调减少）的．
定理 ２．５．１（单调有界收敛定理）　若数列单调增加（或单调减少），有上（下）界，

则数列极限存在．
证　设｛x n｝是单调增加、有上界的数列．则所有的数 x n 组成的集合 A 是非空、有

上界的．根据确界原理，A 的上确界存在，记为

β＝ ｓｕｐA ＝ ｓｕｐ｛x n│n ∈Ｎ｝．
断定ｌｉｍ

n→∞x n＝β．实际上，因为β是 A 的 小上界，所以对橙ε＞０，愁数 x N 满足

β－ ε＜ x N ．
由 n＞N 时数列单调增加得

β－ ε＜ x N ＜ x n，
再由上确界的定义，有　　　　 β－ ε＜ x n ＜ β＋ ε　（n ＞ N ）．
这就证明了 ｌｉｍ

n→∞x n ＝ β＝ ｓｕｐ｛x n│n ∈Ｎ｝．
　　若数列｛x n｝单调减少、有下界，则同样可以证明
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ｌｉｍ
n→∞x n ＝ α＝ ｉｎｆ｛x n│n ∈Ｎ｝． □

　　在函数极限的情形，可以证明：若函数 f （x）在区间［a，＋∞）上单调增加，则极限

ｌｉｍ
x→＋∞f（x）存在的充要条件是 f（x）在［a，＋∞）上有上界．（证明留作习题）

例 ２．５．１　证明极限ｌｉｍ
n→∞ １＋ １n

n

存在．
证　先证数列 x n＝ １＋ １

n

n（n＝１，２，…）单调增加．
x n＝ １ ＋ １

n

n

＝ １ ＋ １ ＋ n（n － １）２！ １
n
２ ＋ n（n － １）（n － ２）３！ １

n
３ ＋ …

　 ＋ n（n － １）…（n － （n － １））
n！ １

n
n

＝ １ ＋ １ ＋ １２！ １ － １
n
＋ １３！ １ － １

n
１ － ２

n
＋ …

　 ＋ １
n！ １ － １

n
… １ － n － １

n
．

又

x n＋１＝ １ ＋ １
n ＋ １

n＋１

＝ １ ＋ １ ＋ １２！ １ － １
n ＋ １ ＋ １３！ １ － １

n ＋ １ １ － ２
n ＋ １ ＋ …

　 ＋ １
n！ １ － １

n ＋ １ … １ － n － １
n ＋ １ ＋ １（n ＋ １）！ １ － １

n ＋ １ … １ － n
n ＋ １ ．

将 x n 与 x n＋１加以比较，x n 有（n＋１）项，x n＋１有（n＋２）项，其中前（n＋１）项分别比 x n 中

相应的项要大或相等， 后一项大于 ０，所以有 x n≤x n＋１，即｛x n｝单调增加．
再证｛x n｝有上界．

x n≤ １ ＋ １ ＋ １２！ ＋ １３！ ＋ … ＋ １
n！ ≤ １ ＋ １ ＋ １２ ＋ １

２２ ＋ … ＋ １
２n－１

＝ １ ＋
１ － １

２n

１ － １２
＜ ３．

根据定理 ２．５．１，数列｛x n｝的极限存在，记为 ｅ，它是无理数，即
ｅ ＝ ｌｉｍ

n→∞ １ ＋ １
n

n．
这样我们就解决了上节遗留下来的问题． □

例 ２．５．２　已知 y １＝ a ，y ２＝ a＋y １ ，…，yn＝ a＋yn－１ ，…，其中 a＞０ 是常

数．证明极限ｌｉｍ
n→∞yn 存在并求其值．
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解　从数列的构造来看，｛yn｝显然是单调增加的．实际上，y １ ＝ a ＜y ２ ＝
a＋ a ．假设 yn－１＜yn＝ a＋yn－１ ，则有

yn ＝ a ＋ yn－１ ＜ a ＋ yn ＝ yn＋１．
由数学归纳法知，橙n，都有 yn＜yn＋１．

再来证｛yn｝有上界．由 yn＝ a＋yn－１得

y
２
n ＝ a ＋ yn－１，

因此有 y
２
n ＝ a ＋ yn－１ ＜ a ＋ yn，

两端除以 yn，得 yn＜ a
yn
＋１．

注意到橙n，yn≥ a ，故 a

yn
≤ a ，于是有

yn ≤ a ＋ １　（橙n）．
这样便证明了数列｛yn｝单调增加有上界．由定理 ２．５．１ 知，ｌｉｍ

n→∞yn 存在．设 ｌｉｍ
n→∞yn＝A．

对等式 y
２
n＝a＋yn－１两端取极限，得

A
２ ＝ a ＋ A ，

由此解得 A ＝ １ ＋ ４a ＋ １２ 　（负根舍去）． □

　　２．５．２　闭区间套定理与致密性定理

定理 ２．５．２（闭区间套定理）　设［an，bn］（n＝１，２，…）是一串闭区间，满足条件

（１） an≤an＋１＜bn＋１≤bn，即［an＋１，bn＋１］炒［an，bn］　（n＝１，２，…）；
（２） 当 n→∞时，区间［an，bn］的长度趋于 ０，即ｌｉｍ

n→∞（bn－an）＝０．
则存在唯一的实数ξ，使得

ｌｉｍ
n→∞an ＝ ξ＝ ｌｉｍ

n→∞bn，
且ξ是所有闭区间的唯一公共点，即

∩∞
n＝１［an，bn］ ＝ ｛ξ｝．

　　证　由条件（１）知，数列｛an｝单调增加，有上界 b１；数列｛bn｝单调减少，有下界 a１，
因而由定理 ２．５．１，有

ｌｉｍ
n→∞an ＝ ξ１，　 ｌｉｍ

n→∞bn ＝ ξ２，　an ≤ ξ１ ≤ ξ２ ≤ bn　（n ＝ １，２，…）．
又由条件（２）知， ｌｉｍ

n→∞（bn － an） ＝ ξ２ － ξ１ ＝ ０，
记ξ＝ξ１＝ξ２，则有 ｌｉｍ

n→∞an ＝ ξ＝ ｌｉｍ
n→∞bn．

如果还有实数ξ倡满足 an ≤ ξ倡 ≤ bn （n ＝ １，２，…），
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令 n→∞，得ξ倡＝ξ．因此ξ是所有闭区间［an，bn］的唯一公共点，证毕． □
我们知道，定理 ２．５．１只论述一类非常特殊的数列．而对于一般的数列是否收敛

的问题，我们还需要作深入的探讨．为此，我们先给出子列的概念．
定义 ２．５．１　设数列｛x n｝，称形如

x n１，x n２，…，x n
k
，…

的数列为｛x n｝的一个子列，其中 nk 是满足

n１ ＜ n２ ＜ … ＜ nk ＜ …，　nk → ∞（k→ ∞）
的自然数．

换句话说，｛x n｝的子列｛x n
k
｝由原数列｛x n｝中的部分项构成，k 表示 x n

k
在子列中是

第 k 项，nk 表示 x n
k
在原数列中是第 nk 项．因此子列｛x n

k
｝的下标是 k 而不是 nk．

由子列的定义容易证明下面的结论．
定理 ２．５．３　若ｌｉｍ

n→∞x n＝a，则｛x n｝的任何子列｛x n
k
｝都收敛，并且ｌｉｍ

k→∞x n
k
＝a．

证　橙ε＞０，由ｌｉｍ
n→∞x n＝a 知，愁N ，当 n＞N 时，有

│x n － a│＜ ε．
取 K ＝N ，则当 k＞K 时，有

nk ＞ nK ＝ nN ≥ N ，
这时就有 │x n

k
－ a│＜ ε． □

　　现在，我们利用闭区间套定理来证明实数的基本定理之一——致密性定理．
定理２．５．４（Ｂｏｌｚａｎｏ唱Ｗｅｉｅｒｓｔ ｒａｓｓ 致密性定理）　每个有界数列都有收敛的子列．
证　设数列｛x n｝有界，则存在实数 a１，b１，使得

a１ ≤ x n ≤ b１　（n ＝ １，２，…）．
　　将区间［a１，b１］二等分为两个小区间 a１，a１＋b１

２ 和
a１＋b１
２ ，b１ ，则其中至少有一

个含有数列｛x n｝中的无穷多项，记这个小区间为［a２，b２］．再将闭区间［a２，b２］二等分，
同样其中至少有一个小区间含有｛x n｝中的无穷多项，记这个小区间为［a３，b３］，…这样

继续做下去就得到一闭区间［ak，bk］序列，它们满足

［ak＋１，bk＋１］ 炒 ［ak，bk］　（k＝ １，２，…），　 ｌｉｍ
k→∞（bk － ak） ＝ ｌｉｍ

k→∞
b１ － a１
２k－１ ＝ ０，

且其中每一个闭区间［ak，bk］都含有数列｛x n｝中的无穷多项．
根据闭区间套定理，存在实数ξ，使得

ｌｉｍ
k→∞ak ＝ ξ＝ ｌｉｍ

k→∞bk．
下面证明数列｛x n｝必有一子列收敛于实数ξ．

首先在区间［a１，b１］中任意选取｛x n｝中的某一项，记作 x n１．由于在［a２，b２］中含有

｛x n｝中的无穷多项，因此总可以选取到位于x n１后的某一项，记作x n２，n２＞n１．继续做下
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去，即在选取 x n
k
∈［ak，bk］后，因为在［ak＋１，bk＋１］中仍有｛x n｝中的无穷多项，所以我们

仍能选取到位于x n
k
后的某一项，记作x n

k＋１，nk＋１＞nk．于是我们就得到了｛x n｝的一个子

列｛x n
k
｝，满足

ak ≤ x n
k
≤ bk　（k＝ １，２，…）．

由ｌｉｍ
k→∞ak＝ｌｉｍ

k→∞bk＝ξ以及极限的夹逼性，得
ｌｉｍ
k→∞x n

k
＝ ξ． □

　　２．５．３　柯西收敛准则

我们进一步要问：能否给出一个判别数列是否收敛的准则呢？ 回答是肯定的．这
个准则不仅在现阶段可以帮助我们解决若干问题，而且在今后更高深的研究中起着

重要的作用．
先给出一个基本概念．
定义 ２．５．２　设｛x n｝是一个数列．如果橙ε＞０，愁N ，橙m ，n＞N ，有

│x n － x m│＜ ε，
（这个条件通常写成 ｌｉｍ

m ，n→∞│x n－x m│＝０），则称｛x n｝为柯西（Ｃａｕｃｈｙ）数列．
定理 ２．５．５（Ｃａｕｃｈｙ 收敛准则）　数列｛x n｝收敛的充分必要条件是：｛x n｝是柯西

数列．
证　必要性．假设ｌｉｍ

n→∞x n＝a．由定义，橙ε＞０，愁N ，对于 m ＞N 及 n＞N ，有
│x m － a│＜ ε２ ，　│x n － a│＜ ε２ ．

因此，橙m 、n＞N ，有
│x n － x m│≤ │x n － a│＋ │x m － a│＜ ε２ ＋ ε２ ＝ ε．

这表明｛x n｝是柯西数列．
充分性．设｛x n｝是柯西数列，要证明｛x n｝收敛，其中的关键在于证明柯西数列有

界．为此，我们在柯西数列的定义中取 ε＝１，则存在某个 N ０，使得对于 m 、n＞N ０ 有

│x n － x m│＜ １．
特别地，橙m ＞N ０，有 │x m － x N ０＋ １│＜ １，
于是当 m ＞N ０ 时，有 │x m│＜ １ ＋ │x N ０＋ １│．
令 M ＝ｍａｘ（│x １│，│x ２│，…，│x N ０│，１＋│x N ０＋ １│），则对一切 n，都有

│x n│≤ M ，
所以柯西数列｛x n｝是有界的．根据定理 ２．５．４，｛x n｝有一个收敛的子列，不妨设为

｛x n
k
｝，且

ｌｉｍ
k→∞x n

k
＝ a．
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现证明ｌｉｍ
n→∞x n＝a．由条件，橙ε＞０，愁N ，当 m ，n＞N 时，有

│x n － x m│＜ ε，
即 x m － ε＜ x n ＜ x m ＋ ε．
注意当 k＞N 时，nk≥k＞N ，故有

x n
k
－ ε＜ x n ＜ x n

k
＋ ε，

令 k →∞，得 a － ε≤ x n ≤ a ＋ ε．
根据极限定义，即得　　　　　 ｌｉｍ

n→∞x n ＝ a． □
　　柯西准则的直观意义是：橙ε＞０，愁序号n，以x n 为中心、以 ε为半径的邻域之外，
只有数列的有限项，数列的无穷多项都在该邻域内，那么极限点 a 当然也在该邻域

内，所以，以a 点为中心、以２ε为半径的邻域外，至多只有数列的有限项．由此可见，数
列的极限应为 a．

柯西准则又可表述如下：
数列｛x n｝收敛的充要条件是，橙ε＞０，愁N ，当 n＞N 时，对一切自然数 p ，都有

│x n － x n＋ p│＜ ε．
　　例 ２．５．３　设 x n＝１＋ １２２＋…＋ １

n
２　（n＝１，２，…．），求证｛x n｝收敛．

证　对于 m ＞n，
│x m － x n│＝ １

（n ＋ １）２ ＋
１

（n ＋ ２）２ ＋ … ＋ １
m
２

＜ １
n
－ １

n ＋ １ ＋ １
n ＋ １ － １

n ＋ ２ ＋ … ＋ １
m － １ － １

m

＝ １
n
－ １

m
＜ １

n
．

橙ε＞０，取 N ＝ １ε ，则当 m ＞n＞N 时，有
│x m － x n│＜ ε，

所以数列｛x n｝收敛． □
例 ２．５．４　证明调和数列 x n＝１＋ １２ ＋…＋ １

n
（n＝１，２，…）没有有限极限．

证　取 ε０＞０，橙N ，取 n＞N ，p＝n，则
│x n＋ p － x n│＝ １

n ＋ １ ＋ １
n ＋ ２ ＋ … ＋ １２n ＞ １２n ＋ １２n ＋ … ＋ １２n ＝ n２n ＝ １２ ，

由柯西准则知，｛x n｝的极限不存在．由于｛x n｝单调增加，故必有

ｌｉｍ
n→∞x n ＝＋ ∞． □

　　到目前为止，我们已学习了实数的五个基本定理：确界原理，单调有界收敛定理，
闭区间套定理，致密性定理和柯西收敛准则，这五个定理是互相等价的，它们从不同
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的角度刻画了实数集的内在性质．读者若想对实数基本定理作更深入的了解，可阅读

数学专业用的数学分析教材．

习　题　２．５
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 什么叫子列？ 子列的下标有何特征？
（２） 什么叫做单调数列？
（３） 什么叫做柯西数列？

２．证明数列 ２ ， ２ ２ ， ２ ２ ２ ，…收敛．
３．设a＞０，０＜x １＜ １

a
，xn＋１＝xn（２－axn）．证明｛xn｝收敛，并求ｌｉｍ

n→∞xn．
４．设x １＞０，且xn＋１＝３（１＋xn）３＋xn

．证明ｌｉｍ
n→∞xn 存在且等于 ３ ．

（Ｂ）
１．设x １＝１０，xn＋１＝ ６＋xn（n＝１，２…），试证明数列｛xn｝极限存在，并求此极限．
２．利用柯西准则，证明下面各数列的收敛性：
（１） xn＝a０＋a１q＋…＋anq

n，其中│ai│≤M （i＝０，１，…），且│q│＜１；
（２） xn＝ｓｉｎ１２ ＋ｓｉｎ２２２ ＋…＋ｓｉｎn２n ．

３．对于数列｛xn｝，若子列｛x ２k｝与｛x ２k＋１｝都收敛于a，试用“ε唱N ”的语言证明｛xn｝也收敛于α．
４．证明：若f（x）为定义于［a，＋∞）上的单调增加函数，则极限 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）存在的充要条件是f（x）在
［a，＋∞）上有上界．

答案与提示

（Ａ）
２．xn＋１＝ ２xn单调增加有上界，ｌｉｍ

n→∞xn＝２．
３．xn 单调增加有上界，ｌｉｍ

n→∞xn＝ １
a
．

４．分x １＜ ３ ，x １＝ ３ 和x １＞ ３ 三种情形讨论．
（Ｂ）

１．xn 单调减少有下界，ｌｉｍ
n→∞xn＝３．

２．（１） 利用│xm－xn│＜M │q│n＋１ １１－│q│（m＞n）；　（２） 利用│xm－xn│＜ １２n （m＞n）．
４．利用函数极限与数列极限的关系，并利用单调有界收敛定理．
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２．６　无穷小与无穷大

无穷小与无穷大在极限理论中起着重要作用，本节介绍无穷小与无穷大的概念

以及无穷小的比较．
　　２．６．１　无穷小

定义 ２．６．１（无穷小）　如果函数 f（x）在 x→a 时的极限为零，则称函数 f（x）是 x

→a 时的无穷小．也就是，如果橙ε＞０，愁δ＞０，使得橙x：０＜│x－a│＜δ，都有

│f（x）│＜ε，
则称 f（x）是 x→a 时的无穷小量，简称为无穷小．
　　类似地，若 x→∞时 f（x）→０，则称 f（x）是 x→∞时的无穷小．以 ０为极限的数列

｛x n｝是 n→∞时的无穷小．对 x→a
＋，x→a

－，x→＋∞，x→－∞等情形可类似定义．应
当注意，我们说一个函数是无穷小时，必须指出这个函数在自变量 x 的何种极限过程

中为无穷小，只简单地说函数是无穷小是不确切的．例如

ｌｉｍ
x→０ ｓｉｎx ＝ ０，

故 ｓｉｎx 当 x→０时为无穷小；但是当 x→ π２时，ｓｉｎx 不趋于 ０，此时 ｓｉｎx 就不是无穷小

了．另外，无穷小是变量，无穷小不是很小的量，而是极限值为零的变量．
设 x→a 时函数 f（x）以常数 A 为极限，则此函数与其极限的差

α（x） ＝ f（x） － A

显然为无穷小，因为依定义 ２．６．１，
│α（x）│＝ │f（x） － A│＜ ε　　（０ ＜ │x － a│＜ δ）；

反之，若α（x）在x→a 时是无穷小，则f（x）→A （x→a）．这样我们便得到了下面的命题．
定理 ２．６．１　x→a 时函数 f（x）以常数 A 为极限的充要条件是：α（x）＝f （x）－A

在 x→a 时是无穷小．
　　２．６．２　无穷小的比较

在同一极限过程中，两个无穷小都趋于零，但他们的速度可能相同，也可能不同．
如何加以比较呢？ 如

ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎx

x
＝ １，

我们可以说当 x→０时，两个无穷小 ｓｉｎx 与 x 趋于零的快慢一样．如

ｌｉｍ
x→０
１ － ｃｏｓx

x
２ ＝ ｌｉｍ

x→０

２ｓｉｎ ２ x２
x
２ ＝ １２ ，
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而当 x→０时，两个无穷小 １－ｃｏｓx 与 x
２ 趋于零的速度成比例．又如

ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎ ２x

x
＝ ０，

则称 ｓｉｎ ２x 趋于零的速度比 x 快．这样便有如下的定义．
定义２．６．２　设x→x ０ 时（x ０ 有限或为∞，－∞，＋∞），f（x）与g（x）均为无穷小．
（１） 若 ｌｉｍ

x→ x ０
f（x）
g（x）＝０，则称x→x ０ 时，f（x）为比g（x）高阶的无穷小，或称g（x）为比

f（x）低阶的无穷小，记作

f（x） ＝ o（g（x））　（x → x ０）．
　　特别，当 x→x ０ 时 f（x）为无穷小可记作

f（x） ＝ o（１）　（x → x ０）．
　　（２） 若 ｌｉｍ

x→ x ０
f（x）
g（x）＝c≠０，则称 x→x ０ 时，f（x）与 g（x）为同阶无穷小，记作

f（x） ～ cg（x）　（x → x ０）．
　　（３） 若 ｌｉｍ

x→ x ０
f（x）
g（x）＝１，则称 x→x ０ 时，f（x）与 g（x）为等价无穷小，记作

f（x） ～ g（x）　（x → x ０）．
　　（４） 若无穷小 f（x）和 g（x）满足关系式

│f（x）│≤ M │g（x）│　（x ∈ O ０（x ０）），
则记作 f（x） ＝ O （g（x））　（x → x ０）．
　　特别，任一有界变量 f（x）总可写成 f（x）＝O （１）．

例 ２．６．１　当 x→０时，有
ｓｉｎx ～ x，　１ － ｃｏｓx ～ １２ x

２，
ｓｉｎ２x ＝ o（x），　x

k ＝ o（１）　（k＞ ０）． □
　　例 ２．６．２　求证：有界量与无穷小之积为无穷小．

证　不妨设 f（x）＝o（１）（x→a），│g（x）│≤M （x∈O ０（a））．因
０ ≤ │f（x）g（x）│≤ M │f（x）│　（橙x ∈ O ０（a）），

故由夹逼定理得知│f（x）g（x）│→０（x→a），从而

f（x）g（x）＝o（１）　（x→a）． □
　　注意，并不是任意两个无穷小都可以比较，例如当x→０时，无穷小xｓｉｎ １

x
与x 就

不能比较．
若 x→x ０ 时，f（x）与（x－x ０）k 是同阶无穷小，则称 f（x）是关于基本无穷小 x－x ０

的k 阶无穷小．若k 不是正整数，而是大于零的实数时，极限过程只能考虑x→x
＋０ 的情

形．
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若 x→x ０ 时，f（x）是 x－x ０ 的 k 阶无穷小，则有

ｌｉｍ
x→ x ０

f（x）（x － x ０）k ＝ c≠ ０，
于是有 f（x） ～ c（x － x ０）k　（x → x ０）．
这时称这个与 f（x）等价的 简单的无穷小 c（x－x ０）k 为 f（x）的主部．

关于“o”的运算，下面给出两个常用的规则．
定理 ２．６．２　（１） o（g（x））±o（g（x））＝o（g（x））　（x→x ０）．
（２） k· o（g（x））＝o（g（x））， o（k g（x））＝o（g（x））， （x→x ０，k 为常数）．
证　我们只证明（１）．令α（x）＝o（g（x）），β（x）＝o（g（x）），即

ｌｉｍ
x→ x ０
α（x）
g（x） ＝ ０，　 ｌｉｍx→ x ０

β（x）
g（x） ＝ ０．

则 ｌｉｍ
x→ x ０
α（x）± β（x）

g（x） ＝ ｌｉｍ
x→ x ０
α（x）
g（x） ± ｌｉｍx→ x ０

β（x）
g（x） ＝ ０，

所以 α（x）± β（x） ＝ o（g（x））． □
　　注意，等式（１）的意义与通常的等式意义不同，应理解为：g （x ）的两个高阶无穷

小的代数和（左端）是 g（x）的高阶无穷小（右端），即左端为条件，右端为结论，等式两

端的意义是不一样的．如果把等式两端交换一下，写成

o（g（x）） ＝ o（g（x））± o（g（x）），
那么等式就失去了意义．另外，等式反映的是某种性质，并不是指数值关系，不能说

o（g（x））－o（g（x））等于零．
例 ２．６．３　试证 o（x ２）＝o（x） （x→０），　 １

x
· o（x ２）＝o（x） （x→０）．

证　令α（x）＝o（x ２），则有ｌｉｍ
x→０
α（x）

x
２ ＝０，于是

ｌｉｍ
x→０
α（x）

x
＝ ｌｉｍ

x→０
α（x）

x
２ · x ＝ ｌｉｍ

x→０
α（x）

x
２ · ｌｉｍ

x→０x ＝ ０，
因此 α（x） ＝ o（x），亦即 o（x ２） ＝ o（x） （x → ０）．由

ｌｉｍ
x→０

１
x

· o（x ２）
x

＝ ｌｉｍ
x→０

o（x ２）
x
２ ＝ ０

得
１
x

· o（x ２） ＝ o（x）　（x → ０）． □
　　现在给出等价无穷小的一个重要性质，它在求极限时有广泛的应用．

定理 ２．６．３　设在同一极限过程中，变量α和α ，β和β 都是无穷小，且α～α ，
β～β ．又设极限 ｌｉｍ βα 存在．则有

ｌｉｍ βα＝ ｌｉｍ βα ．
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　　证　ｌｉｍ βα＝ｌｉｍ ββ · βα · αα ＝ｌｉｍ ββ · ｌｉｍ βα · ｌｉｍ αα＝ｌｉｍ βα ． □
定理 ２．６．３ 表明，在求两个无穷小之比的极限时，可以利用等价无穷小进行代

换，从而使计算简化．
例 ２．６．４　求ｌｉｍ

x→０
x
３＋５x ２
ｓｉｎ ２x ．

解　当 x→０时，ｓｉｎx～x，ｓｉｎ ２x～x
２，故

ｌｉｍ
x→０

x
３ ＋ ５x ２
ｓｉｎ２x ＝ ｌｉｍ

x→０
x
２（x ＋ ５）

x
２ ＝ ｌｉｍ

x→０ （x ＋ ５） ＝ ５． □
　　例 ２．６．５　证明 x→０时，ａｒｃｔａｎx～x，并由此求极限ｌｉｍ

x→０
ａｒｃｔａｎxｓｉｎ４x ．

解　作代换 y＝ａｒｃｔａｎx，则 x＝ｔａｎy，且 x→０等价于 y→０，于是

ｌｉｍ
x→０
ａｒｃｔａｎx

x
＝ ｌｉｍ

y→０
yｔａｎy
＝ ｌｉｍ

y→０
yｓｉｎy

· ｃｏｓy ＝ １，
所以当 x→０时，ａｒｃｔａｎx～x．利用等价无穷小代换，得

ｌｉｍ
x→０
ａｒｃｔａｎxｓｉｎ４x ＝ ｌｉｍ

x→０
xｓｉｎ４x ＝ ｌｉｍx→０

４xｓｉｎ４x · １４ ＝ １４ ． □

　　２．６．３　无穷大

在本章 ２．１．４中，我们曾讨论过函数值趋于无穷的情形．由此给出下面的定义．
定义 ２．６．３（无穷大）　设函数 f（x）在 O ０（a）中有定义，若

ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ ∞，
则称 f（x）是 x→a 时的无穷大量，简称无穷大．

如果 ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝＋∞ （或 ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝－∞ ），则称f（x）是x→a时的正无穷大（或
负无穷大）．类似地，还可定义当 x→∞时的无穷大及正（负）无穷大．同样，无穷大是

变量，而不是很大的常量．
　　由极限的性质不难证明如下定理．
　　定理２．６．４　若f（x）是无穷小，且f（x）≠０，则 １

f（x）是无穷大；若f（x）是无穷大，
则
１

f（x）是无穷小．
类似地可有两个无穷大的比较，如

ｌｉｍ
x→＋∞

x
３ ＋ １

x
３ － x ＋ ２ ＝ ｌｉｍ

x→＋∞

１ ＋ １
x
３ x

３

１ － １
x
２ ＋ ２

x
３ x

３
＝ １，

我们说当 x→＋∞时，两个无穷大 x
３＋１和 x

３－x＋２趋于无穷的速度一样．又如
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ｌｉｍ
x→∞

x ＋ １
x
２ ＋ x － １ ＝ ｌｉｍx→∞

１
x
＋ １

x
２

１ ＋ １
x
－ １

x
２
＝ ０，

我们说当 x→∞时，x＋１趋于无穷的速度比 x
２＋x－１的慢，或者说 x

２＋x－１趋于无

穷的速度比 x＋１的快．
关于无穷大的比较，简述以下定义．
定义 ２．６．４　设 x→x ０ 时，f（x）与 g（x）都是无穷大，则当

ｌｉｍ
x→ x ０

f（x）
g（x） ＝

０时，
c≠ ０时，
１时，

　
称 f（x）是比 g（x）低阶的无穷大，
称 f（x）与 g（x）为同阶无穷大，
称 f（x）与 g（x）为等价无穷大．

当 f（x）与 g（x）为等价无穷大时，亦记作 f（x）～g（x） （x→x ０）．
例２．６．６　试确定k 的值，使f（x）＝２x＋５x ３－x

６ 在x→∞时为x
k 的同阶无穷大．

解　不难看出， ｌｉｍ
x→∞
２x ＋ ５x ３ － x

６

－ x
６ ＝ １，

所以取 k＝６即可． □
例 ２．６．７　求极限 ｌｉｍ

x→＋∞
１＋２x ４

x
２＋x

．
解　由于　　 １＋２x ４～ ２ x

２（x→＋∞），　x
２＋x～x

２（x→＋∞），
所以 ｌｉｍ

x→＋∞
１ ＋ ２x ４

x
２ ＋ x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

２ x
２

x
２ ＝ ２ ． □

习　题　２．６

（Ａ）
１．回答下列问题：
（１） 绝对值非常小的量是无穷小吗？ 数０是不是无穷小？
（２） ∞，＋∞，－∞ 有什么区别？ 它们是实数吗？
（３） 如果说“某函数是无穷小”对不对？
（４） 无穷小的阶的比较是怎样的？
（５） 若在同一极限过程中，f（x）与g（x）是等价无穷小，能否说f（x）＝g（x）？
（６） 等价无穷小在求极限时有什么用处？ 你能收集一些等价无穷小吗？
２．证明：当x→０时，ｓｉｎ２x 是x 的高阶无穷小．
３．当x→１时，下列无穷小

（１） １２ （１－x
２）；　　（２） １－x

３；　　（３） （１－x）２；　　（４） １－x
２

中，哪一个与无穷小１－x 等价？
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４．求下列变量的等价无穷大：

（１） ２x ３＋３x ２－５x＋６　（x→∞）；　　（２） x＋ x＋ x 　（x→＋∞）．
（Ｂ）

１．证明：当x→０时，有
（１） ｔａｎx－ｓｉｎx～ １２ x

３；　　　　　（２） ａｒｃｔａｎx～ １４ ｓｉｎ４x．
２．利用等价无穷小，求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
ｔａｎ５x２x ； （２） ｌｉｍ

x→０
ｓｉｎ（xm ）（ｓｉｎx）n　（n、m 为正整数）；

（３） ｌｉｍ
x→０
ｔａｎx－ｓｉｎxｓｉｎ３x ； （４） ｌｉｍ

x→０
１＋x

２－１１－ｃｏｓx ．
３．证明下列各题：
（１） ２x－x

２＝O （x） （x→０）； （２） １＋x－１＝o（１）（x→０）；
（３） ２x ３＋２x ２＝O （x ３） （x→∞）；
（４） （１＋x）n＝１＋nx＋o（x） （x→０），n 为自然数．

４．设在某一极限过程中，α和β都是无穷小．证明：如果α～β，则β－α＝o（α）；反之，如果β－α＝
o（α），则α～β．

５．证明当x→０时，下列关系式成立：
（１） o（xn）＋o（xm ）＝o（xn）　（０＜n＜m ）；　（２） o（xn）· o（xm ）＝o（xn＋m ）　（m＞０，n＞０）．

答案与提示

（Ａ）
３．当x→１时， １２ （１－x

２）～（１－x）．
４．（１） ２x ３；　（２） x ．

（Ｂ）
２．（１） ５２ ；　（２）m＞n 时为０；m＝n 时为１；m＜n 时为∞；　（３） １２ ；　（４）１．
５．（１）考察ｌｉｍ

x→０
o（xn）＋o（xm ）

x
n ；　（２）考察ｌｉｍ

x→０
o（xn）· o（xm ）

x
m＋n ．

２．７　连续与间断

物质世界的运动和变化有两种形式：一种是渐变，一种是突变．从几何上看，一条

连绵不断的曲线就反映某种渐变过程（见图２．１５），而图２．１６所绘的曲线在x ０ 处有一

个“跳跃”，这表示某个渐变过程在此处发生了突变．这些现象在分析上就表现为某个

函数的连续与间断．下面所讨论的连续函数是微积分学研究的主要对象．我们在研究

一个函数的连续性的同时，也要考察它是否会在某处发生不连续的情形．
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图２．１５ 图２．１６

　　２．７．１　函数的连续性

我们在 ２．１ 节里给函数极限下定义时，曾经强调过这样一点，若 x→a 时，函数

f（x）有极限值 A ，则表示为ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝A ，这里与 f （a）的大小甚至与 f （a）有无意义都

毫无关系．我们关心的是x 充分靠近a 点时，f（x）的变化趋势．然而，由几何直观上很

容易看出，如果极限值A 恰好等于函数值f（a），那么函数f（x）在x＝a 处必定是连续

地变化的．下面我们就来刻画这种连续性．
定义 ２．７．１（右连续性）　设函数f（x）在 a 点的某个右邻域O

＋（a）及 a 点有定义．
如果右极限 ｌｉｍ

x→ a
＋f（x）＝f（a），则称 f（x）在 a 点是右连续的．

如图 ２．１７所示，f（x）在 a 点右连续意味着：
（１） ｌｉｍ

x→ a
＋f（x）存在；

（２） 极限值为 f（a）．
定义 ２．７．２（左连续性）　设函数 f（x）在 a 点的某个左邻域O

－（a）及 a 点有定义．
如果左极限 ｌｉｍ

x→ a
－f（x）＝f（a），则称 f（x）在 a 点是左连续的．这将意味着：

（１） ｌｉｍ
x→ a

－f（x）存在；
（２） 极限值为 f（a）．

左连续的示意图见图 ２．１８．左连续、右连续统称为单侧连续．

图２．１７ 图２．１８ 图２．１９
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定义 ２．７．３（连续性）　设函数 f （x）在 a 点的某个邻域 O （a） 内有定义．如果

ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝f（a），则称 f（x）在 a 点是连续的．这意味着：
（１） ｌｉｍ

x→ a
f（x）存在；

（２） 极限值为 f（a）．
其几何意义见图 ２．１９．

由于 ｌｉｍ
x→ a

f（x）存在骋 ｌｉｍ
x→ a

－f（x）与 ｌｉｍ
x→ a

＋f（x）存在且相等，所以

f（x）在 a 点连续骋f（x）在 a 点左连续且右连续．
例 ２．７．１　讨论函数 f（x）＝ x＋１，　 　x≥０，

２－ｃｏｓx，　x＜０ 在 x＝０处的连续性．
解　由于 f（０＋ ）＝f（０－ ）＝f（０）＝１，故 f（x）在 x＝０处是连续的． □
例 ２．７．２　证明 f（x）＝x

２ 在 x＝３处连续．
证　由于　　 ｌｉｍ

x→３x
２ ＝ （ｌｉｍ

x→３x） · （ｌｉｍx→３x） ＝ ３ · ３ ＝ ９，
而f（３）＝３２＝９，故ｌｉｍ

x→３f（x）存在且等于f（３），因此f（x）在x＝３处是连续的（事实上，
函数 f 在数轴上每一点处都连续）． □

如极限的定义那样，函数在一点处连续可以用 ε唱δ语言定义如下．
定义２．７．４　设函数f（x）在a 点的某个邻域O （a）内定义．如果橙ε＞０，愁δ＞０，使

得当│x－a│＜δ时，就有

│f（x） － f（a）│＜ ε，
则称 f（x）在 a 点连续．

由定义可见，连续性的实质就是：当自变量变化很小时函数的变化也很小．
若 f（x）在［a，b］上的每一点都连续，则称 f（x）是区间［a，b］上的连续函数．在这

里，函数 f （x）在区间端点处的连续性理解为单侧连续性，即在 a 点为右连续，在 b 点

为左连续．为方便起见，今后用符号 C ［a，b］表示区间［a，b］上全体连续函数的集合．
我 们说 f （x ）是［a，b］上的连续函数，常简记为 f （x ）∈C ［a，b］．类似的记号还有

C （a，b），C （０，＋∞），C （－∞，＋∞）等等．
例 ２．７．３　证明：正弦函数 f（x）＝ｓｉｎx∈C （－∞，＋∞）．
证　任取 a∈（－∞，＋∞），因为

│ｓｉｎx － ｓｉｎa│＝ ２│ｃｏｓ a ＋ x２ ｓｉｎ x － a２ │≤ ２│ｓｉｎ x － a２ │≤ │x － a│，
所以，橙ε＞０，愁δ＝ε，当│x－a│＜δ时，有

│ｓｉｎx － ｓｉｎa│≤ │x － a│＜ ε．
即 f（x）＝ｓｉｎx 在 a 点连续．由 a 点的任意性知，ｓｉｎx∈C （－∞，＋∞）． □

类似可证余弦函数 f（x）＝ｃｏｓx∈C （－∞，＋∞）．
例 ２．７．４　设 f（x）＝ x，　x 是无理数，

０， x 是有理数，证明 x＝０是函数的连续点．
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证　橙ε＞０，取 δ＝ε，当│x－０│＝│x│＜δ时，
│f（x） － f（０）│＝ │f（x）│≤ │x│＜ ε，

由定义 ２．７．４知，f（x）在 x＝０点连续． □
由连续函数的定义可立即推得它的两个有用的性质．
定理 ２．７．１（连续函数的局部保号性）　若函数 f（x）在点 a 连续， 且 f（a）≠０，则

f（x）在 a 的某个邻域 O （a，δ）内与 f（a）同号，并且存在某正数 r，使得

│f（x）│≥ r＞ ０　（橙x ∈ O （a，δ））．
　　这个定理的结论可利用本章 ２．４节定理 ２．４．３（函数极限的局部保号性）得到，请
读者自己证明．

定理２．７．２（连续函数的局部有界性）　若函数f（x）在a 点连续，则f（x）在a 点的

某个邻域 O （a，δ）内有界．
同样，这个定理可利用函数极限的局部有界性（见本章 ２．４节定理 ２．４．２）加以证

明．
　　２．７．２　函数的间断点

设函数f（x）在x ０ 点的某个空心邻域O ０（x ０）内有定义．如果在x ０ 点的连续性条件

f（x－０ ） ＝ f（x＋０ ） ＝ f（x ０）
遭到破坏，则称 x ０ 为函数 f（x）的间断点（或不连续点）．

函数 f（x）的间断点可如下分类．
第一类间断点：f（x－０ ）与 f（x＋０ ）都存在的间断点．
第二类间断点：f （x－０ ）与 f （x＋０ ）中至少有一个不存在的间断点（注意，无穷大属

于不存在之列）．
在第一类间断点中，有以下两种情形．
（１） f（x－０ ）＝f（x＋０ ）≠f（x ０）（或 f（x ０）无定义），

这种间断点称为可去间断点．只要重新定义 f （x ０ ）（或补充定义f（x ０）），令 f （x ０ ）＝
f（x－０ ）＝f（x＋０ ），则函数 f（x）在 x ０ 点连续．

（２） f（x－０ ）≠f（x＋０ ），
这种间断点称为跳跃间断点．对于跳跃间断点 x ０，数│f（x＋０ ）－f（x－０ ）│称为函数 f（x）
在 x ０ 点的跃度．

例 ２．７．５　x ０＝０ 是函数 f （x）＝ｓｉｎx

x
的可去间断点，这是因为 f （０－ ）＝f （０＋ ）

＝１，而 f（０）无定义（见图 ２．２０），这时我们可以补充定义 f（０） ＝ １，于是便得到一个

连续的函数

f（x） ＝
ｓｉｎx

x
，　x ≠ ０，

１， x ＝ ０，
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这样便把间断点 x ０＝０“去掉”了． □

图２．２０ 图２．２１ 图２．２２

例 ２．７．６　函数 f（x）＝ ａｒｃｔａｎ １
x
，x≠０，

０， x＝０
在 x ０＝０点的左、右极限分别为－π／２、

π／２，所以 x ０＝０是函数的第一类间断点（见图 ２．２１）． □
例 ２．７．７　讨论函数 f（x）＝［x］（x 的 大整数部分）的连续性．
解　由函数的定义知，当０≤x＜１时，f（x）＝０；当１≤x＜２时，f（x）＝１．于是（见

图 ２．２２）
f（１＋） ＝ １，　f（１－） ＝ ０．

因此 x＝１是 f（x）＝［x］的第一类间断点，即跳跃间断点，函数的跃度等于 １．
类似可证一切整数点都是函数的跳跃间断点，且跃度都是 １．
再来考察 x＝１／２处的情形．容易看出

ｌｉｍ
x→ １２

f（x） ＝ ｌｉｍ
x→ １２
［x］ ＝ ０ ＝ f

１２ ，
所以 x＝１／２是 f（x）的连续点．类似可证所有的非整数点都是f（x）的连续点．

可以说在一切整数点处，函数是右连续的，但不左连续． □
例 ２．７．８　函数f（x）＝

１
x
，　x≠０，

０， 　x＝０
在x＝０点的左、右极限都不存在（均为无穷

大），所以 x＝０是函数的第二类间断点（亦称无穷间断点），见图 ２．２３． □
例 ２．７．９　设 f （x）＝ ｓｉｎ １

x
， x≠０，

０， x＝０，
当 x→０ 时， １

x
→∞，ｓｉｎ １

x
不趋向任何数，

也不趋向无穷大．当 x 充分靠近 ０ 时，ｓｉｎ １
x

的值在＋１ 与－１ 之间无限振荡．因此

x＝０是 f（x）的第二类间断点（亦称振荡型间断点），见图 ２．２４． □
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图２．２３ 图２．２４

习　题　２．７
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 试用ε唱δ语言叙述函数f（x）在x ０ 点连续的定义．
（２） 对于自变量的改变量Δx，令Δy＝f（x ０＋Δx）－f（x ０），称Δy 为 f（x）在 x ０ 点的改变量．若

ｌｉｍΔx→０Δy＝０，可否确定f（x）在x＝x ０ 点连续？
（３） 什么叫函数的间断点？
（４） 函数的间断点有哪些类型？ 分类的依据是什么？

２．试确定A 与B 的值，使函数f（x）＝
（１－x）１／x， x＞０，
B ， x＝０，
xｓｉｎ １

x
＋A ， x＜０

在x＝０处连续．

３．设f（x）＝
a＋bx

２，x≤０，
ｓｉｎbx

x
， x＞０ 在x＝０处连续，问常数a 与b 应满足什么关系？

４．设f（x）＝ ２－x， x＜１，
x
２， x＞１．

（１） 画出f（x）的图形；
（２） 怎样定义f（１），使得f（x）在整个x 轴上连续？
５．设f（x）＝ ０， x＜１，

（x－１）２， x＞１，
（１） 画出f（x）的图形；
（２） 怎样定义f（１），使得f（x）在整个x 轴上连续？
６．设f（x）＝x＋│x│．
（１） 画出f（x）的图形；
（２） f（x）在x＝０点是否连续？
７．（１） 设f（x）＝ ｓｉｎ １

x
， x≠０，

１ x＝０
问x＝０是否为f（x）的可去间断点？
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（２） 设f（x）＝ xｓｉｎ １
x
， x≠０，

１， x＝０，
问x＝０是否为f（x）的间断点？ 如果是间断点，则指出其类型．

８．判断下列函数的间断点的类型：
（１） f（x）＝ x

x
２ ， x＝０；　　　　　　（２） f（x）＝ｅ１／x， x＝０；

（３） f（x）＝ １
x＋１， x＝－１； （４） f（x）＝ａｒｃｔａｎｅ１／x， x＝０．

９．设x＝a 是函数f（x）的可去间断点，设x≠a 时，g（x）＝f（x），并设g（a）＝ｌｉｍ
x→a

f（x）．证明g（x）在a

处连续．
１０．设法利用补充定义的办法，使下列函数成为（－∞，＋∞）上的连续函数（这种方法叫做连续延

拓方法）：
（１） f（x）＝x

３－２７
x－３ ； （２） f（x）＝１－ｃｏｓx

x
２ ．

（Ｂ）
１．证明函数f（x）＝ｃｏｓx∈C （－∞，＋∞）．
２．判断下列函数的间断点的类型：
（１） f（x）＝

ｅ１／x＋１ｅ１／x－１， x≠０，
０， x＝０，

　　x＝０；　　（２） ｌｉｍ
n→∞

nx１＋nx
２，　x＝０．

３．设函数f（x）＝ｌｉｍ
n→∞
１＋x１＋x

２n，试找出f（x）的间断点．
４．试确定a，b 的值，使f（x）＝ ｅx－b（x－a）（x－１）有无穷间断点x＝０，有可去间断点x＝１．

答案与提示

（Ａ）
２．A＝B＝ｅ－１．
３．a＝b．
４．定义f（１）＝１．
５．令f（１）＝０．
６．（２） 连续．
７．（１）x＝０不是f（x）的可去间断点；　（２）x＝０是f（x）的可去间断点．
８．（１）x＝０为跳跃间断点；　（２）x＝０为无穷间断点；　（３）x＝－１为无穷间断点；
（４）x＝０为跳跃间断点．

１０．（１）令f（３）＝２７；　（２）令f（０）＝ １２ ．
（Ｂ）

２．（１）x＝０为跳跃间断点；　（２）x＝０为无穷间断点．
３．有间断点x＝１．
４．a＝０，b＝ｅ．
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２．８　连续函数的性质

　　２．８．１　连续函数的运算

对连续函数的四则运算、复合运算以及求逆（反函数）运算，在一定的条件下，其
结果仍然是连续函数．因连续是极限的一种特殊情形，由极限的四则运算法则可得连

续函数的四则运算法则．
定理２．８．１（连续函数的四则运算）　设f（x），g（x）在x ０ 点连续，α和β为任意常数，则
（１） αf（x）＋βg（x）在 x ０ 点连续（称αf＋βg 为 f 与 g 的线性组合）；
（２） f（x）g（x）在 x ０ 点连续；
（３） 若 g（x ０）≠０，f（x）

g（x）在 x ０ 点连续．
进一步可以推得：若 f（x）、g（x）∈C （a，b），则

αf（x） ＋ βg（x） ∈ C （a，b），　f（x）g（x） ∈ C （a，b）；
　　若橙x∈（a，b），g（x）≠０，则f（x）

g（x）∈C （a，b）．
由复合函数极限定理可以推得复合函数连续性定理．
定理 ２．８．２（复合函数的连续性）　设 y＝f（t）在 t０ 点连续，t＝g（x）在 x ０ 点连续，

且 t０＝g（x ０），则复合函数 y＝f［g（x）］在 x ０ 点连续．
定理 ２．８．２的结论可以简单地表示如下：

ｌｉｍ
x→ x ０

f［g（x）］ ＝ f［ｌｉｍ
x→ x ０

g（x）］ ＝ f［g（x ０）］． （２．８．１）
　　由定理 ２．８．２还可以推得：若 g（x）∈C （a，b），值域属于（α，β），f（t）∈C （α，β），则
f［g（x）］∈C （a，b）．

下面我们给出反函数连续性定理，证明从略．
定理 ２．８．３（反函数的连续性）　设函数 y＝f（x）在区间 I 上严格递增（或严格递

减）且连续，值域为区间J，则其反函数x＝φ（y）在J 上严格递增（或严格递减）且连续．
例２．８．１　由于ｓｉｎx 和ｃｏｓx 都在（－∞，＋∞）上连续，因此 ｔａｎx＝ ｓｉｎxｃｏｓx和ｃｏｔx＝

ｃｏｓxｓｉｎx
在其定义域内是连续的． □
例 ２．８．２　求ｌｉｍ

x→０ ｃｏｓ（１＋x） １x．
解　函数 y＝ｃｏｓ（１＋x） １x 可看作由

y ＝ ｃｏｓu，　u ＝ （１ ＋ x） １x
复合而成．由于ｌｉｍ

x→０ （１＋x） １x＝ｅ，而ｃｏｓu 在u＝ｅ 连续，故由本章２．３节定理２．３．２可得
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ｌｉｍ
x→０ ｃｏｓ（１ ＋ x） １x ＝ ｃｏｓ［ｌｉｍ

x→０ （１ ＋ x） １x ］ ＝ ｃｏｓｅ． □

　　例 ２．８．３　求ｌｉｍ
x→∞ ２－ｓｉｎx

x
．

解　等式（２．８．１）对于 x→＋∞，x→－∞或 x→x
±０ 类型的极限也是正确的．因此

ｌｉｍ
x→∞ ２ － ｓｉｎx

x
＝ ２ － ｌｉｍ

x→∞
ｓｉｎx

x
＝ ２ － ０ ＝ ２ ． □

　　例 ２．８．４　由于 y＝ｓｉｎx 在闭区间 ［－ π２ ， π２ ］ 上严格递增且连续，故它的反

函数 y＝ａｒｃｓｉｎx 在闭区间［－１，１］上也是严格递增且连续的．
同理可证，y＝ａｒｃｃｏｓx 在［－１，１］上严格递减且连续；y＝ａｒｃｔａｎx在（－∞，＋∞）

内严格递增且连续．
总之，反三角函数 ａｒｃｓｉｎx，ａｒｃｃｏｓx，ａｒｃｔａｎx 和 ａｒｃｃｏｔx 在它们的定义域内都是连

续的． □
　　２．８．２　初等函数的连续性

通过前几节的讨论，我们已经知道：
（１） 三角函数和反三角函数在其定义域内是连续的．
下面我们再讨论其他基本初等函数的连续性．
（２） 指数函数和对数函数的连续性在其定义域内是连续的．
先证明指数函数 a

x∈C （－∞，＋∞），其中 a＞０．
当 a＝１ 时，结论显然成立．当 a＞１ 时，橙x ０ ∈（－∞，＋∞），橙ε＞０，取 δ＝

ｌｏｇ a（１＋εa－ x ０）＞０，则当│x－x ０│＜δ时，有
│ax － a

x ０│＝ a
x ０│ax－ x ０ － １│＜ a

x ０（aδ － １） ＝ ε，
所以，当 a＞１时， ｌｉｍ

x→ x ０
a

x ＝ a
x ０，结论成立．当 a＜１时，请读者给出证明．

　　由 a
x 的连续性及反函数的连续性，立即知道对数函数 ｌｏｇ ax 在（０，＋∞）内连续．

（３） 幂函数的连续性在其定义域内是连续的．
设 y＝x

α，０＜x＜＋∞，α为任一实数，这时

x
α＝ ｅαｌｎx　（０ ＜ x ＜＋∞），

由ｅu 和u＝ｌｎx 的连续性以及复合函数的连续性定理可知，xα是（０，＋∞）上的连续函数．
当α取不同的值时可以分别加以讨论，可以证明，幂函数在其定义域内是连续的．
（４） 双曲函数在其定义域内是连续的．这可由 ｅx 的连续性及连续函数的运算法

则推得．
综上所述可以推知，一切初等函数都在其定义域内连续．
例 ２．８．５　证明 ｌｉｍ

x→０
ｌｎ（１＋x）

x
＝１．
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证　由对数的性质知

ｌｎ（１ ＋ x）
x

＝ ｌｎ（１ ＋ x）１／x，
右端可视作 u＝（１＋x）１／x和 ｌｎu 的复合函数，故
　　 ｌｉｍ

x→０
ｌｎ（１ ＋ x）

x
＝ ｌｉｍ

x→０ ｌｎ（１ ＋ x）１／x ＝ ｌｎ［ｌｉｍ
x→０ （１ ＋ x）１／x］ ＝ ｌｎｅ ＝ １． □

例 ２．８．６　证明ｌｉｍ
x→０

a
x－１
x
＝ｌｎa（a＞０）．

证　作代换 y＝a
x－１，则 a

x＝１＋y，进而得

a
x － １

x
＝ y ｌｎaｌｎ（１ ＋ y），

由于 x→０骋y→０，所以

ｌｉｍ
x→０

a
x － １

x
＝ ｌｉｍ

y→０
yｌｎaｌｎ（１ ＋ y） ＝ ｌｎa．

当 a＝ｅ 时，有 ｌｉｍ
x→０
ｅx － １

x
＝ １． □

　　利用等价无穷小的记号，我们可以把上面两例的结果表为：x→０时
ｌｎ（１ ＋ x） ～ x，　ｅx － １ ～ x．

　　２．８．３　有界闭区间上连续函数的性质

定义在有界闭区间上的连续函数具有一系列重要的性质，这使得对连续函数的

研究及应用比不连续函数的情形要简单得多．
定理 ２．８．４（有界性定理）　闭区间［a，b］上的连续函数 f（x）必定有界．
证　用致密性定理证明．
假设 f（x）在闭区间［a，b］上无界，即橙n，愁x n∈［a，b］，使得

│f（x n）│＞ n．
令 n 取遍一切自然数，则相应地可得到一数列｛x n｝，其中 x n∈［a，b］．且│f（x n）│＞n（n
＝１，２，…）．于是便有

f（x n） → ∞　（n → ∞）．
　　根据致密性定理（见 ２．５ 节定理 ２．５．４），有界数列｛x n｝必含有一收敛子列，不妨

设为｛x n
k
｝，x n

k
→x ０∈［a，b］（k→∞）．对于这个子列，显然也有│f（x n

k
）│＞nk，因此亦有

f（x n
k
）→∞（k→∞）．
另一方面，由 f（x）在［a，b］上的连续性可知ｌｉｍ

x→ x ０
f（x）＝f（x ０）．再由函数极限与数

列极限的关系得

ｌｉｍ
k→∞f（x n

k
） ＝ ｌｉｍ

x→ x ０
f（x） ＝ f（x ０）．

这就产生了矛盾．因此，f（x）在［a，b］上无界的假设是错误的，定理得证． □
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这个定理的假设有两点，一是［a，b］为有界闭区间，一是函数 f （x）连续．这两个

条件缺一不可．例如函数
１
x
在开区间（０，１）上连续但无界．又例如［０，２］上的函数

y ＝
１

x － １，　　x ≠ １，０ ≤ x ≤ ２，
０，　　 　　x ＝ １

在 x＝１处发生间断，且函数在 x＝１附近无界．
定理 ２．８．４可以用数学符号简明地表述如下：
若 f（x）∈C ［a，b］，则愁M ＞０，使得 │f（x）│≤ M 　（橙x ∈ ［a，b］） ．

　　定理 ２．８．５（最大最小值定理）　闭区间［a，b］上的连续函数f（x）必有 大值和

小值．
证　由有界性定理知，f（x）在［a，b］上有界．由确界原理（见第 １章 １．１．４）知，数

集｛f（x）│a≤x≤b｝有上确界β和下确界α，我们证明f（x）有 大值，也就是f（x）可以

达到上确界β．
根据第１章１．１节定理１．１．３，对于ε＝ １

n
（n＝１，２，…），愁x n∈［a，b］（n＝１，２，…），

使得

β－ １
n
＜ f（x n） ≤ β　（n ＝ １，２，…）

于是有 ｌｉｍ
n→∞f（x n） ＝ β．

由致密性定理知，有界数列｛x n｝有一收敛子列｛x n
k
｝，设 x n

k
→x ０∈［a，b］，则由子列的

性质知

ｌｉｍ
k→∞f（x n

k
） ＝ β．

再由 f（x）在 x ０ 点的连续性可推知

β＝ ｌｉｍ
k→∞f（x n

k
） ＝ f（x ０）．

这表明上确界β可以在 x ０ 点达到，亦即 f（x）在［a，b］上有 大值．
同理可证 f（x）有 小值． □
这个定理是说，若 f（x）∈C ［a，b］，则必愁ξ∈［a，b］及η∈［a，b］，使得

f（ξ） ＝ M ＝ ｍａｘ
a≤ x≤ b

f（x），　f（η） ＝ m ＝ ｍｉｎ
a≤ x≤ b

f（x）．
这里，假设条件也是一个不能少的．例如函数ａｒｃｔａｎx 不能达到其上下确界±π２ ，因为

它的定义域（－∞，＋∞）是一个无穷区间．又如函数
１

１＋ｅ１／x 即使在有界闭区间［－１，
１］上也不能达到其上确界 １及下确界 ０，这是因为函数在这个区间上发生间断．

定理 ２．８．６（零点存在定理）　设 f （x）∈C ［a，b］，且 f（a）与f（b）异号，则在（a，b）
内至少存在一点ξ，使 f（ξ）＝０．
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证　我们用确界原理（见第 １章 １．１．４）证明．不妨设 f（a）＜０，f（b）＞０，令
E ＝ ｛x ∈ ［a，b］│f（x） ≤ ０｝，

则因a∈E ，故E 非空，且E 有上界，如b 就是E 的一个上界．所以E 是一个有上界的非

空数集，根据确界原理，E 有上确界，记为 ξ＝ ｓｕｐE．
　　下面先证明a＜ξ＜b．根据连续函数的保号性质可推知，由f（a）＜０，愁δ２＞０，使当

x∈（a，a＋δ１）时，有f（x）＜０；又由f（b）＞０，愁δ２＞０，使当x∈（b－δ２，b）时，f（x）＞０．
因此得

a ＜ a ＋ δ１ ≤ ξ≤ b－ δ２ ＜ b．
　　再证明 f（ξ）＝０，用反证法．若 f（ξ）＞０，则ξ臭E ，且由连续函数的保号性，愁δ＞
０，使当x∈（ξ－δ，ξ＋δ）时，有f（x）＞０，因此，小区间（ξ－δ，ξ＋δ）内不含集合E 的点．
这显然与ξ是 E 的上确界相矛盾．

若 f（ξ）＜０，则愁δ ＞０，使当 x∈（ξ－δ ，ξ＋δ ）时，有 f （x ）＜０．因此，小区间

（ξ－δ ，ξ＋δ ）炒E ，于是ξ不可能是 E 的上确界，这又产生了矛盾．
总之，f（ξ）＞０及 f（ξ）＜０都是不可能的，所以必有 f（ξ）＝０，定理证毕． □
定理 ２．８．６的几何意义是明显的：连续曲线由 x 轴下方跑到 x 轴上方，中间至少

要通过 x 轴一次（见图 ２．２５）．

图２．２５ 图２．２６
从定理 ２．８．６容易推得下面的结果．
定理 ２．８．７（介值定理）　设 f（x）∈C ［a，b］，η是介于 f（a）与f（b）之间的某个数．

则必存在一点ξ∈［a，b］，使得 f（ξ）＝η．
　　证　若η等于f（a）或f（b），则取ξ＝a 或b 即可．若f（a）＜η＜f（b），或f（a）＞η＞
f（b），作辅助函数 F （x）＝f（x）－η，则 F （x）∈C ［a，b］，且

F （a） · F （b） ＝ ［f（a） － η］ · ［f（b） － η］ ＜ ０．
由定理 ２．８．６知，愁ξ∈（a，b），使得 F （ξ）＝０，即 f（ξ）＝η．证毕． □

这个定理是说连续函数可以取得f（a）与f（b）之间的一切值．换句话说，如果I 是

以 f（a）和 f（b）为端点的区间，则f（［a，b］）车I．反过来，若一函数能取到 f （a）与 f（b）
之间的一切值，它是否连续呢？ 考察函数
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f（x） ＝
x，　　　０ ≤ x ＜ １；
３ － x，　１ ≤ x ≤ ２；
x，　　　２ ＜ x ≤ ３．

这个函数可以取到 f（０）＝０与 f（３）＝３之间的一切值，但它不连续（见图 ２．２６）．
推论２．８．１　设f（x）∈C ［a，b］，则f（x）必取得其 大值和 小值之间的任何值．
请读者自己证明．
推论 ２．８．２　若 f（x）∈C ［a，b］，则值域 J＝f （［a，b］）也是一个闭区间（可以退化

为一点）．
证　如果f 是常值函数，则J 退化为一点．如果f 不是常值函数，则J 自然不是单

点集．由于 f （x）在闭区间［a，b］上连续，故有 大值和 小值，它们必含于 J 中．在 J

中任取两点 y １＜y ２，则在［a，b］中有两点 x １ 和 x ２ 使 f （x １ ）＝y １，f （x ２ ）＝y ２．由定理

２．８．７易知J车［y １，y ２］．而 y １ 和 y ２ 是任意的，所以 J 必是一个闭区间． □
例 ２．８．７　证明方程 x

３＋４x ２－３x－１＝０有三个实根．
证　设 f（x）＝x

３＋４x ２－３x－１，则 f（x）∈C （－∞，＋∞）．
因f（０）＝－１＜０，f （１）＝１＞０，所以 f （x）在（０，１）内至少有一个零点，即方程

f（x）＝０至少有一实根．
又 f（－１）＝５＞０，所以方程 f（x）＝０在（－１，０）内至少有一实根．
又 ｌｉｍ

x→－∞f（x）＝－∞，由极限性质知，愁x ０＜０，使 f（x ０ ）＜０，所以方程 f（x）＝０在
（x ０，－１）内至少有一实根．三次方程至多有三个实根，故方程恰有三个实根． □

例 ２．８．８　证明方程 ４－x＝２x 在区间［１，２］内有一个根．
证　令 f（x）＝４－x－２x，易见 f（x）连续，且

f（１） ＝ ４ － １ － ２１ ＝ １ ＞ ０，f（２） ＝ ４ － ２ － ２２ ＝－ ２ ＜ ０，
由定理 ２．８．６知，愁c∈（１，２），使 f（c）＝０． □
　　２．８．４　函数的一致连续性

我们先来回忆一下连续性定义．函数f（x）在x ０ 点连续是指：橙ε＞０，愁δ＞０，橙x

图２．２７

∈O （x ０，δ），有│f （x）－f （x ０）│＜ε．这里的 δ 一般来说

不仅依赖于 ε，也依赖于点x ０．也就是说，当所讨论的点

不同时，δ也会随之而改变（见图 ２．２７）．这就是连续性

定义的局部性．至于函数在区间上的连续性，我们是用

它在这个区间的每一点的连续性来确定的（即是逐点

的）．其实，我们也可以直接定义函数在区间上的连续

性，而不必依赖于函数在一点的连续性概念（即不是逐

点的）．我们的基本出发点是：如果对区间 I 中的所有
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不同点，能求出一个同样大小的 δ，使│f（x）－f （x ０）│＜ε成立，就称f（x）在 I 上是一

致连续的．
定义 ２．８．１（一致连续性）　设函数f（x）定义在区间I（或开或闭或无穷）上．如果

橙ε＞０，愁δ＞０，橙x １，x ２∈I：│x １－x ２│＜δ，有
│f（x １） － f（x ２）│＜ ε，

则称 f（x）在区间 I 上是一致连续的．
换句话说，f（x）在区间 I 上一致连续，是指它在 I 的任意两个彼此充分靠近的点

上的值之差，就绝对值来说，可以任意地小．我们之所以称这种连续性是一致的，是因

为在这里，差│f（x １）－f（x ２）│的任意小并不依赖于点x １ 和x ２ 在区间I 上的位置，而只

要它们彼此充分接近就行了．简单地说，定义中的 δ仅与 ε有关，而与点的位置无关．
一致连续的概念与我们在本章 ２．７．１给出的函数在区间上连续的概念有什么联

系呢？ 首先，这几乎是显然的，即从函数在区间上一致连续性可以推出它在该区间的

每一点的连续性．事实上，假设 f（x）在区间 I 上一致连续，又 x ０ 是 I 的任一点，则当 x

充分逼近 x ０ 时，│f（x）－f（x ０）│可以任意小，而这正表示 f（x）在 x ０ 点连续．然而，比
这个更加深刻得多的事实是：从函数在一个有界闭区间上的每一点的连续性就足以

推出它在这个闭区间上的一致连续性．
定理 ２．８．８（一致连续性定理）　闭区间［a，b］上的连续函数f（x）必定在［a，b］上

一致连续．
由于这个定理的证明比较困难，在此略去．有兴趣的读者可参看数学专业的数学

分析教材．
注意，定理 ２．８．８对开区间（a，b）一般是不成立的．
例２．８．９　f（x）＝ １

x
在开区间（０，１）的每一点都连续，但在该区间并不一致连续．

证　对于任意小的 δ＞０，令 x １＝δ，x ２＝２δ，则│x １－x ２│＝δ，而
│f（x １） － f（x ２）│＝ １δ － １２δ ＝ １２δ．

这里│x １－x ２│可以任意小，但│f（x １）－f（x ２）│可以任意大． □
函数 f（x）＝ｔａｎx 在开区间（－ π２ ， π２ ）也有类似的情形．
例 ２．８．１０　证明函数 f（x）＝ｓｉｎx 在（－∞，＋∞）上一致连续．
证　橙x １，x ２∈（－∞，＋∞），有不等式

│ｓｉｎx １ － ｓｉｎx ２│＝ ２│ｃｏｓ x １ ＋ x ２
２ │·│ｓｉｎ x １ － x ２

２ │≤ │x １ － x ２│，
橙ε＞０，只要取 δ＝ε，则当│x １－x ２│＜δ时，就有

│ｓｉｎx １ － ｓｉｎx ２│≤ │x １ － x ２│＜ ε，
由定义 ２．８．１知，ｓｉｎx 在（－∞，＋∞）上一致连续． □
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习　题　２．８
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 连续函数的运算法则有哪些？
（２） 你怎样利用这些运算法则求函数极限？
（３） 一致连续是怎样的一个概念？
（４） 连续性与一致连续性的概念有什么区别？ 有什么联系？
（５） 若f（x）∈C ［a，b］，c和d 是［a，b］内任意两点，那么f（x）是否可以取到介于f（c）和f（d）之间

的任何值？ 你能证明你的结论吗？
２．确定下列函数的连续区间：
（１） f（x）＝ １

x
３－x

２－２x；　　　　　（２） f（x）＝ x－１
x
２－x

３；

（３） f（x）＝
ｓｉｎx│x│，　x≠０，
１，　 　x＝０；

（４） f（x）＝ｓｇｎ（ｓｉｎx）．
３．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→１
１－xｌｎx ；　　　　　　（２） ｌｉｍx→１ｃｏｓ x

２－１
x－１ ；　　　　　（３） ｌｉｍx→a

＋
x － a

x
２－a

２ （a＞０）；

（４） ｌｉｍ
x→ π２

２ｃｏｓ２ x２
３ｓｅｃx； （５） ｌｉｍ

x→１
１＋x２＋x

１－ x１＋x ； （６） ｌｉｍ
x→＋∞（ａｒｃｔａｎx）ｃｏｓ

１
x ；

（７） ｌｉｍ
x→∞

x１＋x

x； （８） ｌｉｍ
x→０

１
x＋１

１３x；
（９） ｌｉｍ

x→０
ｌｎ（ｃｏｓ２x＋ １－x

２）ｅx＋ｓｉｎx ＋（１＋x）x ．
４．试利用定理２．８．７证明：每一个正数有一个平方根．换句话说，若α＞０，则有一数x 能满足x

２＝α．
５．证明下列方程在给定区间上至少有一根：
（１） x２x＝１，０≤x≤１；　　　（２） x

３＋px－q＝０ （p＞０），－∞＜x＜＋∞．
６．设f（x）∈C ［０，１］，并且橙x∈［０，１］，０＜f（x）＜１（画一图）．求证：愁x ０ ∈（０，１），使得f（x ０）＝x ０
（称方程f（x）＝x 的根为函数f 的不动点）．

７．设f（x）、g（x）∈C ［a，b］，且f（a）＜g（a），f（b）＞g（b）．证明：愁c∈（a，b），使得f（c）＝g（c）．
（Ｂ）

１．闭区间［a，b］上的连续函数f（x）的值域也是一个闭区间吗？ 试证明你的结论．
２．证明：若f（x）∈C （－∞，＋∞），且 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）与 ｌｉｍ
x→－∞f（x）都存在，则f（x）必有界．

３．设f（x）∈C （a，b），且f（a＋）与f（b－）都存在．证明f（x）在（a，b）一致连续．
４．设f（x）在［a，b］上满足李普希兹条件：

│f（x） － f（y）│≤ L│x － y│　（橙x，y ∈ ［a，b］），
　其中L 为常数．证明f（x）在［a，b］上一致连续．
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答案与提示

（Ａ）
２．（１） （－∞，－１），（－１，０），（０，２），（２，＋∞）；
（２） （－∞，０），（０，１），（１，＋∞）；　（３） （－∞，０），（０，＋∞）；
（４） （kπ，（k＋１）π），k＝０，±１，±２，…．

３．（１）－１；　（２）ｃｏｓ２；　（３）０；　（４）ｅ３；　（５）１；　（６） π２ ；　（７）ｅ－１；　（８）ｅ－
１３ ；　（９）１＋ｌｎ２．

４．令f（x）＝x
２，取区间［０，b］，使f（b）＞a＞f（０）．

５．（１）在［０，１］上考察f（x）＝x２x－１；　（２）令f（x）＝x
３＋px－q，考察f（０）与f（q１／３）的符号．

６．对φ（x）＝f（x）－x 在［０，１］上应用定理２．８．７．
７．对φ（x）＝f（x）－g（x）在［a，b］上用定理２．８．７．

（Ｂ）
１．是的．利用介值定理证明．
２．利用极限定义证．
３．补充定义f（a）＝f（a＋），f（b）＝f（b－）．
４．橙ε＞０，取δ＝ ε

L
．

总 习 题 （２）
１．在极限ｌｉｍ

n→∞xn＝a 或 ｌｉｍ
x→x０

f（x）＝A 的精确定义中，
（１） 先有ε（＞０），还是先有N （或δ）？
（２） 为什么ε要任意给定？
（３） 对于给定的ε，对应的N （或δ）是否唯一？
（４） 当ε减小时，N （或δ）一般会怎样变化？
（５） ０＜│x－x ０│＜δ中为什么要取绝对值？ 不取绝对值可以吗？ 不取绝对值表示什么意思？ 只

写│x－x ０│＜δ可以吗？ │x－x ０│＞０表示什么意思？
（６） f（x ０）≠A ，或f（x ０）没有意义，对 ｌｉｍ

x→x０
f（x）＝A 有无影响？ 为什么？

（７） 定义中的两个不等式表示什么意思？
２．用极限的精确定义证明：
（１） 若 ｌｉｍ

x→x０
f（x）＝A ，则 ｌｉｍ

x→x０
f
２（x）＝A

２；
（２） 若 ｌｉｍ

x→x０
f（x）＝A＞０，则 ｌｉｍ

x→x０
f（x）＝ A ．

３．计算下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→４
２x＋１－３

x－２－ ２ ；　　　　　　　　（２） ｌｉｍx→０
５x

３ １＋x－ ３ １－x
；
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（３） ｌｉｍ
x→∞
（x＋１）（x ２＋１）…（xn＋１）

（（nx）n＋１）n＋１２
； （４） ｌｉｍ

n→∞
１－x

２n＋１
２＋x

２n ；
（５） 对－１≤x≤１，求ｌｉｍ

n→∞
x（１＋ｓｉｎπx）n＋ｓｉｎπx（１＋ｓｉｎπx）n＋１ ；

（６） ｌｉｍ
x→０

１＋xｓｉｎx－ｃｏｓx
ｓｉｎ２ x２

；　　　（７） ｌｉｍ
x→０（１＋３ｔａｎ２x）ｃｏｔ

２
x；　　　（８） ｌｉｍα→π ｓｉｎα

１－ απ
２；

（９） ｌｉｍ
x→∞

x
２

x
２－１

x； （１０） ｌｉｍ
n→∞n n ｔａｎ x

n
－ｓｉｎ x

n
；

（１１） ｌｉｍ
n→∞（ｓｉｎ n＋１－ｓｉｎ n ）； （１２） ｌｉｍ

n→∞ｃｏｓ x２ ｃｏｓ x２２…ｃｏｓ x２n．
４．设［x］表示不超过x 的 大整数部分，求ｌｉｍ

x→０x
１
x
．

５．求ｌｉｍ
x→０

２x＋３x

５
１
x．

６．设x 为任意实数，求ｌｉｍ
n→∞ｓｉｎｓｉｎ…ｓｉｎ

n个

x．
７．设x １＝４，xn＝ １

xn－１＋xn－１２ （n＝２，３，…），求ｌｉｍn→∞xn．
８．选择题（正确答案只有一个）：
（１） 函数f（x）＝xｓｉｎx（　　　）．
（Ａ） 当x→∞时为无穷大； （Ｂ） 在（－∞，＋∞）内有界；
（Ｃ） 在（－∞，＋∞）内无界； （Ｄ） 在x→∞时有有限极限．

（２） 曲线y＝１＋ｅ－x
２

１－ｅ－x２ （　　　）．
（Ａ） 没有渐近线； （Ｂ）仅有水平渐近线；
（Ｃ） 仅有垂直渐近线； （Ｄ） 既有水平渐近线又有垂直渐近线．

（３） 当x→１时，函数f（x）＝x
２－１

x－１ ｅ
１

x－１的极限（　　　）．
（Ａ） 等于２； （Ｂ） 等于０； （Ｃ） 为∞； （Ｄ） 不存在但不为∞．

（４） 曲线y＝ｅ１／x２ａｒｃｔａｎ x
２＋x＋１（x－１）（x＋２）的渐近线有（　　）条．

（Ａ） １条； （Ｂ） ２条； （Ｃ） ３条； （Ｄ） ４条．
９．当x→０时，试确定下列无穷小对于x 的阶数：
（１） １＋ｔａｎx－ １－ｓｉｎx；　　（２） x

２＋ ３
x
４ ；

（３） １１－x
－１－x－x

２； （４） ２ｓｉｎx－ｓｉｎ２x．
１０．证明：若 ｌｉｍ

x→x０
f（x）
g（x）＝A≠０，且 ｌｉｍ

x→x０
f（x）＝０，则 ｌｉｍ

x→x０
g（x）＝０．

１１．已知ｌｉｍ
x→∞

x
２

x＋１－ax－b ＝０，求常数a，b．
１２．已知ｌｉｍ

x→１
x
２＋bx＋c１－x

＝５，求常数b，c．
１３．试利用等价无穷小代换求极限ｌｉｍ

x→０
x
２

１＋xｓｉｎx－ ｃｏｓx．
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１４．设x→x ０（或x→∞）时，α（x）→０，β（x）→０，且β（x）是α（x）的高阶无穷小．证明：存在x ０ 的一个空

心邻域O ０（x ０），在此邻域内表达式α（x）＋β（x）的正负号由α（x）确定（或存在充分大的X ＞０，使
当│x│＞X 时，表达式α（x）＋β（x）的正负号由α（x）确定）．

１５．指出下列函数的间断点（若有的话）及其类型．如果是可去间断点，则补充函数的定义使之连

续．
（１） y＝ x

２－x│x│（x ２－１）；　　（２） y＝ｅ２＋ｅ
１
x

ｅ２－ｅ １x ；　　（３） y＝ ｃｏｓ πx２ ，　│x│≤１，
│x－１│，　│x│＞１；

（４） y＝
ｌｎ（１＋x）

x
，　　　 　x＞０，

　　０，　　　　　　x＝０，
１＋x－ １－x

x
，　－１≤x＜０；

　　（５） y＝ｌｉｍ
n→∞
３nx１－nx

．

１６．设函数f（x）＝
ｓｉｎax

１－ｃｏｓx ，　　　　　x＜０，
　　　b，　　　 　　　x＝０，
１
x
［ｌｎx－ｌｎ（x ２＋x）］，　x＞０．

试问a，b 为何值时，f（x）为连续函数．

１７．设f（x）＝ｌｉｍ
n→∞

x
２n－１＋ax

２＋bx
x
２n＋１ 为连续函数，试确定常数a 和b．

１８．设有函数 f （x）＝ x，　x＜１，
a，　x≥１，　g （x）＝ b，　 　x＜０，

x＋２，　x≥０．问当 a，b 为何值时，F （x）＝f （x）＋
g（x）∈C （－∞，＋∞）．

１９．设y＝ x
αｓｉｎ １

x
，　x＞０，

ｅx＋β，　　x≤０．
试根据不同的α和β，讨论函数y 在x＝０处的连续性（包括左、右连续

性以及间断点的类型）．
２０．设函数φ（x）在x＝０连续，且φ（０）＝０，│f（x）│≤φ（x）．证明f（x）在x＝０连续．
２１．设f（x）满足f（x＋y）＝f（x）＋f（y），且f（x）在x＝０连续．证明f（x）在任意点x 处都连续．
２２．设f（x）是周期函数，且 ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝０．试证明f（x）≡０．
２３．设f（x）为连续函数，x １ 和x ２（x １＜x ２）是方程f（x）＝０的相邻的两个根．又存在点c∈（x １，x ２），使

f（c）＞０．证明在区间（x １，x ２）内有f（x）＞０．
２４．证明方程 ５

x－１＋ ７
x－２＋ １６

x－３＝０有一根介于１与２之间，另有一根介于２与３之间．
２５．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
ｌｎｃｏｓaxｌｎｃｏｓbx

；　　（２） ｌｉｍ
x→０

１＋xｓｉｎx－１
ｅx
２－１ ；　　（３） ｌｉｍ

x→０

n １＋αx－ m １＋βx
x

　 α
n
≠ β

m
；

（４） ｌｉｍ
x→０

a
x＋b

x＋c
x

３
１
x （a＞０，b＞０，c＞０）；　　　（５） ｌｉｍ

x→０
xｅ２x（ｅ２x－１）２ａｒｃｓｉｎx ２
（ ４ １＋x

４－１）ｌｎ（１＋８x）．

答案与提示

３．（１） ２３ ２ ；　（２）１５２ ；　（３）n－
n（n＋１）２ ；
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（４）原式＝

２３ ，x＝－１，
０，x＝１，
１２ ，│x│＜１，
－x，│x│＞１；

　　（５）原式＝

　ｓｉｎπx，　－１＜x≤０，
－ １２ ，x＝－１，
　 １２ ，　x＝１，
　x，　０＜x＜１；

（６）４；　（７）ｅ３；　（８） π２ ；　（９）１；　（１０）x
３
２ ；　（１１）０；　（１２）ｓｉｎxx

．
４．利用 １

x
－１＜ １

x
≤ １

x
（x≠０），ｌｉｍ

x→０x
１
x
＝１．

５．利用０≤ ２x＋３x

５
１
x≤ ３x＋３x

５
１
x ，原式＝０．

６．先对０≤x≤π证明yn＝ｓｉｎｓｉｎ…ｓｉｎx 单调减少有下界．从而ｌｉｍ
n→∞yn＝０．

７．先证｛xn｝单调减少有下界，再求出ｌｉｍ
n→∞xn＝ ２ ．

８．（１）（Ｃ）；　（２）（Ｄ）；　（３）（Ｄ）；　（４）（Ｂ）．
９．（１）１；　（２） ２３ ；　（３）３；　（４）３．
１１．a＝１，b＝－１．
１２．b＝－７，c＝６．
１３．４３ ．
１５．（１）x＝０为跳跃间断点；x＝１为可去间断点，可补充定义y（１）＝ １２ ；x＝－１为无穷间断点；
（２）x＝０为跳跃间断点，x＝ １２ 为无穷间断点；　（３）x＝－１为跳跃间断点；
（４）x＝０为可去间断点，令y（０）＝１；　（５）x＝０为可去间断点，令y（０）＝－３．

１６．a＝ ２２ ，b＝－１．
１７．a＝０，b＝１．
１８．a＝１，b＝２．
１９．α＞０，β＝－１时，y 在x＝０连续；α＞０，β≠－１时，x＝０为第一类间断点；α≤０时，y 在x＝０为

左连续，右间断（第二类）．
２５．（１）a

２
b
２ ；　（２） １２ ；　（３） αn － βm ；　（４）

３
abc；　（５）２．
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第 ３ 章　一元函数微分学

　　在我们根据需要研究那些变化着的量时，其变化的快慢，即速度问题，常常是主

要的问题之一．飞机或火车运动的速度是它们的工作效能的重要标志．经济增长的快

慢反映出一个国家的经济实力．一条由比较低的地方上升到较高地方的公路，它的险

峻程度直接与这条路在当地升高的快慢密切相关．变化的速度（即变化率）涉及广阔

的领域．研究这类问题的工具就是函数的导数．知道了函数在各个点上的变化趋势，
就可以在一点估计函数的微小改变量．这微小的改变量就是函数的微分．

本章将学习如何求导数和微分，并将进一步研究导数与微分的一些更深刻的性

质，这些性质是微分学的理论基础，其中有一系列定理起着基础的作用，我们把这些

定理都叫作“微分中值定理”．之所以这样称呼，是因为在某种条件下，在给定的区间

（a，b）上可以找到这样一点ξ，使f（x）在闭区间［a，b］上的某些性质可以用它的导数在

点ξ的值f′（ξ）来表示．这些定理还有一个很好的功用，那就是沟通函数f 及其导数f′
之间的信息，使得我们可以利用导数来研究函数．本章还将介绍如何利用导数来研究

函数的性态，并给出导数在一些实际问题中的应用．

３．１　导 数 概 念

　　３．１．１　导数的定义

导数概念是 １７ 世纪时由两个问题产生的，这两个问题就是速度问题和切线问

题．我们先考察瞬时速度问题．
非匀速运动的瞬时速度　假定知道物体的运动规律为s＝f（t），其中t表示时间，

距离s是t的函数．我们希望确定t时刻物体运动的瞬时速度．当时间从t变化到t＋Δt

时，时间的改变量为Δt，在这段时间内物体经过的距离为

Δs＝ f（t＋ Δt） － f（t），
于是，物体在时间间隔Δt内运动的平均速度是

ΔsΔt
＝ f（t＋ Δt） － f（t）Δt

． （３．１．１）
很显然，当改变量Δt很小时，速度变化不大，可近似地看作匀速运动，ΔsΔt

可以看成物

体在时刻t的瞬时速度的近似值．说得确切一些，就是，只要把Δt取得充分小，ΔsΔt
就可

以任意地逼近所要找的瞬时速度．用极限的语言说，就是，当Δt→０时，我们所要找的



瞬时速度 v（t）就是（３．１．１）式的极限，即
v（t） ＝ ｌｉｍΔt→０

ΔsΔt
＝ ｌｉｍΔt→０

f（t＋ Δt） － f（t）Δt
． （３．１．２）

　　因此，可以给瞬时速度下一个定义：运动着的物体的瞬时速度就是它所走过的路

程与时间之比在时间趋于零时的极限（如果这个极限存在的话）．瞬时速度是一个理

论概念，一个抽象概念，它与任何观测得出的量都不同，领会这一点是重要的．然而，
认为瞬时速度与平均速度无关也是不对的．请记住瞬时速度 v（t）不等于Δt的任何特

定值时的平均速度
f（t＋Δt）－f（t）Δt

，而是当Δt→０时这些平均速度的极限．
例 ３．１．１　真空中的自由落体的运动规律为

s＝ f（t） ＝ １２ gt
２，

其中 g 是重力加速度．考虑时间间隔［t，t＋Δt］，在Δt很小时，在局部上可以把变速运

动近似看作匀速运动，得到在Δt时间内的平均速度

ΔsΔt
＝ f（t＋ Δt） － f（t）Δt

＝ gt＋ １２ gΔt，
于是在时刻 t，落体的瞬时速度为

v（t） ＝ ｌｉｍΔt→０
ΔsΔt
＝ ｌｉｍΔt→０ gt＋ １２ gΔt ＝ gt． □

　　在上面求运动物体的瞬时速度时，也遇到求改变量之比的极限的问题．由此我们

引入下面的定义．
定义 ３．１．１（导数）　设 y＝f（x）在（a，b）上定义，x∈（a，b）．若极限

ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
＝ ｌｉｍΔx→０

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
，　x ＋ Δx ∈ （a，b）

存在，则称函数 f（x）在 x 点可导，称极限值为 f（x）在 x 点的导数，记作

y′＝ f′（x） ＝ ｌｉｍΔx→０
f（x ＋ Δx） － f（x）Δx

．
　　如果 f（x）在（a，b）内每一点都有导数，则 f′（x）也是 x 的函数，它是由 f （x）导出

的一个新函数，称为 f（x）的导函数，简称导数，常记为 f′．
在前面讨论的问题中，瞬时速度是距离对时间的导数，记成

v（t） ＝ s′（t） ＝ ｌｉｍΔt→０
f（t＋ Δt） － f（t）Δt

．
　　导数的记号f′（x）或y′是拉格朗日引入的．牛顿用y

·
表示导数，在一般物理书中常

用s
·
表示瞬时速度．莱布尼兹则引入记号

ｄyｄx ＝ ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx

来表示导数，象征着导数是改变量之比的极限，并把导数称为“微商”．现在我们只能
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把
ｄyｄx作为一个整体记号来理解，等到学过微分后，也可以作为比式来理解．
例 ３．１．２　设 f（x）＝c（常数），则 f′（x）＝０．
证　因为　　　f（x＋Δx）－f（x）Δx

＝c－cΔx
＝０，

所以 f′（x） ＝ ｌｉｍΔx→０
c－ cΔx

＝ ０．
由于常数函数是不变的，因此结论（c）′＝０是毫不奇怪的． □

例 ３．１．３　设 I（x）是恒等函数，即 I（x）＝x，则
I′（x） ＝ ｌｉｍΔx→０

I（x ＋ Δx） － I（x）Δx
＝ ｌｉｍΔx→０

x ＋ Δx － xΔx
＝ １．

此外，很容易算出，若 f 是线性函数

f（x） ＝ ax ＋ b，
则 f′（x） ＝ a． □
　　下面我们举一个不可导函数的例子．

例 ３．１．４　设 f（x）＝│x│，则 f′（０）不存在．
证　差商

f（０＋Δx）－f（０）Δx
＝│Δx│Δx

＝ １，　　Δx＞０，
－１，　Δx＜０．

因此 ｌｉｍ
Δx→０－

│Δx│Δx
＝－ １，　 ｌｉｍ

Δx→０＋
│Δx│Δx

＝ １．
从而 ｌｉｍΔx→０

│Δx│Δx
不存在，即 f′（０）不存在． □

例 ３．１．４告诉我们，不是所有的连续函数都可导．但是，由定义 １．１．１可以推知，
可导函数一定连续（请读者自己证明）．

利用单侧极限可以定义函数的单侧导数．如果左（右）极限

ｌｉｍ
Δx→０－

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
ｌｉｍ
Δx→０＋

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx

存在，则称此极限值为函数 f（x）在 x 点的左导数（右导数），记作

f′－（x） ＝ ｌｉｍ
Δx→０－

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
　 f′＋ （x） ＝ ｌｉｍ

Δx→０＋
f（x ＋ Δx） － f（x）Δx

．
利用极限与左、右极限的关系立即可得：

f（x）在 x ０ 点可导骋f（x）在 x ０ 的左、右导数存在且相等．
例 ３．１．４中的函数 f（x）＝│x│在 x＝０点的左、右导数分别为－１和 １，所以 f′（０）

不存在．
我们说函数 f （x）在闭区间［a，b］上可导，是指它在［a，b］的每一点的导数存在，

区间端点的导数理解为单侧导数．
例 ３．１．５　设 f（x）＝ x

２，　x≤０，
x， x＞０，　则
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f（０＋Δx）－f（０）Δx
＝ Δx，　Δx＜０，
１， 　Δx＞０．

因此 ｌｉｍ
Δx→０－

f（０＋Δx）－f（０）Δx
＝０．

但 ｌｉｍ
Δx→０＋

f（０＋Δx）－f（０）Δx
＝１，

故 f′（０）不存在．不过，当 x≠０时 f′（x）是存在的，不难算出

f′（x） ＝ ２x，　 x ＜ ０，
１，　　x ＞ ０． □

　　下面把例３．１．４和例３．１．５中的函数f 及其导数f′的图像画出来，见图３．１和图

３．２．

图３．１

图３．２
　　由图中可以看出，在 x＝０ 这个不可导点处，函数 f 的图形是“不光滑”的——有

一个尖点．有趣的是，在尖点出现的地方，即 x＝０处，两个函数的导函数均发生间断．
下面我们再给出几个简单函数的导数．
例 ３．１．６　正弦函数和余弦函数的导数．设 f（x）＝ｓｉｎx，g（x）＝ｃｏｓx，则

f′（x） ＝ ｃｏｓx，　g′（x） ＝－ ｓｉｎx．
　　证　因为　f（x＋Δx）－f（x）Δx

＝ｓｉｎ（x＋Δx）－ｓｉｎxΔx
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＝２ｃｏｓ x＋Δx２ ｓｉｎ Δx２Δx
＝ｃｏｓ x＋Δx２

ｓｉｎ Δx２Δx２
，

所以 f′（x） ＝ ｌｉｍΔx→０ ｃｏｓ x ＋ Δx２
ｓｉｎ Δx２Δx２

＝ ｃｏｓx．

　　对于（ｃｏｓx）′＝－ｓｉｎx 可类似证明． □
例 ３．１．７　对数函数的导数．设 f（x）＝ｌｏｇ ax（x＞０），则

f′（x） ＝ １
x
ｌｏｇ aｅ．

　　证　因为　　f（x＋Δx）－f（x）Δx
＝ｌｏｇ a（x＋Δx）－ｌｏｇ ax

Δx
＝ １

x
ｌｏｇ a １＋Δx

x

x

Δx ，
所以 f′（x）＝ ｌｉｍΔx→０

１
x
ｌｏｇ a １＋Δx

x

x

Δx＝ １
x
ｌｏｇ aｅ．

特别地，以 ｅ 为底的自然对数，有
（ｌｎx）′＝ １

x
．

此时导数形式 简单，这也是高等数学常用自然对数的理由． □
例 ３．１．８　设 f（x）＝x

１
n （n 为正整数，x＞０），则

f′（x） ＝ １
n

x
１
n
－１．

　　证　因为

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
＝（x ＋ Δx） １n － x

１
n

Δx
＝ （x ＋ Δx） １n － x

１
n

［（x ＋ Δx） １n ］n － ［x １
n ］n

＝ １
∑n－１
k＝０
［（x ＋ Δx） １n ］k［x １

n ］n－１－ k

，

所以 f′（x） ＝ ｌｉｍΔx→０
１

∑n－１
k＝０
［（x ＋ Δx） １n ］k［x １

n ］n－１－ k

＝ １
∑n－１
k＝０

x
１－ １

n

＝ １
n

x
１
n
－１． □

　　对于（x n） ＝nx
n－１（n 为非负整数），请读者自行给出证明．

　　３．１．２　导数的几何意义

导数概念的另一个来源是几何方面的问题．在天文观察中离不开望远镜，伽利略
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发明了第一架天文望远镜，为了改进望远镜，就需要研究曲线的法线，而求曲线的法

线引出了求曲线的切线的问题．
设 y＝f （x ）表示一条平面曲线，P ０ （x ０，f （x ０ ））表示曲线 y＝f（x）上的一定点，

P （x，f（x））表示曲线上一动点．曲线上过 P ０、P 两点的割线的斜率为
f（x）－f（x ０）

x－x ０ ．

图３．３

由图 ３．３知
f（x） － f（x ０）

x － x ０ ＝ ｔａｎα．
当x→x ０ 时，点P 沿曲线趋向点P ０，同时割线P ０P 也随之

绕着 P ０ 点转动，当 P 移向 P ０ 时，若割线P ０P 趋向于某一

极限位置（即某一直线），则称割线的极限位置为曲线在

P ０ 点的切线．若 f（x）在 x＝x ０ 可导，则 x→x ０ 时，割线的

斜率

f（x） － f（x ０）
x － x ０ ＝ ｔａｎα

的极限为 f′（x ０），即
ｔａｎα０ ＝ ｌｉｍ

x→ x ０
ｔａｎα＝ ｌｉｍ

x→ x ０
f（x） － f（x ０）

x － x ０ ＝ f′（x ０）．
这 表明割线P ０P 的极限位置就是过 P ０ 点并以 ｔａｎα０ 为斜率的直线 T．根据切线的定

义，T 就是曲线在 P ０ 点的切线．
因此，函数y＝f（x）在x ０ 点可导，在几何上表示曲线y＝f（x）在P ０（x ０，f（x ０））点

的切线存在；导数 f′（x ０）就是曲线 y＝f（x）在 P ０（x ０，f（x ０））点的切线的斜率．由直线

的点斜式方程，可以写出曲线过 P ０ 点的切线方程

y － f（x ０） ＝ f′（x ０）（x － x ０）
及过 P ０ 点的法线方程

y － f（x ０） ＝－ １
f′（x ０）（x － x ０）　（设 f′（x ０） ≠ ０）．

　　反过来，如果曲线 y＝f（x）在 P ０（x ０，f（x ０））点的切线存在，则函数 y＝f（x）在 x ０

点导数f′（x ０）或者存在，或者为＋∞、－∞、∞．例如函数y＝ ３
x 在（０，０）点的切线存

在，而在 x＝０的导数为＋∞．
例 ３．１．９　求抛物线 y＝x

２ 过点（x ０，x ２０）的切线方程．
解　因 y′＝２x，y′（x ０）＝２x ０，所以切线方程为

y － x
２０ ＝ ２x ０（x － x ０），

化简得 y ＝ ２x ０ x － x ０
２ ． （３．１．３）　□

下一个例题讨论光在镜面的反射．我们先叙述光的反射定律．
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① 在均匀介质中光沿直线传播．
② 当光线碰到平镜时，光线要反射．入射线与镜面垂线的夹角（记作 i）等于反射

线与镜面垂线的夹角（记作 r），见图 ３．４．角 i称为入射角，角 r 称为反射角．

图３．４

③ 光在曲面镜上的反射也遵守同样的

法则，即
入射角＝反射角

此时镜面的垂线定义为与镜面在入射点的

切线相垂直的直线（即法线，见图 ３．４ 中的

虚线）．
例 ３．１．１０　研究光线从位于 xOy 平面上一抛物镜面的反射，这个抛物镜面由抛

物线y＝x
２ 绕y 轴旋转而成．我们要计算当入射线与y 轴平行时，反射线的轨迹，特别

希望求出反射线与y 轴交点F 的位置（见图３．５）．令P 表示入射点，G 表示过P 点的切

线与 y 轴的交点．从图上可得以下的几何关系：因为 r＝i，所以ΔF G P 是等腰三角形，

图３．５

因而

P F ＝ F G． （３．１．４）
设 P＝（a，a２），F＝（０，k）．由勾股定理知

　　　　　P F
２＝a

２＋（a２－k）２．　 （３．１．５）
下面计算G 点的y 坐标．由于G 点是切线与y 轴的交点，所
以G 的y 坐标是切线方程在x＝０的值．根据例３．１．９中的

切线方程（３．１．３）可知，G 的坐标是（０，－a
２）．于是

F G ＝ k － （－ a
２） ＝ k＋ a

２． （３．１．６）
由（３．１．４）、（３．１．５）、（３．１．６）式得

a
２ ＋ （a２ － k）２ ＝ （k＋ a

２）２，
从而求得 k＝ １４ ．
这就得出了一个有趣的结论：对所有点P ，点F 的位置都相同，即一切与y 轴平行的入

射线的反射线都经过点 ０， １４ ．这个点称为曲线 y＝x
２ 的焦点．

从很远的物体如一颗星星上发来的射线是非常接近于平行线的．因此，若抛物镜

的轴指向这颗星星，那么所有射线都反射到焦点．利用这个原理可以制造望远镜．由
于太阳光线几乎是平行的，因此可以用一个抛物镜很好地聚焦．我们知道，１９９０ 年北

京亚运会的圣火以及 １９９６年第 ２６届奥运会的圣火，都是利用这个原理点燃的．
如果把上述问题反推回去，就可得出这样的结论：当我们把光源放置在焦点

０， １４ 处时，光线经抛物镜面反射后成平行光束．而这一点正是制造探照灯的根据．
□
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习　题　３．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 导数是描述客观世界中什么现象的变量？ 你能举几个例子吗？
（２） 连续函数是否可导？ 用例子说明你的结论．
（３） 如果f′（x ０）＝ ｌｉｍΔx→０

f（x ０＋Δx）－f（x ０）Δx
＝ ｌｉｍΔx→０

ΔyΔx
存在，那么是否有

ΔyΔx
＝ f′（x ０） ＋ o（１）　（Δx → ０）？

（４） 什么叫左导数和右导数？ 它与导数有什么区别和联系？
（５） 符号f′＋（x ０）与f′（x＋０ ）是一回事吗？ 为什么？
（６） 导数的几何意义是什么？
（７） 曲线y＝f（x）过点（x ０，f（x ０））的切线方程和法线方程是怎样的？

２．试判断下列命题的真假，并说明理由．
（１） 设f（x）在x＝０可导，若f（０）＝０，则f′（０）＝０，反之也成立；
（２） 若f（x）在x ０ 点可导，且在O （x ０）内f（x）＞０，则有f′（x ０）＞０；
（３） 若f（x）在［－a，a］上为偶函数，且f′（０）存在，则f′（０）＝０；
（４） 设φ（x）＝f（x）＋g（x），若φ（x）在x ０ 点可导，则f、g 中至少有一个在x ０ 点可导；
（５） 设φ（x）＝f（x）g（x），若φ（x）在x ０ 点可导，则f、g 中至少有一个在x ０ 点可导；
（６） 若f（x）在x ０ 点可导，则│f（x）│在x ０ 点也可导，反之也成立．

３．下列各式可否成为f（x）在x ０ 点的导数的定义？ 请说明理由．
（１） y＝f （x）在（a，b）内定义，x ０∈（a，b）．若极限 ｌｉｍΔx→０

f（x ０）－f（x ０－Δx）Δx
存在，则称该极限为

f（x）在x ０ 点的导数．
（２） y＝f（x）在（a，b）内定义，x，x ０∈（a，b），若极限 ｌｉｍ

x→x０
f（x）－f（x ０）

x－x ０ 存在，则称该极限为f（x）在
x ０ 点的导数．

（３） y＝f（x）在（a，b）内定义，x ０∈（a，b），若极限 ｌｉｍΔx→０
f（x ０＋Δx）－f（x ０－Δx）２Δx

存在，则称该极限

为f（x）在x ０ 点的导数．
４．设f（x），φ（x）在（a，b）内定义，x ０∈（a，b）．并且对任何x∈（a，b），有（１） f（x）－f（x ０）＝φ（x）（x－

x ０）；（２） φ（x）在x ０ 点连续．求证：f（x）在x ０ 点可导，且f′（x ０）＝φ（x ０）．
５．设f（x）在a 点可导，求极限ｌｉｍ

h→０
f（a＋nh）－f（a－m h）

h
．

６．已知物体的运动规律为s＝t
３（ｍ），求该物体在t＝３ ｓ 时的速度．

７．工厂生产x 件某产品的总成本y 用函数 y＝ C （x）表示，即总成本是产品数量的函数．我们希望

知道总成本随产出增加（或减少）的变化率．显然，每件产品的平均成本为 C （x）
x
．如果产出从某

一水平x 增加一个量Δx，相应地，总成本就增加Δy＝C （x＋Δx）－C （x）．于是每单位产出增量的
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平均成本就是ΔyΔx
＝C （x＋Δx）－C （x）Δx

．试求产品数量为 x ０ 时总成本关于产品数量的变化率，
经济学中称之为产品的边际成本．

８．设有需求函数y＝f（x），其中x 表示产品件数，y 表示单价，则总收益R 为x 与y 的乘积，即R （x）
＝xy＝xf（x）．总收益随需求变化的变化率即总收益对 x 的导数，称之为边际收益．现在考虑

需求函数为３x＋４y＝１０，即y＝ ５２ － ３４ x，求边际收益R′（x）．
９．利用定义求下列函数在x＝０处的导数：

f（x）＝ x
２ｓｉｎ １

x
，　x≠０，

０，　　　　x＝０．
１０．在曲线y＝２＋x－x

２ 上的哪些点其切线

（１） 平行于x 轴？
（２） 平行于第一象限角的平分线？

１１．求曲线y＝ １
x

过点（１，１）的切线．
１２．给定抛物线y＝x

２－x＋３，求过点（２，５）的切线与法线方程．
１３．在曲线y＝２ｓｉｎx（－π≤x≤π）上求出“曲线的坡度”（指│y′│）大于１的区域．

（Ｂ）
１．试确定常数a 与b 的值，使下列函数在x＝１处可导：
（１） f（x）＝ x

２－１，　x＞１，
ax＋b，　x≤１；　　（２） f（x）＝

２１＋x
２，　x≤１，

ax＋b，　x＞１．
２．设f（x）＝x（x－１）（x－２）…（x－１００００），求f′（０）．
３．证明：（１） 偶函数的导数是奇函数；（２） 奇函数的导数是偶函数．
４．证明周期函数的导数仍为周期函数．
５．设f（x）＝│x－a│φ（x），φ（x）连续且φ（a）≠０．证明f（x）在a 点不可导．
６．给定曲线y＝x

２＋５x＋４．
（１） 确定b，使直线y＝３x＋b 为曲线的切线；
（２） 确定m ，使直线y＝m x 为曲线的切线．

７．求曲线y＝x
２－２x 和y＝－x

２＋１分别在点（２，０）与（１，０）的切线的交点．
８．求一条直线，使它与两个函数f（x）＝x

２ 和g（x）＝x
２－２x 的图形相切．

９．曲线y＝ｌｎx 与x 轴的交角如何？
１０．证明 抛物线 y＝ a （x － x １ ） （x － x ２ ） （a≠０， x １ ＜ x ２ ）与 x 轴 相 交 所 成 两 角 α及 β

０＜α＜ π２ ，０＜β＜ π２ 彼此相等．

答案与提示

（Ａ）
２．（１）错； （２）错； （３）对； （４）错； （５）错； （６）错．
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３．（１）可以；　（２）可以；　（３）不能．
５．（m＋n）f  （a）．
６．２７ ｍ／ｓ．
８．５２ － ３２ x．
９．f  （０）＝０．
１０．（１）点 １２ ， ９４ ；　（２）点（０，２）．
１１．y＝－x．
１２．切线y＝３x－１，法线x＋３y－１７＝０．
１３．│x│＜ π３ 及２π３ ＜│x│＜π．

（Ｂ）
１．（１）a＝２，b＝－２；　（２）a＝－１，b＝２．
２．１００００！．
５．f

－（a）＝－φ（a），f ＋（a）＝φ（a）．
６．（１）b＝３；　（２）m＝９和m＝１．
７． ３２ ，－１ ．
８．y＋x＝－ １４ ．
９．θ＝４５°．

３．２　求 导 法 则

我们将证明，可导函数的和、差、积、商、复合及反函数同样是可导的，并且给出相

应的求导法则．
　　３．２．１　函数和、差、积、商的导数

定理 ３．２．１（和的导数）　设 f 和 g 是可导函数，则它们的和函数是可导的，且
（f ＋ g）′＝ f′＋ g′． （３．２．１）

　　证　令 y（x）＝f（x）＋g（x），则差商

ΔyΔx
＝［f（x ＋ Δx） ＋ g（x ＋ Δx）］ － ［f（x） ＋ g（x）］Δx

＝f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
＋ g（x ＋ Δx） － g（x）Δx

，
因 f 与 g 均可导，所以当Δx→０时，上式后端两项分别趋向于f′（x）和 g′（x），故得

ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
＝ ｌｉｍΔx→０

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
＋ ｌｉｍΔx→０

g（x ＋ Δx） － g（x）Δx

＝f′（x） ＋ g′（x），
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即 （f ＋ g）′＝ f′＋ g′． □
　　完全类似地，任何有限个可导函数之和的导数等于它们的导数之和．

定理 ３．２．２（积的导数）　设 f 和 g 是可导函数，则它们的乘积也是可导的，且
（fg）′＝ f′g ＋ fg′． （３．２．２）

　　证　令 y（x）＝f（x）g（x），则差商

ΔyΔx
＝f（x ＋ Δx）g（x ＋ Δx） － f（x）g（x）Δx

＝f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
· g（x ＋ Δx） ＋ f（x） g（x ＋ Δx） － g（x）Δx

．
令Δx→０，并利用可导必连续的性质，得

ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
＝ ｌｉｍΔx→０

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
· g（x ＋ Δx）

＋ ｌｉｍΔx→０ f（x） · g（x ＋ Δx） － g（x）Δx

＝f′（x）g（x） ＋ f（x）g′（x），
即 （fg）′＝ f′g ＋ fg′． □
　　当 f＝k 是常数时，因 f′＝０，由（３．２．２）有

（kg）′＝ kg′，　k 为常数． （３．２．３）
　　根据这两个法则，若我们知道一些函数的导数，我们就能够求出由这些函数经过

加法和乘法运算所产生的新函数的导数．
例如，在本章 ３．１．１中我们已得到求导公式：

（x n）′＝ nx
n－１　（n 为非负整数）．

这样一来，对多项式

P （x） ＝ anx
n ＋ an－１x n－１ ＋ … ＋ a０

应用求导的和、积法则以及 x
n 的导数公式，就可得到

P′（x） ＝ nanx
n－１ ＋ （n － １）an－１x n－２ ＋ … ＋ a１．

　　例 ３．２．１　若 P （x）＝x
５＋３x ２－２x＋７，则

P′（x） ＝ ５x ４ ＋ ６x － ２． □
　　公式（３．２．２）还可推广到有限个函数的情形：

（f １f ２…f n）′＝f′１f ２…f n ＋ f １f′２…f n ＋ … ＋ f １f ２…f′n． （３．２．４）
　　定理３．２．３（商的导数）　设f 和g 是可导函数，并且对于g 的定义域中的每个x，
g（x）≠０．则商

f

g
也是可导的，且

f
g

′＝ f′g － fg′
g
２ ． （３．２．５）

　　证　我们先证明

·６９· 工科数学分析（上）



１
g

′＝－ g′
g
２． （３．２．６）

为此，令 y（x）＝ １
g（x），则

ΔyΔx
＝ １Δx

１
g（x ＋ Δx） － １

g（x） ＝－ g（x ＋ Δx） － g（x）Δx
· １

g（x ＋ Δx）g（x）．
令Δx→０，得

ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
＝－ ｌｉｍΔx→０

g（x ＋ Δx） － g（x）Δx
· １

g（x ＋ Δx）g（x） ＝－ g′（x）
g
２（x）．

所以（３．２．６）式成立．再利用公式（３．２．２）得
f
g

′＝ f · １
g

′＝ f′· １
g
＋ f · １

g

′＝ f′
g
－ fg′

g
２ ＝ f′g － fg′

g
２ ． □

　　例 ３．２．２　若 n 为负整数，则
（x n）′＝ nx

n－１．
　　证　令 n＝－m ，则 m 为正整数．于是

（x n）′＝（x－ m ）′＝ １
x

m

′＝ － （x m ）′
（x m ）２

＝－ m x
m －１

x
２m ＝－ m x

－ m －１ ＝ nx
n－１． □

　　３．２．２　复合函数的导数

定理 ３．２．４（复合函数的导数）　若 f 与 g 可导，则复合函数f礋g可导，且有

（f 。 g）′＝ （f′。 g）g′． （３．２．７）
这个公式称为链式法则．

证　设 f′（u０）与 g′（x ０）存在，且 u０＝g（x ０）．定义一个函数φ如下：
φ（u） ＝

f（u） － f（u０）
u － u０ ，　u ≠ u０，

f′（u０），　　　　u ＝ u０．
因为 ｌｉｍ

u→ u０
φ（u） ＝ f′（u０） ＝ φ（u０），

故φ（u）在 u０ 点是连续的．在恒等式

f（u） － f（u０） ＝ φ（u）（u － u０）
中将 u＝g（x）代入，得

f［g（x）］ － f［g（x ０）］ ＝ φ［g（x）］［g（x） － g（x ０）］，
上式除以 x－x ０，得

f［g（x）］ － f［g（x ０）］
x － x ０ ＝ φ［g（x）］ · g（x） － g（x ０）

x － x ０ ，
记 F （x）＝f［g（x）］，则有
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F （x） － F （x ０）
x － x ０ ＝ φ［g（x）］ · g（x） － g（x ０）

x － x ０ ．
由复合函数的连续性，有

ｌｉｍ
x→ x ０
φ［g（x）］ ＝ φ［g（x ０）］ ＝ φ（u０） ＝ f′（u０），

又 ｌｉｍ
x→ x ０

g（x） － g（x ０）
x － x ０ ＝ g′（x ０），

所以，令 x→x ０ 得

F′（x ０） ＝ f′（u０）g′（x ０） ＝ f′［g（x ０）］g′（x ０）．
因此公式（３．２．７）成立． □

使用符号 F′（x） ＝ ｄF （x）ｄx ，
我们可以把复合函数 F （x）＝f［g（x）］的链式法则改写为如下形式：

ｄFｄx ＝ ｄfｄg · ｄgｄx．
　　例 ３．２．３　设 y＝ｓｉｎx ２，求 y′．

解　令 u＝x
２，则 y＝ｓｉｎu．由链式法则

y′＝ ｄyｄu ｄuｄx ＝ ｃｏｓu · （２x） ＝ ２xｃｏｓx ２． □
　　例 ３．２．４　设 y＝ｓｉｎ２３x，求 y′．

解　函数可以写成 y ＝ u
２，　u ＝ ｓｉｎv，　v ＝ ３x．

链式法则可以推广成 y′＝ｄyｄu ｄuｄv ｄvｄx ，
因此 y′＝ ｄｄx （ｓｉｎ ２３x） ＝ ｄｄu（u２） ｄｄv（ｓｉｎv） ｄｄx （３x） ＝ （２u）（ｃｏｓv）（３）

＝６uｃｏｓv ＝ ６ｓｉｎ３xｃｏｓ３x． □
　　例 ３．２．５　计算

ｄｄx （x ２ｓｉｎ ５２x）．
解　首先，由求导的乘积公式（３．２．２），有

ｄｄx （x ２ｓｉｎ５２x） ＝ ｄｄx （x ２） · ｓｉｎ ５２x ＋ x
２ ｄｄx （ｓｉｎ５２x），

而
ｄｄx （ｓｉｎ５２x） ＝ （５ｓｉｎ４２x）（ｃｏｓ２x）（２） ＝ １０ｓｉｎ４２xｃｏｓ２x，

于是
ｄｄx （x ２ｓｉｎ ５２x） ＝ ２x ｓｉｎ ５２x ＋ １０x ２ｓｉｎ４２xｃｏｓ２x． □

　　例 ３．２．６　设 y＝ｌｎ│x│，求 y′．
解　x＞０时，有 y′＝ （ｌｎx）′＝ １

x
；

x＜０时，有 y′＝ ［ｌｎ（－ x）］′＝ １（－ x） · （－ x）′＝ １
x
．
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所以，只要 x≠０，总有　　　　 （ｌｎ│x│）′＝ １
x
． □

　　３．２．３　反函数的导数

定理３．２．５（反函数的导数）　若区间I 上的严格单调连续函数y＝f（x）在x 处可

导，且 f′（x）≠０，则它的反函数 x＝φ（y）在对应的点 y 处可导，并且

φ′（y） ＝ １
f′（x）　 或 　 ｄyｄx ＝ １ ｄxｄy． （３．２．８）

　 　证　由第 ２ 章定理 ２．８．３，f 的反函数φ也是严格单调的连续函数．故当Δy≠０
时，Δx＝φ（y＋Δy）－φ（y）≠０，并且 Δy→０ 时必有 Δx→０．从而又有 φ（y＋Δy）＝
φ（y）＋Δx＝x＋Δx，故 y＋Δy＝f（x＋Δx）或Δy＝f（x＋Δx）－f（x）．因此

φ′（y）＝ ｌｉｍΔy→０
φ（y ＋ Δy） － φ（y）Δy

＝ ｌｉｍΔx→０
Δx

f（x ＋ Δx） － f（x）
＝ ｌｉｍΔx→０

１
f（x ＋ Δx） － f（x）Δx

＝ １
f′（x）． □

　　后面将会证明，若在区间 I 上 f′（x）≠０，则 f（x）是 I 上的严格单调的连续函数．
因此，在定理 ３．２．５中，f（x）在 I 上严格单调连续的条件可以不强调．

下面利用公式（３．２．８）计算几个基本初等函数的导数．
例 ３．２．７　指数函数的导数．设 y＝a

x，则 y′＝a
x ｌｎa．

证　y＝a
x 的反函数是 x＝ｌｏｇ ay，所以

（ax）′＝ １（ｌｏｇ ay）′＝ １
ｌｏｇ aｅ

y
＝ yｌｏｇ aｅ ＝ a

x

ｌｏｇ aｅ ＝ a
x ｌｎa．

特别地，有 （ｅx）′＝ｅx． □
　　例 ３．２．８　反正弦函数的导数．设 y＝ａｒｃｓｉｎx，则 y′＝ １

１－x
２．

证　y＝ａｒｃｓｉｎx 的反函数为 x＝ｓｉｎy，所以

（ａｒｃｓｉｎx）′＝ １（ｓｉｎy）′＝ １ｃｏｓy ＝ １ｃｏｓ（ａｒｃｓｉｎx）
＝ １

１ － ｓｉｎ ２（ａｒｃｓｉｎx） ＝
１
１ － x

２．

这里由于 ａｒｃｓｉｎx 取值在 －π２ ， π２ ，因此 ｃｏｓ（ａｒｃｓｉｎx）应取正值，故根式前取正号．
□

例 ３．２．９　反余弦函数的导数．设 y＝ａｒｃｃｏｓx，则 y′＝－ １
１－x

２．
证　y＝ａｒｃｃｏｓx，则 x＝ｃｏｓy，所以
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（ａｒｃｃｏｓx）′＝ １（ｃｏｓy）′＝ １－ ｓｉｎy
＝－ １ｓｉｎ（ａｒｃｃｏｓx）

＝－ １
１ － ｃｏｓ２（ａｒｃｃｏｓx） ＝－

１
１ － x

２．
这里由于 ａｒｃｃｏｓx 在（０，π）内取值时，ｓｉｎ（ａｒｃｃｏｓx）应取正值，所以根式前应取正号．

□
例 ３．２．１０　反正切函数的导数．设 y＝ａｒｃｔａｎx，则 y′＝ １

１＋x
２．

证　y＝ａｒｃｔａｎx，则 x＝ｔａｎy．所以

（ａｒｃｔａｎx）′＝ １（ｔａｎy）′＝ １
ｓｅｃ２y ＝

１
ｓｅｃ２（ａｒｃｔａｎx）

＝ １
１ ＋ ｔａｎ ２（ａｒｃｔａｎx） ＝

１
１ ＋ x

２． □
　　例 ３．２．１１　幂函数的导数．设 y＝x

α，α为任意实数，则 y′＝αxα－１．
证　y＝ｅαｌｎx，由链式法则知，y′＝ｅαｌｎx· （αｌｎx）′＝ α

x
ｅαｌｎx＝αxα－１． □

为今后使用方便，我们列出常用的导数公式表．表中未予导出的公式，请读者自

行推导．
（C ）′＝０，C 是常数；　　　（xα）′＝αxα－１；　　　　　（ax）′＝a

x ｌｎa；
（ｅx）′＝ｅx； （ｌｏｇ ax）′＝ １

x ｌｎa； （ｌｎx）′＝ １
x
；

（ｓｉｎx）′＝ｃｏｓx； （ｃｏｓx）′＝－ｓｉｎx； （ｔａｎx）′＝ｓｅｃ２x；
（ｃｏｔx）′＝－ｃｓｃ２x； （ｓｅｃx）′＝ｔａｎxｓｅｃx； （ｃｓｃx）′＝－ｃｏｔxｃｓｃx；
（ａｒｃｓｉｎx）′＝ １

１－x
２ ； （ａｒｃｃｏｓx）′＝－ １

１－x
２ ； （ａｒｃｔａｎx）′＝ １

１＋x
２ ；

（ａｒｃｃｏｔx）′＝－ １１＋x
２ ； （ｓｉｎｈx）′＝ｃｏｓｈx； （ｃｏｓｈx）′＝ｓｉｎｈx．

　　３．２．４　高阶导数

对于任何函数 f （x），取其导数，我们就得到一个新函数f′（x）（它的定义域可以

远 小于 f （x ）的定义域）．可微性的概念当然可应用于函数 f′（x ），得到另一函数

（f′（x））′．函数（f′（x））′通常简写成 f″（x），并称之为 f（x）的二阶导数，而 f′（x）称为

一阶导数．二阶导数的常用记号有

f″（x）， f
（２）（x）　 或 　 ｄ２yｄx ２．

　　如果 f （x）在（a，b）的每一点二阶导数存在，则称 f（x）在（a，b）上二阶可导．类似
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可定义三阶导数

f碶（x），f （３）（x）　 或 　 ｄ３yｄx ３ ，
及 n 阶导数

f
（n）（x）　 或 　 ｄn

y

ｄx n．
有时为了统一起见，也把函数本身称为零阶导数，记作

f（x） ＝ f
（０）（x）．

　　我们用记号 C
（k）（a，b）表示（a，b）上所有 k 阶可导且 f

（k）（x）∈C （a，b）的函数的集

合．记号 f （x）∈C
（k） （a，b）表示 f （x）在（a，b）上 k 阶可导，且 f

（k） （x ）∈C （a，b）．记号

f（x）∈C
（k）［a，b］作类似的理解．

在物理学中，二阶导数特别重要．设 s（t）为沿直线运动的质点在时刻 t的位置，则
s″（t）为在时刻 t的加速度．

通过下面一个例子，可以看到高阶导数与原来的函数的一些关系．例如函数

图３．６
f（x）＝x

２ 及其一阶、二阶、三阶导函数的图形如图 ３．６所示．再看函数（见图 ３．７（ａ））
g（x） ＝ 　x

２，　 x ≥ ０，
－ x

２，　x ＜ ０．
容易得出 g′（x） ＝ 　２x，　 x ＞ ０，

－ ２x，　x ＜ ０，
而 g′（０） ＝ ｌｉｍΔx→０

g（Δx） － g（０）Δx
＝ ｌｉｍΔx→０

g（Δx）Δx
，

由于

ｌｉｍ
Δx→０＋

g（Δx）Δx
＝ ｌｉｍ

Δx→０＋
（Δx）２Δx

＝ ０，　 ｌｉｍ
Δx→０－

g（Δx）Δx
＝ ｌｉｍ

Δx→０－
－ （Δx）２Δx

＝ ０
所以 　g′（０） ＝ ｌｉｍΔx→０

g（Δx）Δx
＝ ０．

我们将上述讨论归结成g′（x）＝２│x│（见图３．７（ｂ）），可见g″（０）不存在（见图３．７（ｃ））．
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图３．７
从图 ３．７（ａ）看，g（x）“好象是光滑”的，但当用二阶导数来检查时，也呈现出某种

不规则性．读者可用类似的步骤来研究下列函数：
h（x） ＝ x

２ｓｉｎ １
x
，　　x ≠ ０，

０，　　　　　x ＝ ０．
　　我们可以进一步指出，二阶导数在几何上的重要意义丝毫不亚于它在物理上的

重要意义．我们知道，线性函数

f（x） ＝ ax ＋ b

图３．８

的一阶导数 f′（x）＝a，而它的二阶导数 f″（x ）＝０．又因

为线性函数的图形是一条直线，所以如果 f″（x）≠０，那
么f（x）的图形就不会是直线．这个事实启发人们在某种

意义下用 f″（x）的大小去度量函数图形在 x 点的弯曲程

度．例如函数

　　 y ＝ f（x） ＝ r－ r
２ － x

２ （－ r＜ x ＜ r）
的图形是半径为r 的半圆（见图３．２．８），r 值越大，半圆靠

近 x 轴的部分越多．而这个函数的二阶导数

f′（x） ＝ x

r
２ － x

２ ，　f″（x） ＝ r
２

（r２ － x
２）３／２ ，　f″（０） ＝ r

２

（r２）３／２ ＝ １
r
．

因此，r 值越大，f″（０）的值越小．所以在这种情形中，f″（０）很小则表示 f（x）的图形在

x＝０邻近接近于直线．
下面给出几个计算高阶导数的例子．
例 ３．２．１２　设 y＝x

α，求 y
（n）．

解　y′＝αxα－１，y″＝α（α－１）xα－２，…，y （n）＝α（α－１）…（α－n＋１）xα－ n（n≥１）．
当α是正整数n 时，y （n）＝n！；当α是小于n 的正整数时，y （n）＝０．因此，n 次多项式
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P n（x） ＝ anx
n ＋ an－１x n－１ ＋ … ＋ a１x ＋ a０　（an ≠ ０）

的各阶导数为

P′n（x） ＝ nanx
n－１ ＋ （n － １）an－１x n－２ ＋ … ＋ ２a２x ＋ a１，

P″n（x） ＝ n（n － １）anx
n－２ ＋ （n － １）（n － ２）an－１x n－３ ＋ … ＋ ２a２，

┆
P
（n）
n （x） ＝ n！an，

P
（n＋１）
n （x） ＝ P

（n＋２）
n （x） ＝ … ＝ ０．

令x＝０，得P′n（０）＝a１，P″n（０）＝２a２，…，P （n）
n （０）＝n！ an．于是，n 次多项式P n（x）可以写

成如下形式：
P n（x） ＝ P

（０）
n （０） ＋ １１！P （１）

n （０）x ＋ １２！P （２）
n （０）x ２ ＋ … ＋ １

n！P （n）
n （０）x n． □

　　例 ３．２．１３　y＝a
x，求 y

（n）．
解　y′＝a

x ｌｎa，　y″＝a
x（ｌｎa）２，　…，　y

（n）＝a
x（ｌｎa）n．

特别地， （ｅx）（n）＝ｅx． □
例 ３．２．１４　y＝ｌｎ（１＋x），求 y

（n）．
解　y′＝ １１＋x

，　y″＝－ １
（１＋x）２ ，　y碶＝（－１）２ １· ２

（１＋x）３ ，
…，　y

（n）＝（－１）n－１ （n－１）！（１＋x）n　（n≥１）． □
例 ３．２．１５　y＝ｓｉｎx，求 y

（n）．
解　y′＝ｃｏｓx，　y″＝－ｓｉｎx，　y碶＝－ｃｏｓx，　y

（４）＝ｓｉｎx，
容易看出，　　　 y

（２n－１）（x） ＝ （－ １）n－１ｃｏｓx，　y
（２n）（x） ＝ （－ １）nｓｉｎx．

这样归纳当然是对的，但需要用两个式子给出高阶导数公式，能否统一成一个式子

呢？ 我们利用正弦函数与余弦函数的关系，有
y′＝ ｃｏｓx ＝ ｓｉｎ x ＋ π２ ，
y″＝ ｃｏｓ x ＋ π２ ＝ ｓｉｎ x ＋ ２ · π２ ，
┆
y
（n） ＝ ｓｉｎ x ＋ n · π２ ．

　　 同理可得 （ｃｏｓx）（n） ＝ ｃｏｓ x ＋ n · π２ ． □
　　从以上几例中我们看出，求函数的高阶导数的基本方法是先求出前二、三阶导

数，然后找出规律，再运用归纳的方法得到 n 阶导数公式．利用数学归纳法，我们还可

以得到下面一般的 n 阶导数计算公式（证明略）．
定理３．２．６ 设函数u，v 是n 阶可导函数，则有u±v，cu 及uv 也是n 阶可导函数，
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并且有

（１） （u±v）（n）＝u
（n）±v

（n）；
（２） （cu）（n）＝cu

（n）（c 为常数）；
（３） （uv）（n）＝∑n

k＝０
C

k
nu
（n－ k）

v
（k）　（莱布尼兹公式），

其中 C
k
n ＝ n！

k！（n － k）！．
　　例 ３．２．１６　y＝x

２ｅ３x，求 y
（n）．

解　令 u＝ｅ３x，v＝x
２，则

u′＝ ３ｅ３x，　u″＝ ３２ｅ３x，　…，　u
（n） ＝ ３nｅ３x；

v′＝ ２x，　v″＝ ２，　v碶＝ v
（４） ＝ … ＝ v

（n） ＝ ０．
由莱布尼兹公式得

y
（n） ＝（ｅ３x）（n）

x
２ ＋ n（ｅ３x）（n－１）（x ２）′＋ n（n － １）２！ （ｅ３x）（n－２）（x ２）″

＝３n－２ｅ３x［９x ２ ＋ ６nx ＋ n（n － １）］． □
　　例３．２．１６给我们一个提示：当u 和v 中有一个为低次多项式时，用莱布尼兹公式

求 uv 的 n 阶导数是特别简便的．
例 ３．２．１７　y＝ａｒｃｔａｎx，求 y

（n）（０）．
解　y′＝ １

１＋x
２ ，如果再依次求导，发现越求项数越多，无法归纳出一般公式．这

时我们可以把等式 y′＝ １
１＋x

２写成

y′· （１ ＋ x
２） ＝ １，

然后对这个等式两端取 n 阶导数，并利用莱布尼兹公式，得
（１ ＋ x

２）y （n＋１） ＋ ２nxy
（n） ＋ n（n － １）y （n－１） ＝ ０，

令 x＝０，得 y
（n＋１）（０） ＝－ n（n － １）y （n－１）（０）．

这是一个递推公式．由 y′（０）＝１，y″（０）＝０及上式可推得

y
（２k）（０） ＝ ０，　y

（２k＋１）（０） ＝ （－ １）k（２k）！． □

习　题　３．２
（Ａ）

１．熟记求导的基本法则．设f（x）＝x
２，g（x）＝ｅx，试应用有关导数公式计算下列函数的导数：

（１） f＋g；　（２） f－２g；　（３） fg；　（４） f
g
；　（５） f（１－x）；　（６） f礋g；

（７） g礋f；　（８） f礋g礋f；　（９） │f（x）－１│；　（１０） ｓｇｎf（x）．
２．求下列函数的导数：
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（１） y＝x
５－２x ２＋１；　　　（２） y＝x

４－x＋ ２ ；　　　（３） y＝（x ２＋３x＋１）（x ３－２x）；
（４） y＝７ ３

x ； （５） y＝ ５
x
３ ； （６） y＝３＋x３＋x

２；
（７） y＝t

２－３t＋１
t
３＋１ ； （８） y＝x

３（１＋ x ）； （９） y＝ ２
x
＋ ３

x ；
（１０） y＝１－ １

x
＋ １

x
２ ； （１１） y＝ １

x
３＋２x＋１； （１２） y＝ １

x＋ x
．

３．求下列函数的导数：
（１） y＝ｃｏｓ２x－２ｓｉｎx； （２） y＝（２－x

２）ｃｏｓx； （３） y＝ｓｉｎ（x＋x
２）；

（４） y＝ｓｉｎx＋ｓｉｎx ２； （５） y＝ｓｉｎ（ｃｏｓx）； （６） y＝ｓｉｎ（ｓｉｎx）；
（７） y＝ｓｉｎ（x＋ｓｉｎx）； （８） y＝ｓｉｎ（ｃｏｓ（ｓｉｎx））； （９） y＝ｔａｎ x２ －ｃｏｔ x２ ；
（１０） y＝ｓｉｎn

xｓｉｎnx； （１１） y＝ｓｅｃx； （１２） y＝ｃｓｃx．
４．求下列函数的导数：
（１） y＝x ｌｎx； （２） y＝ x＋ １

x
ｌｎx； （３） y＝ｌｎ３x ２；

（４） y＝ｌｎｔａｎ x２ ； （５） y＝ｌｎ（ｌｎx）； （６） y＝ｓｉｎ １＋x
２；

（７） y＝ｌｎ（x＋ １＋x
２）； （８） y＝ １４ ｌｎ x

２－１
x
２＋１； （９） y＝ x＋ x＋ x ；

（１０） y＝ x

a
２－x

２ ； （１１） y＝x＋ x ＋ ３
x ； （１２） y＝ １

x
＋ １

x
＋ １

３
x
．

５．求下列函数的导数：
（１） y＝ｅ x ； （２） y＝ｅ－ １x２ ； （３） y＝ａｒｃｓｉｎ １－x

２；
（４） y＝ａｒｃｓｉｎ １

x
； （５） y＝ａｒｃｃｏｓ（ｓｉｎx）； （６） y＝x

２ａｒｃｔａｎx；
（７） y＝ｅaxｃｏｓbx； （８） y＝ｅaxｓｉｎbx； （９） y＝ａｒｃｔａｎ ２x１－x

２；
（１０） y＝ａｒｃｃｏｔ２x； （１１） y＝ａｒｃｔａｎｅx－ １２ ｌｎ（１＋x

２）；
（１２） y＝ x４ a

２－x
２＋a

２
２ ａｒｃｓｉｎ x

a
（a＞０）．

６．求下列函数的二阶导数：
（１） y＝３x ２＋ｌｎx； （２） y＝xｃｏｓx； （３） y＝a

２x；
（４） y＝ｅaxｓｉｎx； （５） y＝xｅx； （６） y＝x １＋x

２；
（７） y＝ｔａｎx； （８） y＝x ｌｎx； （９） y＝ ａｒｃｓｉｎx１－x

２ ；
（１０） y＝ x

１－x
２．

７．设f（x）是三阶可导函数，求y″，y碶，设：
（１） y＝f（x ２）；　　　　　（２） y＝f

１
x
；

（３） y＝f（ｅx）； （４） y＝f（ｌｎx）．
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（Ｂ）
１．设y＝f（x）为严格递增的可导函数，x＝φ（y）是它的反函数．证明：
（１） 当h≠０时，f（x＋h）－f（x）＝k≠０．若记f（x＋h）＝y＋k，则φ（y＋k）＝x＋h．
（２） 当k→０时，φ（y＋k）－φ（y）

k
＝ h

k
＝ h

y＋k－y
＝ h

f（x＋h）－f（x）趋于 １
f′（x）．

２．设f（x）＝x
３＋２x ２＋３x＋１，用φ表示f 的反函数．求证：f（１）＝７，φ（７）＝１．并计算φ′（７）．

３．设y＝（ａｒｃｓｉｎx）２，证明（１－x
２）y″－xy′＝２．

４．求下列函数的n 阶导数y
（n）：

（１） y＝ １１－x
２；　　　（２） y＝ｓｉｎ２x．

答案与提示

（Ａ）
１．（１）２x＋ｅx；　（２）２x－２ｅx；　（３）（２x＋x

２）ｅx；　（４）ｅ－x（２x－x
２）；

（５）２（x－１）；　（６）２ｅ２x；　（７）２xｅx２；　（８）４xｅ２x２；
（９）│x│＞１时为２x；│x│＜１时为－２x；│x│＝１时导数不存在；
（１０）在x＝０处函数不可导；x≠０时，（ｓｇｎf（x））＝０．

２．（１）５x ４－４x；　（２）４x ３－１；　（３）５x ４＋１２x ３－３x ２－１２x－２；　（４） ７３ x
－２／３；　（５）－１５x－４；

（６）３－６x－x
２

（３＋x
２）２ ；　（７）（t３＋１）－２（２t４－６t３＋９t２－t－３）；　（８）３x ２＋ ７２ x

５／２；
（９）－２x－２＋ １３ x

－ ２３ ；　（１０） １
x
２ － ２

x
３ ；　（１１）－ ３x ２＋２（x ３＋２x＋１）２；　（１２）－ １＋２ x

２ x （x＋ x ）２．
３．（１）－２ｓｉｎ２x－２ｃｏｓx；　（２）－２xｃｏｓx－（２－x

２）ｓｉｎx；　（３）（１＋２x）ｃｏｓ （x＋x
２）；

（４）ｃｏｓx＋２xｃｏｓx ２；　（５）－ｓｉｎxｃｏｓ（ｃｏｓx）；（６）ｃｏｓxｃｏｓ（ｓｉｎx）；　（７）（１＋ｃｏｓx）ｃｏｓ（x＋ｓｉｎx）；
（８）－ｃｏｓx· ｃｏｓ（ｃｏｓ（ｓｉｎx））ｓｉｎ（ｓｉｎx）；　（９）２ｃｓｃ２x；　（１０）nｓｉｎn－１

xｃｏｓxｓｉｎnx＋nｓｉｎn
xｃｏｓnx；

（１１）ｔａｎxｓｅｃx；（１２）－ｃｏｔxｃｓｃx．
４．（１）１＋ｌｎx；　（２）１＋ １

x
２＋ １－ １

x
２ ｌｎx；　（３） ６x ｌｎ２x ２；　（４） １ｓｉｎx；　（５） １x ｌｎx；

（６） x

１＋x
２ｃｏｓ １＋x

２；　（７） １
１＋x

２ ；　（８） x
x
４－１；

（９） １＋２ x ＋４ x x＋ x

８ x x＋ x x＋ x＋ x

；　（１０） a
２

（a２－x
２）３／２；

（１１）１＋ １
２ x

＋ １３x ２／３；　（１２）－x
－２－ １２ x

－３／２－ １３ x
－４／３．

５．（１） １
２ x

ｅ x ；　（２） ２
x
３ ｅ－ １x２ ；　（３）－ ｓｇｎx

１－x
２ ；　（４） －１

│x│ x
２－１；

（５）－ｓｇｎ（ｃｏｓx），x≠２k－１２ π，k 为整数；　（６）２xａｒｃｔａｎx＋ x
２

１＋x
２；

（７）aｅaxｃｏｓbx－bｅaxｓｉｎbx；　（８）aｅaxｓｉｎbx＋bｅaxｃｏｓbx；　（９） ２１＋x
２；
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（１０） ２１＋４x ２；　（１１） ｅ
x

１＋ｅ２x－ x１＋x
２；　（１２） ３a２－２x ２４ a

２－x
２．

６．（１）６－ １
x
２ ；　（２）xｃｏｓx－２ｓｉｎx；　（３）４（ｌｎa）２a２x；　（４）（a２－１）ｅaxｓｉｎx＋２aｅaxｃｏｓx；

（５）（２＋x）ｅx；　（６） ３x＋２x ３（１＋x
２）３／２；　（７）２ｔａｎxｃｏｓ２x ；　（８） １x ；

（９） ３x（１－x
２）２＋（１＋２x

２）ａｒｃｓｉｎx＋x（１－x
２）５／２ 　（│x│＜１）；　（１０）３x（１－x

２）－ ５２ 　（│x│＜１）．
７．（１）y＂＝２f  （x ２）＋４x ２f＂（x ２），y碶＝１２xf＂（x ２）＋８x ３f碶（x ２）；
（２）y＂＝ ２

x
３ f  １

x
＋ １

x
４ f＂ １

x
，　y碶＝－ ６

x
４ f  １

x
－ ６

x
５ f＂ １

x
－ １

x
６ f碶 １

x
；

（３）y＂＝ｅx
f  （ｅx）＋ｅ２xf＂（ｅx），y碶＝ｅx

f  （ｅx）＋３ｅ２xf＂（ｅx）＋ｅ３xf碶（ｅx）；
（４）y＂＝ １

x
２ ［f＂（ｌｎx）－f  （ｌｎx）］，　y碶＝ １

x
３ ［f碶（ｌｎx）－３f＂（ｌｎx）＋２f  （ｌｎx）］．
（Ｂ）

２．１１０．
３．将y ＝（２ａｒｃｓｉｎx） １

１－x
２写成y  １－x

２＝２ａｒｃｓｉｎx，两边对x 求导．
４．（１） １２ （－１）n

n！（１＋x）n＋１＋ n！（１－x）n＋１ ；　（２）２n－１ｓｉｎ（２x＋（n－１） π２ ）．

３．３　隐函数的导数和参数式求导

　　３．３．１　隐函数的导数

我们在前面讨论过的许多具体函数都是显函数，即因变量 y 可以用自变量 x 的

一个明确的式子表达．但是在许多场合，我们得到的是 x 和 y 的关系式，如
ｅy ＋ xy － ｅ ＝ ０，　x

２ － y
２ ＝ ０，　x － y ＋ １２ ｓｉｎy ＝ ０

等等．有些关系式可以把y 解出来，得到显函数y＝y（x）；有些关系式则不能把y 解出

来写成 x 的函数（指初等函数），但这不等于说 y 与 x 之间不存在函数关系．我们把这

种解不出来或没有解出来，而由方程所确定的函数 y＝y（x）称为隐函数．
一般地，设有函数方程

F （x，y） ＝ ０．
如果当 x 取某区间内的任一确定值时，相应地总有满足这个方程的 y 值存在，那么我

们就说方程 F （x，y）＝０在该区间上确定了 x 的隐函数 y．
在实际问题中，我们常会碰到计算隐函数的导数的问题．下面我们假定所遇到的

方程都确定连续可微的隐函数，我们将通过具体的例子来说明隐函数的导数的求

法．　　　
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例 ３．３．１　求开普勒（Ｋｅｐｌｅｒ）方程 x＝y－εｓｉｎy　（０＜ε＜１）所确定的隐函数 y＝
y（x）的导数 y′（x）．

解　将隐函数 y＝y（x）代入方程，得恒等式

x ≡ y（x） － εｓｉｎy（x）．
恒等式求导仍为恒等式，故得

１ ≡ y′（x） － εｃｏｓy（x） · y′（x）．
所以 y′（x） ＝ １１ － εｃｏｓy．
　　在这里虽然隐函数没有解出来，但它的导数求出来了．当然，结果中仍含有隐函

数y（x）．一般来说，隐函数的导数含有 x 和y（x）． □
例 ３．３．２　求由方程 ｅy＋xy－ｅ＝０所确定的隐函数 y（x）的导数 y′（x）．
解　对方程的两边关于 x 求导数，记住式中的 y 是 x 的函数，得

ｄｄx （ｅy ＋ xy － ｅ） ＝ ０，
即 ｅy ｄyｄx ＋ y ＋ x

ｄyｄx ＝ ０，
从而得 y′（x）＝ｄyｄx＝－ y

x＋ｅy　（x＋ｅy≠０）． □
　　例 ３．３．３　求过圆周 x

２＋y
２＝a

２ 上一点（x ０，y ０）（y ０≠０）处的切线方程．
解　对所给方程两边关于 x 求导，得

２x ＋ ２yy′＝ ０，　y′（x） ＝－ x
y
．

所以过点（x ０，y ０）的切线的斜率为

y′（x ０） ＝－ x ０
y ０．

于是得切线方程　　　　 y － y ０ ＝－ x ０
y ０ （x － x ０），

化简整理得　　　　　　 xx ０ ＋ yy ０ ＝ a
２． □

　　当一个函数是若干个函数的乘积，或函数为幂指函数 y＝u（x）v（x ）的形式时，利用

两边取对数的方法求导，往往比较方便．我们称这种求导方法为对数求导法．
例 ３．３．４　设 y＝x

x，求 y′．
解　两边取对数，得　　　　　 ｌｎy ＝ x ｌｎx，

两边对 x 求导，得　　　　　 y′
y
＝ ｌｎx ＋ １

x
· x，

所以得　　　　　 y′＝ y（ｌｎx ＋ １） ＝ x
x（ｌｎx ＋ １）． □

　　例 ３．３．５　求 y＝（x＋１）（x－３）（x＋３）（x－１）的导数．
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解　两边取对数，得
ｌｎy ＝ ｌｎ（x ＋ １） ＋ ｌｎ（x － ３） － ｌｎ（x ＋ ３） － ｌｎ（x － １），

然后按隐函数求导，得
y′
y
＝ １

x ＋ １ ＋ １
x － ３ － １

x ＋ ３ － １
x － １，

整理化简得　　　　 y′＝ ４（x ２ ＋ ３）
（x ＋ ３）２（x － １）２． □

　　读者可以比较对 y 加绝对值取对数后求导的结果与以上结果是否一致．
例 ３．３．６　求 y＝ x

３

x－１的导数．
解　函数定义域为（－∞，０）∪（１，＋∞）．两边取对数，得

ｌｎy ＝ １２ ｌｎ x
３

x － １ ＝ ３２ ｌｎ│x│－ １２ ｌｎ│x － １│．
两边对 x 求导，得 y′

y
＝ ３２ · １x － １２ · １

x－１＝ ２x－３２x（x－１），

故 y′＝ ２x － ３２x（x － １） x
３

x － １． □
　　下面我们通过具体例子来介绍隐函数高阶导数的计算方法．

例 ３．３．７　设
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＝１，求 y″（x）．

解　对方程两边关于 x 求导，并消去 ２，得
x

a
２ ＋ y

b
２ · y′＝ ０，　y′＝－ b

２
x

a
２
y
．

上式再对 x 求一次导，得　　　 １
a
２ ＋ １

b
２ y′２ ＋ y

b
２ · y″＝ ０，

将 y′代入，有 a
２
y
２ ＋ b

２
x
２

a
４
y
２ ＋ y

b
２ y″＝ ０，

利用 a
２
y
２＋b

２
x
２＝a

２
b
２，得　　　　 b

２

a
２
y
２＋ y

b
２ y″＝０，

所以 y″（x） ＝－ b
４

a
２
y
３． □

　　３．３．２　参数式求导

平面上的曲线方程

F （x，y） ＝ ０ （３．３．１）
常可参数化，即用参数 t将方程（３．３．１）分解成参数方程

x ＝ φ（t），
y ＝ ψ（t） 　（α≤ t≤ β）． （３．３．２）
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　　定理 ３．３．１（参数方程的导数）　假设函数 x＝φ（t）和 y＝ψ（t）在［α，β］上连续、可
导，且φ′（t）≠０，则

ｄyｄx ＝ ψ′（t）φ′（t）． （３．３．３）
　　证　由于 x＝φ（t）可导，且φ′（t）≠０，由本章定理 ３．２．５，它的反函数t＝t（x）在与t

对应的 x 处可导，且
t′（x） ＝ １φ′（t）．

这时 y 可看成是 x 的复合函数：
y ＝ ψ（t） ＝ ψ［t（x）］，

由链式法则，有　　　 ｄyｄx ＝ ｄyｄt ｄtｄx ＝
　 ｄyｄt　ｄxｄt

＝ ψ′（t）φ′（t）． □

　　例 ３．３．８　求椭圆
x＝aｃｏｓt，
y＝bｓｉｎt 在 t＝π４处的切线方程（见图 ３．９）．

解　当 t＝π４时，椭圆上对应点 M ０ 的坐标为

x ０ ＝ aｃｏｓ π４ ＝ a ２２ ，　y ０ ＝ bｓｉｎ π４ ＝ b ２２ ．
曲线在点 M ０ 的切线斜率为

ｄyｄx t＝ π４
＝ （bｓｉｎt）′（aｃｏｓt）′t＝ π４

＝ bｃｏｓt－ aｓｉｎt t＝ π４
＝－ b

a
．

图３．９ 图３．１０

于是椭圆在 M ０ 点处的切线方程为

y － b ２２ ＝－ b

a x － a ２２ ．
化简得 bx＋ay－ ２ ab＝０． □
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例３．３．９　一轮子沿一直线滚动，轮子上一定点的轨迹曲线（见图３．１０）的参数方

程为

x ＝ a（t－ ｓｉｎt），
y ＝ a（１ － ｃｏｓt） 　（０ ≤ t≤ ２π）．

这条曲线称为旋轮线．在研究单摆的等时性问题时，也遇到这条曲线，所以又称它为

摆线．在研究物体在重力作用下，沿什么曲线下滑时间 短时，也遇到这条曲线，所以

也称它为速降线．
我们要求出旋轮线上斜率为 １的切线．当 ０＜t＜２π时，旋轮线的切线斜率为

ｄyｄx＝（a（１－ｃｏｓt））′（a（t－ｓｉｎt））′＝ aｓｉｎt

a（１－ｃｏｓt）＝ｃｏｔ t２ ．
令 ｃｏｔ t２ ＝１，解出 t＝π２ ，把它代入参数方程得

x ＝ a
π２ － １ ，　y ＝ a．

所以斜率为 １的切线为 y－a＝x－a
π２ －１ ，

化简得 y ＝ x ＋ a ２ － π２ ． □
　　下面我们仍通过具体例子来介绍参数式高阶导数的计算方法．

例 ３．３．１０　设 x＝a（t－ｓｉｎt），y＝a（１－ｃｏｓt），求 y″（x）．
解　我们知道（见例 ３．３．９）y′（x）＝ｃｏｔ t２ ，按照本节的公式（３．３．３），有

y″（x） ＝ｄ（y′）ｄx ＝ ｄ（y′）ｄt · ｄtｄx ＝
ｄ（y′）ｄtｄxｄt

＝ ｃｏｔ t２ ′· １（a（t－ ｓｉｎt））′

＝－ ｃｓｃ２ t２ · １２ · １
a（１ － ｃｏｓt） ＝－ １

４aｓｉｎ ４ t２
． □

　　３．３．３　极坐标式求导

设曲线方程由极坐标方程

r＝ r（θ） （３．３．４）
给出，其中 r 称极径，θ称极角．求曲线在点（r，θ）处切线的斜率．

方程（３．３．４）可化为参数方程

x ＝ r（θ）ｃｏｓθ，
y ＝ r（θ）ｓｉｎθ， （３．３．５）
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因此
ｄyｄx ＝

ｄyｄθｄxｄθ
＝ r′（θ）ｓｉｎθ＋ r（θ）ｃｏｓθ

r′（θ）ｃｏｓθ － r（θ）ｓｉｎθ ＝
ｔａｎθ＋ r（θ）

r′（θ）
１ － ｔａｎθ · r（θ）

r′（θ）
．

　　设切线与 x 轴的夹角为α，由导数的几何意义知

ｄyｄx ＝ ｔａｎα，

因此
ｔａｎθ ＋ r（θ）

r′（θ）
１ － ｔａｎθ · r（θ）

r′（θ）
＝ ｔａｎα，

r（θ）
r′（θ） ＝ ｔａｎα－ ｔａｎθ１ ＋ ｔａｎαｔａｎθ ＝ ｔａｎ（α－ θ）．

令β表示向径沿反时针方向转到切线位置的夹角，则由图３．１１可以看出β＝α－θ．所以

r（θ）
r′（θ） ＝ ｔａｎβ．

这就是
r（θ）
r′（θ）的几何意义．

图３．１１
图３．１２

例 ３．３．１１　设心脏线（见图 ３．１２）方程为 r＝a（１＋ｃｏｓθ），其中 r＝ x
２＋y

２ ，θ＝
ａｒｃｔａｎ y

x
为极坐标，求ｄyｄx．

解　r′（θ）＝－aｓｉｎθ，则
ｄyｄx ＝r′（θ）ｓｉｎθ＋ r（θ）ｃｏｓθ

r′（θ）ｃｏｓθ－ r（θ）ｓｉｎθ ＝ － aｓｉｎθｓｉｎθ ＋ a（１ ＋ ｃｏｓθ）ｃｏｓθ－ aｓｉｎθｃｏｓθ － a（１ ＋ ｃｏｓθ）ｓｉｎθ ＝－ ｃｏｓ２θ＋ ｃｏｓθｓｉｎ２θ＋ ｓｉｎθ

＝－ ２ｃｏｓ
３θ２ ｃｏｓ θ２

２ｓｉｎ ３θ２ ｃｏｓ θ２
＝－ ｃｏｔ ３θ２ 　 θ≠ ０，θ≠± ２π３ ． □
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　　３．３．４　相关变化率

在很多问题中常常由一个固定的条件联系着几个变量，这些变量又都随着时间

而变，因此它们的变化率之间必然也有一定的关系．有这种连带关系的变化率称为

相关变化率．
例 ３．３．１２　钓鱼者站在离水面高 １０ ｍ 的桥上，他的鱼线末端有一条鱼．设鱼在

水的表面，若钓鱼者以每秒２ ｍ 的速率卷起他的鱼线．试问当鱼线的长度为１５ ｍ 时，
鱼在水面移动的速率是多少（见图 ３．１３）？

解　令s表示鱼线的长度，x 表示鱼到桥的水平距离．依题设有
ｄsｄt＝－２．鱼在水

面移动的速率用导数
ｄxｄt表示．问题归结为：当s＝１５时，ｄxｄt为多少？

图３．１３

x 和s都是时间t的函数，它们之间的关系可由勾

股定理给出，即
x
２ ＋ １０２ ＝ s

２．
对这个等式两端关于 t求导数，得

２x ｄxｄt＝ ２s ｄsｄt，
因此有

ｄxｄt＝ － ２sx
．

当 s＝１５时，由 x
２＋１０２＝１５２ 得 x＝５ ５ ．所以，当鱼线长 １５ ｍ 时，所求速率为

２s
x
＝ ６ ５５ ≈ ２．７（ｍ／ｓ）． □

　　例３．３．１２中的方法可用于许多相关变化率的问题．我们把一般的解题步骤叙述

如下．
① 求出关联各个量的等式；
② 对所得等式两端关于时间 t（或者其他适当的变量）求导数；
③ 利用第②步得到的等式，由已知的变化率求出未知的变化率．
例 ３．３．１３　一个小孩站在地面上用望远镜观察一架飞机，该飞机的高度为 １１

ｋｍ，正以 １６ ｋｍ／ｍｉｎ 的速度向小孩水平地飞过来．试问当飞机离小孩的水平距离为

３８ ｋｍ 时，望远镜视角改变的速率是多少？ 当飞机就在小孩的头顶时又如何？
解　首先根据题意画出草图，设定一些有意义的量（见图３．１４）．依题意有

ｄxｄt＝－ １６（ｋｍ／ｍｉｎ）．
视角 θ的变化率

ｄθｄt是待求的．
（１） 求关于 θ与 x 的一个方程．这个方程是
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图３．１４

θ ＝ ａｒｃｔａｎ x１１．
　　（２） 对这个方程两端关于 t求导数，得

ｄθｄt＝ １
１ ＋ x１１

２ · １１１ · ｄxｄt．

因为
ｄxｄt＝－１６，故　 ｄθｄt＝ － １７６１２１ ＋ x

２ （ｒａｄ／ｍｉｎ）．
后，令 x＝３８，得

ｄθｄt＝ － １７６
１２１ ＋ ３８２ ＝

－ １７６１５６５ （ｒａｄ／ｍｉｎ）　（约相当于每分钟 － ６°）．
当飞机在小孩头顶上时，x＝０，得

ｄθｄt＝ － １６１１ （ｒａｄ／ｍｉｎ）　（约相当于每分钟 － ８３°）． □

习　题　３．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 什么叫相关变化率？
（２） 求相关变化率的一般步骤是什么？

２．方程xy＋ｅy＋y＝２确定隐函数y＝y（x），求y′（x）．
３．求下列方程所确定的隐函数y＝y（x）的导数y′（x）：
（１） ｅx－ｅy＋xy＝０；　　　　　（２） x

２＋y
２－ａｒｃｓｉｎy＝０；　　（３） x

y＝y
x；

（４） ａｒｃｔａｎ y
x
＝ｌｎ x

２＋y
２； （５） x

２－２xy＋y
２＝２x； （６） x ＋ y ＝１；

（７） xy
２＋ｅy＝ｃｏｓ（x＋y

２）； （８） ｌｎy－ １－x１＋x
＝０．

４．求下列由参数方程表示的函数的导数：
（１） x＝

３
１－ t ，y＝ １－ ３

t ，求ｄyｄx；　　（２） x＝ｓｉｎ２t，y＝ｃｏｓ２t，求ｄyｄx ；
（３） x＝１＋t

３，y＝ｅ２t，求ｄyｄx x＝２；（４） x＝１＋t
２，y＝ｃｏｓt，求ｄyｄx ； （５） x＝ｅtｓｉｎt，y＝ｅ－tｃｏｓt，求ｄyｄx．

５．用对数求导法求下列函数的导数：
（１） y＝x

ｓｉｎx（x＞０）； （２） y＝（ x ）ｌｎx（x＞０）； （３） y＝a
ｓｉｎx（a＞０）；

（４） y＝（１＋x） １x （x＞０）； （５） y＝（x＋５）２（x－４）
１３

（x＋２）５（x＋４）１２ ； （６） y＝x
１－x１＋x

．
６．下列参数方程给出函数y＝y（x），求ｄ２yｄx ２：
（１） x＝aｃｏｓt，y＝aｓｉｎt； （２） x＝２t－t

２，y＝３t－t
３；
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（３） x＝ｌｎ（１＋t
２），y＝ａｒｃｔａｎt；　　　　　（４） x＝ｌｎ（t＋ t

２＋１），y＝t
２．

７．求下列隐函数的二阶导数y″：
（１） x

３＋y
３－３axy＝０（a＞０）； （２） y

２＋２ｌｎy＝x
４；

（３） xy＝ｅx＋y； （４） y＝１－xｅy．
８．求ｄyｄx，设
（１）r２＝２a２ｃｏｓ２θ（双纽线）在θ＝ π６ 处；
（２）r＝aｅm θ（对数螺线），其中r＝ x

２＋y
２及θ＝ａｒｃｔａｎ y

x
为极坐标．

图３．１５

９．身高 ５尺（１尺＝０．３３３ ｍ）的人在路灯一旁沿着一条水平直线L

行走（见图３．１５），电灯杆A A′到L 的距离是８尺，杆足A′在L 上

的正投影是 O 点．灯高 ２０尺．如果人行走的速度每秒钟 １．５
尺，求当人离O 点６尺时，人影长度的变化率．

１０．在中午正１２点，甲船以６ ｋｍ／ｈ 的速率向东行驶，乙船在甲船之

北１６ ｋｍ 处，以８ ｋｍ／ｈ 的速率向南行驶．问下午１点整，两船相

离的速率为多少？
１１．设有一段直径为 ２００ ｍｍ，长为 ６００ ｍｍ 的圆钢，放在加热炉加

热，直径增大的速率为 ０．０８ ｍｍ／ｍｉｎ，长度增大的速率为

０．２５ ｍｍ／ｍｉｎ．求加热开始时体积增大的速率．
（Ｂ）

１．求下列函数的导数：
（１） y＝ｅx＋ｅｅx；　　　　（２） y＝a

xa＋a
ax（a＞０）；

（３） y＝２ｔａｎ １x ； （４） y＝ a
b

x
b
x

a
x
a

b（a＞０，b＞０）；
（５） y＝ｅx １＋ｃｏｔ x２ ； （６） y＝３x ｌｎx．

２．在距海岸５ ｋｍ 处有一灯塔，它的灯每分钟转动一周，试求光束与岸边成６０°角时，光束沿岸边滑

动的速度（ｋｍ／ｍｉｎ）．
答案与提示

（Ａ）
２．－ y１＋x＋ｅy．
３．（１）ｅx＋yｅy－x

；　（２） ２x １－y
２

１－２y １－y
２ ；　（３）y（xｌｎy－y）

x（yｌｎx－x）；　（４）x＋y
x－y

；　（５）１－x＋y
y－x

；

（６）－ y
x
；　（７）－ y

２＋ｓｉｎ（x＋y
２）ｅy＋２xy＋２yｓｉｎ（x＋y

２）；　（８）－ y（１＋x）２ １＋x１－x
．

４．（１） t ·
３
（１－ t ）２

３
t
２ · １－ ３

t

；　（２）－１；　（３） ２３ ｅ２；　（４）－ｓｉｎt２t ；　（５）－ｅ－２t．
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５．（１）x ｓｉｎx ｃｏｓx ｌｎx＋ｓｉｎx
x
；　（２） y

x
ｌｎx；　（３）aｓｉｎx ｌｎaｃｏｓx；

（４）（１＋x） １x １
x（x＋１）－ｌｎ（１＋x）

x
２ ；　（５）y ２

x＋５－ ５
x＋２＋ １３（x－４）－ １２（x＋４） ；

（６）y １
x
－ １２（１－x）－ １２（１＋x） ．

６．（１）－ １
aｓｉｎ３t；　（２） ３４（１－t）；　（３）－１＋t

２
４t３ ；　（４）４t２＋２．

７．（１） １
y
２－ax

２a（ay－x
２）

y
２－ax

－２y ay－x
２

y
２－ax

２－２x ；　（２） ２x ２y（１＋y
２）３［３（１＋y

２）２＋２x ４（１－y
２）］；

（３） y
x－xy

＋（x＋y－２）（xy－y）（x－xy）２ ＋x（xy－y
２）（x－xy）３ ；　（４） ２ｅ２y（１＋xｅy）２－ xｅ３y（１＋xｅy）３．

８．（１）０；　（２）m ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ
m ｃｏｓθ－ｓｉｎθ＝ｔａｎ（θ＋ａｒｃｔａｎ １m ）．

９．±０．３（尺／ｓ）．
１０．－２．８ （ｋｍ／ｈ）．
１１．７３００π（ｍｍ３／ｓ）．

（Ｂ）
１．（１）ｅx（１＋ｅｅx）；　（２）aｌｎa· a

x
a· x

a－１＋a
x· a

a
x（ｌｎa）２；

（３）－ １
x
２ ｓｅｃ２ １x · ２ｔａｎ １x · ｌｎ２（x≠０）；　（４）y ｌｎ a

b
－ a

x
＋ b

x
（x＞０）；

（５）ｅx（ｓｉｎx－ｃｏｓx）
２ｓｉｎ２ x２

　（x≠２kπ，k 为整数）；　（６）３x ｌｎx· ｌｎ３＋ １
x
３x．

２．４０３ πｋｍ／ｍｉｎ．

３．４　微　　分

　　３．４．１　局部线性化与微分

由导数的几何意义知，曲线 y＝f（x）上过点（x ０，f （x ０））的切线方程为 y＝f （x ０）

图３．１６

＋f′（x ０）（x－x ０）．由图 ３．１６ 可以看出，当Δx＝x－x ０

充分小时，K N ≈P N ，其中 K N ＝ｔａｎα· M N 是切线的

改变量，而 P N ＝f （x ０＋Δx）－f （x ０）是曲线的改变量．
我们不妨来研究一个具体例子．设f（x）＝ x ，则曲线

y＝ x 在x＝４处的切线方程为y＝ x４ ＋１．表３唱１是函

数值对照表，由表 ３唱１ 可看出，当Δx＝０．００１ 时，函数

x 的改变量约为０．０００ ２５０ １，而切线 y＝ x４ ＋１的改

变量为０．０００ ２５０ ０，这两个改变量的差值是十分微小的．这使我们很自然地想到：在

·６１１· 工科数学分析（上）



表３唱１
x y＝ x y＝ x４ ＋１
３．９９６ １．９９８ ９９９ ７ １．９９９ ０００ ０
３．９９７ １．９９９ ２４９ ８ １．９９９ ２５０ ０
３．９９８ １．９９９ ４９９ ９ １．９９９ ５００ ０
３．９９９ １．９９９ ７５０ ０ １．９９９ ７５０ ０
４．０００ ２．０００ ０００ ０ ２．０００ ０００ ０
４．００１ ２．０００ ２５０ １ ２．０００ ２５０ ０
４．００２ ２．０００ ４９９ ９ ２．０００ ５００ ０
４．００３ ２．０００ ７４９ ９ ２．０００ ７５０ ０
４．００４ ２．０００ ９９９ ８ ２．００１ ０００ ０

x ０ 点附近，是否可以用切线来近似地代替曲线？ 即用切线上的函数值近似代替曲线

上的函数值．
f（x） ≈ f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０）．

这就是所谓局部线性化．切线方程的一般形式是

y ＝ ax ＋ b．
用这样简单的线性函数在局部范围内去逼近一个相对来说较复杂的函数y＝f （x），无论

在理论上还是在计算上都是十分有价值的事情．用简单的东西逼近更复杂的东西，这在数

学上是十分深刻的思想．由前面所讨论的局部线性化问题，我们引进微分的概念．
定义 ３．４．１（微分）　设 y＝f（x）在（a，b）上定义，且有

Δy ＝ f（x ＋ Δx） － f（x） ＝ AΔx ＋ o（Δx）　（Δx → ０）， （３．４．１）
其中 A 与Δx 无关（可以依赖于x），则称函数f（x）在x 点可微，并称AΔx 为函数在该

点的微分，记作

ｄy ＝ AΔx　 或 　ｄf（x） ＝ AΔx．
　 　在Δy 的分解式（３．４．１）中，第一项 AΔx 是Δx 的线性函数，第二项是Δx 的高阶

无穷小量，因此Δy 的值主要取决于第一项．我们称 AΔx 为函数改变量Δy 的线性主

部，即微分是函数改变量的线性主部．因此，当Δx→０时，我们可以写

Δy ≈ ｄy ＝ AΔx． （３．４．２）
联系到本节开始的讨论，在那里我们指出当Δx 充分小时，有

P N ＝ Δy ≈ K N ＝ ｔａｎα·Δx ＝ f′（x ０）Δx．
这里自然会问：如果 f （x）在 x ０ 点可微，那么 A 是否就是导数f′（x ０）呢？ 回答是肯定

的，下面就来证明这一点．
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假定函数 y＝f（x）在 x ０ 点可微，由定义知，（３．４．１）式成立．在（３．４．１）式两边除

以Δx，得
ΔyΔx
＝ A ＋ o（Δx）Δx

， （３．４．３）
因 A 与Δx 无关，所以当Δx→０时，（３．４．３）式右端第一项极限为 A ，而第二项按高阶

无穷小量的定义，极限为零．既然（３．４．３）式右端的极限存在，故（３．４．３）式左端的极

限也存在，且有

f′（x ０） ＝ ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
＝ A．

这样我们就证明了：可微必可导，且 f（x）在 x ０ 的微分

ｄy│x＝ x ０ ＝ f′（x ０）Δx．
　　反过来，若函数 f（x）在 x ０ 点可导，则它在 x ０ 点也可微．事实上，由

f′（x ０） ＝ ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
，

可推得 ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
－ f′（x ０） ＝ ０，

或 ｌｉｍΔx→０
Δy－f′（x ０）Δx

Δx
＝０．

由高阶无穷小的定义，得
Δy － f′（x ０）Δx ＝ o（Δx）　（Δx → ０），

也就有 Δy ＝ f′（x ０）Δx ＋ o（Δx）　（Δx → ０），
故函数可微．

综上所述，我们得到下面的结论．
定理 ３．４．１　函数 y＝f（x）在 x ０ 点可微的充要条件是：函数f（x）在 x ０ 点可导．
由此，对于一元函数来说，可微与可导是同义词．Δy 的分解式是唯一的，且微分

总可写成

ｄy ＝ f′（x）Δx　 或 　ｄf（x） ＝ f′（x）Δx．
对特殊的函数 y＝x，因 y′＝１，所以

ｄy ＝ ｄx ＝ １ ·Δx，
把 x 看成函数时，它的微分就是自变量的改变量．我们定义自变量的微分就是自变量

的改变量

ｄx ＝ Δx．
于是 ｄy 又可写成

ｄy ＝ f′（x）ｄx， （３．４．４）
或

ｄyｄx＝f′（x）．
导数现在可以表示成两个微分之商，所以导数亦称为微商．
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　　３．４．２　微分的运算法则

由（３．４．４）式可知，要计算函数的微分，只要计算函数的导数，再乘以自变量的微

分即可．因此，可直接推得下面的微分公式及微分的运算法则．
ｄ（C ）＝０；　　　　　　ｄ（ｔａｎx）＝ ｄx

ｃｏｓ２x ；　　　　ｄ（xα）＝αxα－１ｄx；
ｄ（ａｒｃｓｉｎx）＝ ｄx

１－x
２ ； ｄ（ｅx）＝ｅxｄx； ｄ（ａｒｃｔａｎx）＝ ｄx

１＋x
２ ；

ｄ（ｓｉｎx）＝ｃｏｓxｄx； ｄ（ｃｏｓx）＝－ｓｉｎxｄx； ｄ（ｌｎ│x│）＝ｄx
x
．

设 u，v 是 x 的函数，则
ｄ（u ± v） ＝ ｄu ± ｄv；　ｄ（uv） ＝ vｄu ＋ uｄv；
ｄ u

v
＝ vｄu － uｄv

v
２ ；　ｄf（u） ＝ f′（u）ｄu． （３．４．５）

　　我们对（３．４．５）式作一些说明．若 y＝f（u），u＝g（x），则复合函数 y＝f［g（x）］的
微分为

ｄy ＝ ｛f［g（x）］｝′ｄx ＝ f′［g（x）］g′（x）ｄx ＝ f′（u）ｄu．
这个结果与把u 看作自变量求微分的结果相同，即是说，对y ＝f（u）求微分时，不论u

是自变量还是函数，所得结果是相同的．这个性质叫做一阶微分形式的不变性．但要

注意，u 是自变量时，ｄu＝Δu；而 u 是函数时，ｄu 和Δu 一般来说是不同的．
例 ３．４．１　设 y＝ｅ－ x

２／２，求 ｄy．
解　利用微分的定义，有

ｄy ＝ （ｅ－ x ２／２）′ｄx ＝－ xｅ－ x ２／２ｄx．
也可利用一阶微分形式的不变性来做，即

ｄy ＝ ｄ（ｅ－ x ２／２） ＝ ｅ－ x ２／２ｄ － x
２

２ ＝－ xｅ－ x ２／２ｄx． □
　　例 ３．４．２　设 y＝ｌｎ（x＋ １＋x

２ ），求 ｄy．
解　令 u＝x＋ １＋x

２ ，则 y＝ｌｎu，于是

ｄy ＝ １
u
ｄu ＝ ｄx ＋ ｄ（ １ ＋ x

２ ）
x ＋ １ ＋ x

２ ＝
１ ＋ x

１ ＋ x
２

x ＋ １ ＋ x
２ ｄx ＝ ｄx

１ ＋ x
２． □

　　例 ３．４．３　ｄ（xｅx）＝xｄ（ｅx）＋ｅxｄx＝ｅx（x＋１）ｄx． □
　　３．４．３　高阶微分

与高阶导数相仿，我们可以定义函数的高阶微分．函数y＝f（x）的二阶微分是一

阶微分ｄy 的微分ｄ（ｄy），记作ｄ２y．而f（x）的n 阶微分则定义为（n－１）阶微分的微分，
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记作

ｄn
y ＝ ｄ（ｄn－１

y）．
由于 y＝f（x）的一阶微分是

ｄy ＝ f′（x）ｄx，
故二阶微分为

ｄ２y ＝ ｄ（ｄy） ＝ （f′（x）ｄx）′ｄx ＝ （f″（x）ｄx ＋ f′（x）（ｄx）′）ｄx ＝ f″（x）ｄx ２，
这里，由于 x 与 ｄx 是互相独立的，因此 ｄx 对 x 的导数（ｄx）′＝０．上式中（ｄx）２ 记成

ｄx ２．如果孤立地看ｄx ２，也可理解为x
２ 求微分，但是在这个等式中，左端为ｄ２y，自然应

将 ｄx ２ 理解为（ｄx）２．
类似有 ｄ３y＝ｄ（ｄ２y）＝f碶（x）ｄx ３．
一般地有 ｄn

y＝ｄ（ｄn－１
y）＝f

（n）（x）ｄx n．
高阶导数也可表示为

f
（n）（x） ＝ ｄn

y

ｄx n．
　　注意，高阶微分不再具有形式不变性．

例 ３．４．４　设 y＝ｓｉｎx ２，求 ｄ２y．
解 ｄy＝（ｓｉｎx

２）′ｄx＝２xｃｏｓx ２ｄx，
ｄ２y ＝ （ｓｉｎx

２）″ｄx ２ ＝ （２ｃｏｓx ２ － ４x ２ｓｉｎx
２）ｄx ２． □

　　３．４．４　误差估计

利用微分可以作误差估计和近似计算．我们知道，如果函数y＝f（x）在 x ０ 点的

导数f′（x ０）≠０，且│Δx│很小时，有
Δy ＝ f（x ０ ＋ Δx） － f（x ０） ≈ f′（x ０）Δx，

若记 x＝x ０＋Δx，则有

f（x） ≈ f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０）． （３．４．６）
这就是局部线性逼近，当 f （x ０），f′（x ０）比较容易计算时，我们可以通过（３．４．６）式近

似地得到f（x）的值．
例 ３．４．５　计算

３ ２９的近似值．
解　令 f（x）＝ ３

x ，由公式（３．４．６），得
３ ２９＝ ３ ２７ ＋ ２ ≈ ３ ２７ ＋ f′（２７）（２９ － ２７）
＝ ３ ＋ １３ · １２７２／３ · ２ ＝ ３ ＋ ２２７ ≈ ３．０７４１，

所以 　　　 ３ ２９ ≈ ３．０７４１． □
　　我们把例 ３．４．５中的方法总结如下．
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为了计算 f（b）的近似值，
① 找一个与 b 很接近的数 a，且 f（a）与 f′（a）都比较容易计算；
② 计算Δx＝b－a（Δx 可以为正也可以为负）；
③ 计算 f（a）＋f′（a）Δx，于是 f（b）≈f（a）＋f′（a）（b－a）．
例 ３．４．６　求 ｓｉｎ３１°的近似值．
解　令 f（x）＝ｓｉｎx，b＝３１°＝π６ ＋ π１８０．取 a＝３０°＝π６ ，则Δx＝１°＝ π１８０．所以

ｓｉｎ３１°＝ ｓｉｎ（ π６ ＋ π１８０） ≈ ｓｉｎ π６ ＋ ｃｏｓ π６ · π１８０
≈ １２ ＋ ３２ · ０．０１７ ４５ ≈ ０．５１５ １．

注意，计算时必须把角度的单位化为弧度，因x 以弧度为单位时，才有（ｓｉｎx）′＝ｃｏｓx．
若 x 以度为单位，则（ｓｉｎx）′≠ｃｏｓx． □

下面利用微分作误差估计．
如果要求y＝f（x），由于仪器的精度问题，测得的自变量恰好不是真值x，而是近

似值x ０，记x－x ０＝Δx．实际上Δx 也是未知的，否则由x ０＋Δx 即得真值x．但根据仪

器的质量，我们可以知道│Δx│的上界，这个上界称为x 的绝对误差，记作δx，而称
δx

│x ０│
为 x 的相对误差．于是有

│x － x ０│≤ δx．
由于 x 的误差，引起 f（x）的误差

Δy ＝ f（x） － f（x ０） ＝ f（x ０ ＋ Δx） － f（x ０），
误差│Δy│的上界，称为 y 的绝对误差，记作 δy，而称

δy

│f（x ０）│为 y 的相对误差．
在实际问题中，高阶无穷小量总是可以忽略不计的，所以

Δy ≈ f′（x ０）Δx，
于是 │Δy│≈ │f′（x ０）││Δx│≤ │f′（x ０）│δx，
即得 y 的绝对误差为

δy ＝ │f′（x ０）│δx，
而 y 的相对误差为

δy

│f（x ０）│＝
f′（x ０）
f（x ０） δx ＝ ｄｄx ｌｎf（x ０） δx．

　　例３．４．７　设测量圆的半径r 时绝对误差是０．１ ｃｍ，测得的r 值为１１．５ ｃｍ．问圆

面积的绝对误差和相对误差各是多少？
解　圆面积的公式为A＝πr２，则A′（r）＝２πr．由于r０＝１１．５ ｃｍ，δr＝０．１ ｃｍ，故A

的绝对误差和相对误差分别为
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δA ＝ A′（r０）δr ＝ ２π× １１．５× ０．１ ｃｍ ２ ＝ ２．３πｃｍ ２，
δA

│A （r０）│＝
A′（r０）
A （r０） · δr ＝ ２

r０ × ０．１ ＝ ０．２１１．５ ≈ １．７４％．
（注意，相对误差通常用百分数表示）． □

习　题　３．４
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 函数f（x）在x ０ 点的微分如何定义？
（２） 局部线性化的含义是什么？
（３） 函数的可微与可导是一回事吗？
（４） 什么叫一阶微分形式不变性？
（５） 什么叫做测量一个量的绝对误差和相对误差？

２．计算下列各题：
（１） ｄ（x ２ｅx）；　　　　　　（２） ｄ（ｓｉｎx－xｃｏｓx）；　　　　（３） ｄ １

x
２ ；

（４） ｄ（ a
２＋x

２）； （５） ｄ（ｌｎ（１－x
２））； （６）ｄ ｌｎx

x
．

３．在下列等式的括号中填上适当的函数：
（１） ｄ（　　）＝ｄx

x
； （２） ｄ（　　）＝ｅxｄx； （３） ｄ（　　）＝ｃｏｓxｄx；

（４） ｄ（　　）＝ｓｉｎxｄx； （５） ｄ（　　）＝ ｄx１＋x
２； （６） ｄ（　　）＝ ｄx

１－x
２ ；

（７） ｄ（　　）＝ x ｄx； （８） ｄ（　　）＝ｄx２x ； （９） ｄ（　　）＝４x ３ｄx；
（１０） ｄ（　　）＝ ｄxｃｏｓ２x．

４．求下列函数的微分：
（１） y＝x ｌｎx－x；　　（２） y＝ａｒｃｓｉｎ １－x

２；　　（３） y＝x
２ｃｏｓ２x；　　（４） y＝５x＋ １２ ．

５．利用一阶微分形式的不变性求微分：
（１） y＝ａｒｃｔａｎｅx； 　　　　（２）y＝ｅｓｉｎx．

６．求下列近似值：
（１） ｓｉｎ２９°； 　　　　（２） ３ １．０２．

７．有一立方体的铁箱，其边长为（７０±０．１） ｃｍ，求出它的体积，并估计绝对误差和相对误差．
（Ｂ）

１．求下列函数的二阶微分ｄ２y：
（１） y＝ １＋x

２； 　　　　（２） y＝ｌｎx
x
．

２．计算球体体积时，要求精确度在２％以内．问这时测量直径D 的相对误差不能超过多少？
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答案与提示

（Ａ）
２．（１）ｅx（２x＋x

２）ｄx；　（２）xｓｉｎxｄx；　（３）－ ２
x
３ ｄx；　（４） x

a
２＋x

２ｄx；

（５） ２x
x
２－１ｄx；　（６）１－ｌｎ x

x x
ｄx．

３．（１）ｌｎx；　（２）ｅx；　（３）ｓｉｎx；　（４）－ｃｏｓx；　（５）ａｒｃｔａｎx；　（６）ａｒｃｓｉｎx；　（７） ２３ x x ；
（８）ｌｎ x ；　（９）x ４；　（１０）ｔａｎx．

４．（１）ｌｎxｄx；　（２）－ ｓｇｎx
１－x

２ｄx；　（３）（２xｃｏｓ２x－２x ２ｓｉｎ２x）ｄx；　（４）５x ｌｎ５ｄx．
５．（１） ｅx

１＋ｅ２xｄx；　（２）ｃｏｓxｅｓｉｎxｄx．
６．（１）０．４８４ ９；　（２）１．００７．
７．体积V＝x

３，相对误差为０．４％，绝对误差为１ ４７０ ｃｍ３．
（Ｂ）

１．（１） ｄx ２（１＋x
２）３／２；　（２）２ｌｎx－３x

３ ｄx ２．
２．６．７％．

３．５　微分中值定理

　　３．５．１　极值概念与费马定理

图３．１７中f（x １）虽然不是［a，b］上的 大值，但x １ 却是研究函数性态时的一类重

要的点，欲描述它，需引进两个基本概念．
定义 ３．５．１　设函数 f（x）定义于区间 I，x ０ 是 I 上的一点．如果橙x∈I，都有

f（x） ≤ f（x ０）　（或 f（x） ≥ f（x ０）），
则称点x ０ 为f（x）在区间I 上的最大点（或最小点）．数f（x ０）称为f（x）在I 上的最大值

（或最小值）．
定义 ３．５．２　若存在 x ０ 点的一个邻域 O （x ０），使橙x∈O （x ０），都有

f（x） ≤ f（x ０）　（或 f（x） ≥ f（x ０）），
则称x ０ 是f（x）的极大点（或极小点），f（x ０）为极大值（或极小值）；极大值与极小值统

称为极值．
若上面不等式中，当 x≠x ０ 时有严格不等号成立，则称 f（x ０）为严格极值．极值是

一个局部概念，极值定义中只要存在一个邻域，至于邻域有多大是无关紧要的．因此

我们又说极值是局部的 大、 小值．而定义３．５．１所说的区间I 上的 大、 小值是
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一个整体概念，是相对于区间而言的．若 大、 小值在区间内部达到，则它也是极

大、极小值；若 大、 小值在区间端点达到，则它不算极大、极小值．如图 ３．１７中 x １、
x ３ 是极大点，x ２、x ４ 是极小点，x ３ 是 大点，a 是 小点．

图３．１７

定理３．５．１（费马定理）　设f（x）在x ０ 点有极值，
且f′（x ０）存在，则

f′（x ０） ＝ ０．
　　证　考虑 f（x）在 x ０ 点有极大值的情形．

取Δx＞０，且 x ０＋Δx∈O （x ０），则有

f（x ０） ≥ f（x ０ ＋ Δx），
从而有

f（x ０ ＋ Δx） － f（x ０）
Δx

≤ ０，
因此得 　 f′（x ０） ＝ ｌｉｍ

Δx→０＋
f（x ０ ＋ Δx） － f（x ０）

Δx
≤ ０；

　　另一方面，若Δx＜０，则有

f′（x ０） ＝ ｌｉｍ
Δx→０－

f（x ０ ＋ Δx） － f（x ０）
Δx

≥ ０，
所以得 f′（x ０） ＝ ０． □
　　对 x ０ 为极小点的情形可类似证明．

费马（Ｆｅｒｍａｔ）定理的几何意义是非常明显的．例如在图３．１７中，函数在x １、x ２、x ４
处有极值，且函数在这三个点处可微，因此在这三个点处导数取零值，即曲线在对应

的点处有水平切线．但是我们也要注意到，导数f′（x ３）不存在，而x ３ 是函数的极大点．
这个事实告诉我们，在寻找函数的极值点时，除了在使得 f′（x）＝０的点中去找之外，
还应当在使得f′（x）不存在的点中去找．由于这个缘故，我们给这种点如下一个名称．

图３．１８

定义３．５．３　使得f′（x）＝０或f  （x）不存在的点x ０ 称为函

数 f（x）的临界点，其中使 f  （x）＝０的点 x ０ 称为 f（x）的驻点，
而数 f（x ０）本身称为 f（x）的临界值．

这里我们强调指出：费马定理的逆定理不成立，即条件

f′（x）＝０并不意味着 x 为 f （x）的极值点．例如图 ３．１８ 中的函

数f（x）＝x
３，f′（０）＝０．但 x＝０显然不是极值点．

实际问题中要找的通常是 大值或 小值．根据上面的讨

论，可得下面的推论．
推论 ３．５．１　设 f （x）在［a，b］上可微，且在［a，b］内部达到

大（ 小）值，又 f （x）在［a，b］内部只有一个临界点，则该临界点就是函数的 大

（ 小）点．
许多实际问题都符合推论中的条件．若函数不是由实际问题提出来的，而是由式
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子给出的，那么为了找出［a，b］上 f（x）的 大点和 小点，必须考虑以下两种点：
① ［a，b］内部 f（x）的临界点；
② 端点 a、b．
设x ０ 为f（x）在［a，b］上的 大点或 小点，则x ０ 必为上述两种点的一种．如果有

许多属于这两种类型的点，则求 f （x）的 大值与 小值仍可能是一个无希望的问

题．但若只有几个临界点，那么求 大值与 小值的步骤是直截了当的：先求出 f（x）
的上述两种点，再算出这些点处的函数值，这些值中的 大者就是 f （x）的 大值，而

小者就是 小值．
例 ３．５．１　求 f（x）＝x

３－x 在区间［－１，２］的 大值和 小值．
解　由 f′（x）＝３x ２－１＝０求得临界点

x １ ＝ １
３ ，　x ２ ＝－ １

３ ，
它们都在［－１，２］内部．又因为 f （x）处处可微，所以没有导数不存在的点． 后计算

函数值：
f

１
３ ＝－

２
３ ３ ，　f － １

３ ＝
２

３ ３ ，　f（－ １） ＝ ０，　f（２） ＝ ６．

显然 小值是－ ２
３ ３ ， 大值是 ６． □

到目前为止，我们的讨论都是用关于 f 的信息给出关于 f′的信息，例如费马定

理，尽管这个定理有时能用来确定关于 f 的某种信息，如极值点的位置，然而，利用 f′
的信息来确定 f 的信息仍然是有待我们去探讨的一个重要问题，我们将在后面展开

这方面的讨论．
　　３．５．２　微分中值定理

由导数定义知道，切线是割线的极限位置．现在我们将割线 A B 固定，让切线 T

图３．１９

自 A 至 B 变动，我们便会发现一个有趣的事实：总存在一

条切线 T ０，它与割线 A B （或称弦 A B ）是平行的 （见图

３．１９）．下面要讨论的微分中值定理，就是反映上述平行

性质的定理．
定理 ３．５．２（罗尔定理）　设 f （x）∈C ［a，b］，f （x ）在

（a，b）内可导，且 f（a）＝f（b）．则愁ξ∈（a，b），使得

f′（ξ） ＝ ０．
　　证　因 f （x）∈C ［a，b］，根据连续函数的性质，f（x）
在［a，b］上有 大值 M ， 小值 m ．

若 M ＝m ，即 f（x）恒为常数，这时 f′（x）＝０，于是（a，b）内任何一点都可取作ξ；
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图３．２０

若 M ≠m ，M 与 m 中至少有一个不等于 f （a）＝
f（b），不妨设M ≠f（a），且设 f （ξ）＝M （见图 ３．２０）．由
于 f（a）≠M ，故ξ∈（a，b），即ξ为极值点，且 f′（ξ）存在．
由费马定理知

f′（ξ） ＝ ０． □
　　罗尔（Ｒｏｌｌｅ）定理的几何意义是：若连接曲线两端

的弦是水平的，则曲线上必有一点，该点的切线是水平

的．当我们把曲线转一角度时，弦与切线的水平特性被破坏了，但切线与弦互相平行

的特性仍保持着．换句话说，曲线上总存在一点，该点的切线与连接曲线两端的弦平

行．这就是下面的定理．
定理 ３．５．３（拉格朗日中值定理）　设 f （x）∈C ［a，b］，f （x）在（a，b）内可导，则

愁ξ∈（a，b），使得

f′（ξ） ＝ f（b） － f（a）
b－ a

． （３．５．１）

图３．２１

　　公式（３．５．１）称为拉格朗日中值公式．
证　弦 A B 的方程是

y ＝ f（a） ＋ f（b） － f（a）
b－ a

（x － a），
因此，曲线的纵坐标与弦 A B 的纵坐标之差为 （见图

３．２１）
f（x） － f（a） ＋ f（b） － f（a）

b－ a
（x － a） ．

构造辅助函数

φ（x） ＝ f（x） － f（a） ＋ f（b） － f（a）
b－ a

（x － a） ，
显然φ（x ）∈C ［a，b］，且在（a，b）内可导，φ（a）＝φ（b）＝０．对φ（x ）应用罗尔定理，则
愁ξ∈（a，b），使得

φ′（ξ） ＝ ０，
即得 f′（ξ） ＝ f（b） － f（a）

b－ a
． □

　　当 f （b）＝f（a）时，拉格朗日中值定理即为罗尔定理．图 ３．２１给出了拉格朗日中

值定理的几何解释．
拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）定理中的ξ常可表示为

ξ＝ a ＋ θ（b－ a）， ０ ＜ θ＜ １，
因此定理中的公式常写成

f（b） － f（a） ＝ f′［a ＋ θ（b－ a）］（b－ a）， ０ ＜ θ＜ １ （３．５．２）
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或 f（x ＋ h） － f（x） ＝ f′（x ＋ θh）h，　０ ＜ θ＜ １． （３．５．３）
　　我们知道常数函数的导数恒为零，其逆命题也成立．

推论 ３．５．２　若函数 f （x）的导数 f′（x）在（a，b）内恒为零，则f（x）＝C （C 为常

数），x∈（a，b）．
证　在（a，b）内任取两点 x １，x ２，且 x １＜x ２．由拉格朗日中值定理，愁ξ∈（x １，x ２），

使得

f′（ξ） ＝ f（x ２） － f（x １）
x ２ － x １ ，

由假设知，f′（ξ）＝０，所以 f（x ２）＝f （x １）．这表明在区间（a，b）内任意两点，f（x）的值

是相同的，即 f（x）在（a，b）上为常数：f（x）＝C （C 为常数）．
推论 ３．５．３　若在（a，b）上成立 f′（x）＝g′（x），则 f（x）＝g（x）＋C （C 为常数）．
这显然是推论 ３．５．２的直接推论．
例 ３．５．２　对函数 f（x）＝ １－x

２在区间［－１，１］上验证罗尔定理．
解　f（－１）＝０＝f（１），f（x）∈C ［－１，１］，而 f′（x）＝－ x

１－x
２在（－１，１）内存

在．因此，由罗尔定理知，愁ξ∈（－１，１），使得 f′（ξ）＝０．我们可以求出这个ξ：
－ ξ

１ － ξ２ ＝ ０痴ξ＝ ０． □
　　例３．５．３　设f（x）∈C ［０，１］，在开区间（０，１）内可导，且f（０）＝１，f（１）＝０畅证明：
至少存在一点 x ０∈（０，１），使得 f  （x ０）＝－f（x ０）

x ０ ．
　　证　作辅助函数 F （x）＝xf （x ），则 F （x ）∈C ［０，１］，在（０，１）内可导，且 F （０）＝
F （１）＝０，故F （x）在区间［０，１］上满足罗尔定理的条件，因此，存在点x ０∈（０，１），使得

F  （x ０）＝０．而
F  （x） ＝ xf  （x） ＋ f（x），

故 x ０f  （x ０） ＋ f（x ０） ＝ ０．
即得所证． □

例 ３．５．４　证明：对任何实数 a，b，恒有

│ａｒｃｔａｎa － ａｒｃｔａｎb│≤ │a － b│． （３．５．４）
　　证　设 f（x）＝ａｒｃｔａｎx，容易验证 f（x）在区间［a，b］上满足拉格朗日中值定理的

条件，从而存在一点ξ＝a＋θ（b－a），０＜θ＜１，使得

ａｒｃｔａｎa － ａｒｃｔａｎb＝ １
１ ＋ ξ２（a － b）． （３．５．５）

因为 １＋ξ２≥１，所以由（３．５．５）式能推得（３．５．４）式成立． □
注意，在证明过程中，不需确定 a，b 中哪一个大，哪一个小，这是拉格朗日中值公

式的特点之一．事实上，不论 a 与 b 的大小如何，量
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f（b） － f（a）
b－ a

总是表示连接A （a，f（a））与B （b，f（b））的弦的斜率．所以拉格朗日中值定理也可以叙

述成：f（x）在区间上连续、可导，a、b 为区间上任意两点，则有

f（b） － f（a）
b－ a

＝ f′（ξ）　 或 　f（b） － f（a） ＝ f′（ξ）（b－ a），
这里ξ介于 a 和 b 之间．

定理３．５．４　设f（x）∈C （a，b），除x ０∈（a，b）外，导数f′（x）存在，且 ｌｉｍ
x→ x ０

f′（x）＝A

也存在，则 f′（x ０）也存在，且
f′（x ０） ＝ ｌｉｍ

x→ x ０
f′（x） ＝ A．

　　证　由定义 f′（x ０）＝ｌｉｍ
h→０

f（x ０＋h）－f（x ０）
h

，我们要证明右端的极限存在且等于

A．对于充分小的 h＞０，f（x）在［x ０，x ０＋h］上连续，在（x ０，x ０＋h）内可微（对于充分小

的 h＜０，类似的结论也成立）．由拉格朗日中值定理知，愁ξ∈（x ０，x ０＋h），使得

f′（ξ） ＝ f（x ０ ＋ h） － f（x ０）
h

．
因为 ｌｉｍ

x→ x ０
f′（x）＝A 存在，故橙ε＞０，愁δ＞０，使当 ０＜│x－x ０│＜δ时，有

│f′（x） － A│＜ ε．
又因 h→０时，ξ→x ０，所以对上述 δ，当│h│充分小时，必有０＜│ξ－x ０│＜δ，从而有

│f′（ξ） － A │＜ ε．
这表明 ｌｉｍ

h→０ f′（ξ） ＝ A ，
也就有 f′（x ０） ＝ ｌｉｍ

h→０
f（x ０ ＋ h） － f（x ０）

h
＝ ｌｉｍ

h→０ f′（ξ） ＝ A． □
　　定理３．５．４告诉我们，连续函数f（x）的导函数f′（x）在x ０ 点有极限，则f（x）在x ０

的导数 f′（x ０ ）存在并且就等于该极限值．但反过来是不对的，即若 f′（x ０ ）存在，但
ｌｉｍ
x→ x ０

f′（x）未必存在．读者可以通过例子

f（x） ＝ x
２ｓｉｎ １

x
，　x ≠ ０，

０，　　　　x ＝ ０
来检验．

定理 ３．５．５（柯西中值定理）　设 f（x）、g（x）∈C ［a，b］，且在（a，b）内可导，g′（x）
≠０．则愁ξ∈（a，b），使得

f（b） － f（a）
g（b） － g（a） ＝ f′（ξ）

g′（ξ）．
　　证　首先由拉格朗日中值定理知

g（b） － g（a） ＝ g′（η）（b－ a） ≠ ０，
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故定理中的公式有意义．构造辅助函数

φ（x） ＝ f（x）［g（b） － g（a）］ － g（x）［f（b） － f（a）］，
显然φ（x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，且

φ（a） ＝ φ（b） ＝ f（a）g（b） － g（a）f（b）．
由罗尔定理知，愁ξ∈（a，b），使得

φ′（ξ） ＝ ０，
或 f′（ξ）［g（b） － g（a）］ － g′（ξ）［f（b） － f（a）］ ＝ ０．
整理即得

f（b） － f（a）
g（b） － g（a） ＝ f′（ξ）

g′（ξ）． □
　　例 ３．５．５　设 f（x）∈C ［a，b］（a＞０），且在（a，b）内可导．证明存在ξ∈（a，b），使得

f（b） － f（a） ＝ ξｌｎ b

a
· f  （ξ）．

　　证　令 g （x）＝ｌｎx，则 g∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，且 g  （x ）＝ １
x
≠０，g （a）≠

g（b）．由柯西中值定理推得必存在一点ξ∈（a，b），使得

f（b） － f（a）ｌｎb－ ｌｎa
＝ f  （ξ）１／ξ．

上式整理后即得所要证的等式． □
　　３．５．３　洛必达法则

如果当x→a（或x→∞）时，f（x）与g（x）都趋于零或都趋于无穷大，则极限ｌｉｍ
x→ a

f（x）
g（x）

（或ｌｉｍ
x→∞

f（x）
g（x））可能存在，也可能不存在．我们称这种类型的极限为

００型或
∞∞型的不定式．

由柯西（Ｃａｕｃｈｙ）中值定理可推出求这类极限的洛必达（Ｌ摧Ｈｏｓｐｉｔａｌ）法则．
定理 ３．５．６（洛必达法则）　设

（１） f（x）、g（x） 在 a 的某空心邻域 O ０（a，δ） 上连续，且 ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ ｌｉｍ
x→ a

g（x） ＝
０（或 ∞）；

（２） f（x）、g（x）在 O ０（a，δ）上可导，且 g′（x）≠０；
（３） ｌｉｍ

x→ a

f′（x）
g′（x）＝l（l为有限或±∞），则ｌｉｍ

x→ a

f（x）
g（x）＝ｌｉｍx→ a

f′（x）
g′（x）＝l．

　　证　只证不定式为
００型的情形．补充定义

f（a） ＝ g（a） ＝ ０，
则函数 f （x ）、g （x ）∈C （a－δ，a］，且在（a－δ，a）上可导．橙x∈（a－δ，a），对函数

f（x）、g（x）在区间［x，a］上应用柯西中值定理，存在ξ∈（x，a），使得

f（x）
g（x） ＝ f（x） － f（a）

g（x） － g（a） ＝ f′（ξ）
g′（ξ）．
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当 x→a 时，显然ξ→a，由条件（３）知
ｌｉｍ
x→ a

f′（ξ）
g′（ξ） ＝ l，

因此 ｌｉｍ
x→ a

－
f（x）
g（x） ＝ l．

同理可证 ｌｉｍ
x→ a

＋
f（x）
g（x） ＝ l．

合起来得 ｌｉｍ
x→ a

f（x）
g（x） ＝ l． □

　　我们指出，洛必达法则对于a 取a
＋、a－ ，或者a 取∞、＋∞、－∞均成立．下面通过

例子说明洛必达法则的应用．
例 ３．５．６　求ｌｉｍ

x→１
ｌｎx

x－１．
解　这是

００型．用洛必达法则得

ｌｉｍ
x→１

ｌｎx
x － １ ＝ ｌｉｍx→１

１／x１ ＝ １． □
　　例 ３．５．７　求 ｌｉｍ

x→＋∞x
π２ －ａｒｃｔａｎx ．

解　 ｌｉｍ
x→＋∞x

π２ －ａｒｃｔａｎx ＝ ｌｉｍ
x→＋∞

π２ －ａｒｃｔａｎx

１
x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

－ １
１＋x

２

－ １
x
２
＝ ｌｉｍ

x→＋∞
x
２

１＋x
２＝１．

□
例３．５．７给出的极限是∞· ０型的，把它转化为

００型之后便可以应用洛必达法则．
例 ３．５．８　求 ｌｉｍ

x→＋∞
ｌｎx

x
α（α＞０）．

解　这是
∞∞型的极限，用洛必达法则得

ｌｉｍ
x→＋∞

ｌｎx

x
α ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
１／x
αxα－１ ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
１
αxα＝ ０． □

　　例 ３．５．９　求 ｌｉｍ
x→＋∞

x
n

ｅx （n 为正整数）．
解　 ｌｉｍ

x→＋∞
x

n

ｅx＝ ｌｉｍ
x→＋∞

nx
n－１

ｅx ＝…＝ ｌｉｍ
x→＋∞

n祤
ｅx ＝０． □

除了
００ 与
∞∞这两种基本的不定式外，还有其他类型的不定式，如∞· ０，∞－∞，

００，１∞，∞０ 等，我们总可以将它们化为
００型或

∞∞型不定式，再利用洛必达法则求极限．
例 ３．５．１０　求 ｌｉｍ

x→０＋
x ｌｎx．
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解　这是 ０· ∞型不定式，将其转化为
∞∞型不定式来计算极限．

ｌｉｍ
x→０＋

x ｌｎx ＝ ｌｉｍ
x→０＋

ｌｎx１／x ＝ ｌｉｍx→０＋
１／x
－ １／x ２ ＝ ｌｉｍx→０＋

（－ x） ＝ ０． □
　　例 ３．５．１１　求ｌｉｍ

x→ π２
（ｓｅｃx－ｔａｎx）．

解　这是不定式∞－∞，由　　　 ｓｅｃx － ｔａｎx ＝ １ － ｓｉｎxｃｏｓx ，
可把原式化为

００型不定式极限．于是得

ｌｉｍ
x→ π２
（ｓｅｃx － ｔａｎx） ＝ ｌｉｍ

x→ π２

１ － ｓｉｎxｃｏｓx ＝ ｌｉｍ
x→ π２

－ ｃｏｓx－ ｓｉｎx
＝ ０． □

　　例 ３．５．１２　求 ｌｉｍ
x→０＋

x
x．

解　这是 ００ 型不定式极限．函数 f（x）＝x
x 可写成

f（x） ＝ x
x ＝ ｅx ｌｎx，

由例 ３．５．１０的结果及函数 ｅu 的连续性，得
ｌｉｍ

x→０＋
x

x ＝ ｌｉｍ
x→０＋

ｅx ｌｎx ＝ ｅｘｐ｛ ｌｉｍ
x→０＋

x ｌｎx｝ ＝ ｅ０ ＝ １． □
　　这里记号 ｅｘｐ｛x｝表示函数 ｅx．
　　例 ３．５．１３　求ｌｉｍ

x→０
a

x１＋a
x２＋…＋a

x
n

n

１
x ，其中 ai＞０，i＝１，２，…，n．

解　这是 １∞型极限，用取对数的方法化为
００型，再用洛必达法则求极限．因

　 ｌｉｍ
x→０
１
x
ｌｎ a

x１ ＋ a
x２ ＋ … ＋ a

x
n

n

　 ＝ ｌｉｍ
x→０

n

a
x１ ＋ a

x２ ＋ … ＋ a
x
n

· a
x１ ｌｎa１ ＋ a

x２ ｌｎa２ ＋ … ＋ a
x
n ｌｎan

n

　 ＝ ｌｉｍ
x→０
ｌｎ（a１ · a２ · … · an）

n
，

故 　　　 ｌｉｍ
x→０

a
x１ ＋ a

x２ ＋ … ＋ a
x
n

n

１
x ＝ n

a１ · a２…an ． □

习　题　３．５

（Ａ）
１．回答下列问题：
（１） 极值与 大、 小值有什么区别？
（２） 什么叫做函数的临界点？ 临界点一定是极值点吗？ 为什么？
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（３） 函数的临界值与极值有什么区别？
（４） 求函数在区间上的 大、 小值有哪几个基本步骤？
（５） 罗尔定理中的条件可以去掉其中的一条吗？ 若不能，你能否举个例子说明？
（６） 拉格朗日中值定理中的“中值”是指什么？
（ａ） 中值是指区间［a，b］的中点 ξ＝a＋b２ 吗？
（ｂ） 中值是f 在［a，b］上的平均变化率吗？

（７） 拉格朗日中值定理结论中的中值点ξ是唯一的吗？ 当区间端点a 或b 改变时，中值点ξ是否

一定随之改变？
（８） 若f′（x ０）存在，那么极限 ｌｉｍ

x→x０
f′（x）是否必存在？ 为什么？

（９） 哪些类型的极限是称为不定式的？ 这里的“不定”是指什么？
（１０） 满足什么条件的极限问题，可应用洛必达法则求解？
（１１） 怎样把求下列类型不定式极限：∞－∞，０· ∞，１∞，００，∞０ 转化为求 ００ 型或∞∞型不定式极

限问题？
２．求出下列函数的临界点：
（１） y＝２x ３＋３x ２－３６x＋５；　　（２） y＝３x ４－４x ３＋６；　　　（３） y＝（x ２－４）７；
（４） y＝（x ３－８）４； （５） y＝ x

x
２＋１； （６） y＝２x ２ｅ５x＋１．

３．求下列函数在指定区间上的 大值：
（１） f（x）＝x

２－４x＋６，　－３≤x≤１０；　（２） f（x）＝│x ２－３x＋２│，　－１０≤x≤１０；
（３） f（x）＝x

２
a
２－x

２，　０≤x≤a； （４） f（x）＝x
n（１－x）m ，　０≤x≤１，n 和m 为正整数；

（５） f（x）＝x
２ｅ－３x，　x≥０； （６） f（x）＝x

２ｌｎ １
x
，　x＞０．

４．求下列函数在指定区间上的 小值：
（１） f（x）＝x

２－３x－７，　－１≤x≤５； （２） f（x）＝２x，　－１≤x≤５；
（３） f（x）＝x＋ １

x
，　０．０１≤x≤１００； （４） f（x）＝ ５－４x，　－１≤x≤１；

（５） f（x）＝x
２－１６

x
，　x＜０； （６） f（x）＝x＋ １－x ，　－１≤x≤１．

５．拉格朗日中值定理证明的关键是构造辅助函数，试利用下列辅助函数来证明这个定理：
（１） Φ（x）＝［f（x）－f（a）］（b－a）－（x－a）［f（b）－f（a）］；
（２） Φ（x）＝f（x）（b－a）－x［f（b）－f（a）］．

６．（１） 证明：如果橙x∈［a，b］，有f′（x）≥m ，m 是某常数，则有f（b）≥f（a）＋m （b－a）；
（２） 证明：如果橙x∈［a，b］，有f′（x）≤M ，M 是某常数，则有f（b）≤f（a）＋M （b－a）；
（３） 如果橙x∈［a，b］，有│f′（x）│≤M ，试写出一个类似的定理．

７．证明：无论m 是什么数，多项式函数f（x）＝x
３－３x＋m 在［０，１］内决不会有两个零点．

８．设f（x）∈C ［０，１］且可微；对于每个x，f（x）的值都在（０，１）内；并且橙x∈（０，１），f′（x）≠１．求证：
存在唯一的一个数x ０∈（０，１），使得f（x ０）＝x ０．（这一题有一半在习题２．８（Ａ）第６题中已完成．）

９．设对一切实数x，有f′（x）＞g′（x），且f（a）＝g（a）．证明：当x＞a 时，f（x）＞g（x）；而当x＜a 时，
f（x）＜g（x）．
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１０．证明不等式：
（１） │ｓｉｎb－ｓｉｎa│≤│b－a│；　　（２） a－b

a
＜ｌｎ a

b
＜a－b

b
　（a＞b＞０）．

１１．证明：若f（x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，则必存在一点ξ∈（a，b），使得

２ξ［f（b） － f（a）］ ＝ （b２ － a
２）f′（ξ）．

１２．设f（x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，０＜a＜b．求证：存在一点ξ∈（a，b），使得

af（b） － bf（a）
a－ b

＝ f（ξ）－ξf′（ξ）．
１３．设ab＞０，证明aｅb－bｅa＝（１－ξ）ｅξ（a－b），其中ξ介于a 和b 之间．
１４．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
ｔａｎx－x
x－ｓｉｎx ；　　　　　（２） ｌｉｍx→０

１－ｃｏｓx ２
x
２ｓｉｎx ２ ；　　　　　　　（３） ｌｉｍx→＋∞

x
n

ｅax（a＞０，n＞０）；
（４） ｌｉｍ

x→０
x－ｌｎ（１＋x）

x
２ ； （５） ｌｉｍ

x→π
ｔａｎnxｔａｎm x

（n，m 为自然数）； （６） ｌｉｍ
x→a

ｓｉｎx－ｓｉｎa
x－a

；
（７） ｌｉｍ

x→a

x
m－a

m

x
n－a

n ； （８） ｌｉｍ
x→＋∞

ｅx＋ｅ－x

ｅx－ｅ－x．
１５．求下列极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
１ｓｉｎx－ １x ； （２） ｌｉｍ

x→０
１ｌｎ（１＋x）－ １x ； （３） ｌｉｍ

x→１（１－x）ｔａｎ πx２ ；
（４） ｌｉｍ

x→０＋
x
ｓｉｎx； （５） ｌｉｍ

x→１
x－x

x

１－x＋ｌｎx； （６）ｌｉｍ
x→０

（１＋x） １xｅ
１
x ；

（７） ｌｉｍ
x→＋∞

π２ －ａｒｃｔａｎx
１
x ； （８）ｌｉｍ

x→０xｃｏｔ２x．
１６．下面各题应用洛必达法则错在何处：
（１） ｌｉｍ

x→１
x
３＋x－２

x
２－３x＋２＝ｌｉｍx→１

３x ２＋１２x－３＝ｌｉｍx→１
６x２ ＝３；

（２） ｌｉｍ
x→＋∞

x＋ｓｉｎx
x－ｓｉｎx＝ ｌｉｍx→＋∞

１＋ｃｏｓx１－ｃｏｓx＝ ｌｉｍx→＋∞
－ｓｉｎxｓｉｎx ＝－１；

（３） ｌｉｍ
x→＋∞

x＋ｓｉｎx
x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

１＋ｃｏｓx１ 不存在．所以 ｌｉｍ
x→＋∞

x＋ｓｉｎx
x

不存在．
（Ｂ）

１．求下列函数的极值点：

　（１） f（x）＝

x，
５，
－３，
９，
７，

　

x≠３，５，７，９，
x＝３，
x＝５，
x＝７，
x＝９；

（２） f（x）＝ x，　x 为有理数，
０，　x 为无理数；

　（３） f（x）＝
１，　x＝ １

n
，n 为自然数，

０，　x≠ １
n
；

　（４） f（x）＝ １，　当x 的十进制小数表示包含一个５时，
０，　其他地方．

２．设函数f（x）满足│f（x）－f（y）│≤│x－y│n， n＞１，通过考虑f′证明f 是常数．
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３．证明：若a０１ ＋a１２ ＋…＋ an

n＋１＝０，则对于区间［０，１］内的某个x，有a０＋a１x＋…＋anx
n＝０．

４．求证：方程ｅx＝ax
２＋bx＋c 的根不超过三个．

５．设不恒为常数的函数 f （x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，且 f （a）＝f （b）．证明：至少有一点ξ∈
（a，b），使f′（ξ）＞０．

６．设f（x）可导，求证：在f（x）的两个零点之间必有f（x）＋f′（x）的零点．
７．设函数f（x）∈C ［０，１］，在（０，１）内可导，且 f（０）＝０，f（１）＝１．又设f（x）是 x 的非线性函数．求

证：在（０，１）内至少存在一点ξ，使得f′（ξ）＞１．
８．证明拉格朗日中值定理的一个推广：设 f（x）在（a，b）上连续且可微，并且 f（a＋）＝ ｌｉｍ

x→a
＋f（x）与

f（b－）＝ ｌｉｍ
x→b

－f（x）均存在，则必存在一点ξ∈（a，b），使得

f′（ξ）＝ f（b－） － f（a＋）
b－ a

．
９．设f（x）、g（x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可微，并且橙x∈（a，b），g′（x）≠０．求证：愁ξ∈（a，b），使得

f′（ξ）
g′（ξ） ＝ f（ξ）－ f（a）

g（b） － g（ξ）．
１０．设h＞０，f′（x）在（a－h，a＋h）内存在．求证：
（１） f（a＋h）－f（a－h）

h
＝f′（a＋θh）＋f′（a－θh）　（０＜θ＜１）；

（２） f（a＋h）－２f（a）＋f（a－h）
h

＝f′（a＋θh）－f′（a－θh）　（０＜θ＜１）．
１１．由拉格朗日中值定理知，ｌｎ（１＋x）－０＝x· １１＋θx　（０＜θ＜１），证明　ｌｉｍ

x→０θ＝ １２ ．

１２．设f（x）＝
g（x）

x
，x≠０，

　０，x＝０．
并设g（０）＝g′（０）＝０，g″（０）＝１７．求f′（０）．

１３．利用本节定理３．５．４证明：在导数处处存在的前提下，一个函数的导函数不可能有第一类间断点．
１４．设f（x）一阶可导，且f″（x ０）存在．求证：

ｌｉｍ
h→０

f（x ０ ＋ ２h） － ２f（x ０ ＋ h） ＋ f（x ０）
h
２ ＝ f″（x ０）．

答案与提示

（Ａ）
２．（１） x １＝２，x ２＝－３；　（２） x １＝０，x ２＝１；　（３） x １＝０，x ２＝２，x ３＝－２；
（４） x １＝０，x ２＝２；　（５） x １＝－１，x ２＝１；　（６） x １＝０，x ２＝－ ２５ ．

３．（１） ６６；　（２） １３２；　（３） ２a３
３ ３ ；　（４）

m
n
n

n

（m＋n）m＋n；　（５） ４９ｅ２；　（６） １２ｅ．
４．（１） －３７４ ；　（２） １２ ；　（３） ２；　（４） １；　（５） １２；　（６） ２ －１．
７．用反证法及罗尔定理．
１０．分别对函数 ｓｉｎx，ｌｎx 在适当的区间上用拉格朗日中值定理．
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１２．对F （x）＝f（x）
x
，G （x）＝ １

x
在适当的区间上用柯西中值定理．

１４．（１） ２；　（２） １２ ；　（３） ０；　（４） １２ ；　（５） n
m
；　（６） ｃｏｓa；　（７） m

n
a

m －n；　（８） １．
１５．（１） ０；　（２） １２ ；　（３） ２π；　（４） １；　（５） ２；　（６） ｅ－

１２ ；　（７） １；　（８） １２ ．
（Ｂ）

１．（１） ３，７为极大点；５，９为极小点；　（２） 一切正无理数为极小点；一切负无理数为极大点；
（３） 橙n， １

n
为极大点；其余的x 为极小点；　（４） 当x 的十进制小数表示包含数字５时，x 为极大点；

当x 的十进制小数表示不包含数字５时，x 为极小点．
２．考虑０≤│f（x）－f（y）││x－y│ ≤（x－y）n－１．
７．注意到在（０，１）内至少有一点c，使f（c）≠c．
１０．（１）考虑辅助函数g（x）＝f（a＋x）－f（a－x）．
１２．f  （０）＝１７２ ．

３．６　泰 勒 公 式

局部线性化只给出了函数的一阶多项式逼近．本节将介绍用高阶多项式来逼近

具有一定可微性的函数，即泰勒公式，它在理论研究和近似计算中都有广泛的应用．
　　３．６．１　泰勒公式

我们在本章３．４．１中已经指出，如果函数f（x）在点x ０ 有导数，则当x－x ０→０时，
f（x） ＝ f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ o（x － x ０）． （３．６．１）

当│x－x ０│很小时，根据这个公式，我们就可以把 f（x）近似地表示为 x 的线性函数：
f（x） ≈ f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０），

并且这个近似等式的误差就是o（x－x ０）．换句话说，当│x－x ０│充分小时，不仅这个误

差本身很小，而且它与│x－x ０│比起来也非常小．这一点对于近似计算有相当大的价

值．我们马上就要看到，上述事实还是今后理论的进一步发展的出发点．
让我们还是再回到计算 f （x ）的近似值的问题上来．对公式（３．６．１）中的量

o（x－x ０），我们没有关于它的更精确的信息，只知道它是比 x－x ０ 更高阶的无穷小

量．那么，在略去o（x－x ０）时，所得到的近似值是否符合预先的精确程度的要求呢？有
时会遇到这种情形，比如说，我们必须计算到与 x－x ０ 相比是二阶的无穷小量（也就

是必须计算到（x－x ０）２），但是高于二阶的量（也就是o（（x－x ０）２））倒可以忽略不计．
于是，我们就想到，是否可以建立一个更精确的公式：

f（x） ＝ a０ ＋ a１（x － x ０） ＋ a２（x － x ０）２ ＋ o（（x － x ０）２），
其中a０，a１，a２ 都是与x－x ０ 无关的常数．换句话说，就是要用一个二次三项式来逼近f（x）：
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f（x） ≈ a０ ＋ a１（x － x ０） ＋ a２（x － x ０）２，
并且其误差是一个 o（（x－x ０）２）形式的量．

很自然地，我们可以提出一个更一般的问题：是否可以找到一个 n 次多项式

P n（x） ＝ a０ ＋ a１（x － x ０） ＋ a２（x － x ０）２ ＋ … ＋ an（x － x ０）n

（其系数与 x－x ０ 无关），使当 x－x ０→０时，有
f（x） － P n（x） ＝ o（（x － x ０）n）． （３．６．２）

如果 P n（x）存在，那么它的系数怎样求？ 如果以上两个问题能够得到肯定的解决，则
多项式 P n（x）就是对 f（x）的一个很好的逼近，并且可以精确到我们所需要的程度．

考虑代数多项式

P n（x）＝an（x－x ０）n＋an－１（x－x ０）n－１＋…＋a１（x－x ０）＋a０．
仿照本章例 ３．２．１２的做法，我们可以将这个多项式表示成

P n（x） ＝ P n（x ０） ＋ １１！P′n （x ０）（x － x ０） ＋ １２！P＂n （x ０）（x － x ０）２

　 ＋ … ＋ １
n！P （n）

n （x ０）（x － x ０）n．
于是，如果给定了一个在点 x ０ 处有 n 阶导数的函数 f （x），那么我们可以随即写出多

项式

P n（x） ＝ f（x ０） ＋ １１！f  （x ０）（x － x ０） ＋ １２！f＂（x ０）（x － x ０）２

　 ＋… ＋ １
n！f （n）（x ０）（x － x ０）n， （３．６．３）

这个多项式在点 x ０ 处的不超过 n 阶的导数与 f（x）在点 x ０ 处的同阶导数相同．
定义３．６．１　由关系式（３．６．３）给出的多项式称为函数f（x）在点x ０ 处的n 阶泰勒

（Ｔ ａｙｌｏｒ）多项式．
我们感兴趣的是量

f（x） － P n（x） ＝ R n（x － x ０）， （３．６．４）
即多项式 P n（x）与函数 f（x）的偏差畅我们称公式

f（x） ＝f（x ０） ＋ １１！f  （x ０）（x － x ０） ＋ １２！f＂（x ０）（x － x ０）２

＋ … ＋ １
n！f （n）（x ０）（x － x ０）n ＋ R n（x － x ０） （３．６．５）

为 n 阶泰勒公式，称 R n（x－x ０）为 n 阶余项．
下面给出带皮亚诺（Ｐｅａｎｏ）余项的泰勒公式．
定理 ３．６．１（带皮亚诺余项的泰勒公式）　假设

（１） 函数 f（x）在 x ０ 点的某个邻域 O （x ０）内有定义；
（２） 在此邻域内 f（x）有直到（n－１）阶导数；
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（３） f（x）在 x ０ 点的 n 阶导数存在．
则 f（x） ＝f（x ０） ＋ f′（x ０）

１祤 （x － x ０） ＋ f＂（x ０）
２祤 （x － x ０）２ ＋ …

＋ f
（n）（x ０）
n祤 （x － x ０）n ＋ o（（x － x ０）n）． （３．６．６）

　　证　令 h＝x－x ０，证明（３．６．６）式等价于证明极限

ｌｉｍ
h→０
１
h

n f（x ０ ＋ h） － f（x ０） ＋ f′（x ０）
１祤 h ＋ f″（x ０）

２祤 h
２

　　　 ＋ … ＋ f
（n）（x ０）

n！ h
n ＝ ０． （３．６．７）

为此，根据定理的假设条件，可以对（３．６．７）式左端连续应用（n－１）次洛必达法则：
左端＝ ｌｉｍ

h→０
１

nh
n－１ f′（x ０ ＋ h） － f′（x ０） ＋ f″（x ０）

１祤 h

　 ＋ … ＋ f
（n）（x ０）

（n － １）祤 h
n－１ ＝ …

＝ ｌｉｍ
h→０

f
（n－１）（x ０ ＋ h） － ［f （n－１）（x ０） ＋ f

（n）（x ０）h］
n！h

＝ １
n！ ｌｉｍh→０

f
（n－１）（x ０ ＋ h） － f

（n－１）（x ０）
h

－ f
（n）（x ０） ＝ ０．

后一个等号成立可以根据导数定义得到．证毕． □
公式（３．６．６）称为带皮亚诺余项的泰勒公式，其中的系数

ak ＝ f
（k）（x ０）
k祤 　（k＝ ０，１，…，n）

称为泰勒系数．定理 ３．６．１给出了函数在一点附近用多项式逼近的问题，对于误差只

给出了定性的描述，不能具体估计误差的大小．如果要具体计算函数值并达到预先给

定的误差，就需要进一步讨论函数在区间上用多项式逼近，并给出误差项一个定量的

公式．下面带拉格朗日余项的泰勒公式就可解决这个问题．
定理 ３．６．２（带拉格朗日余项的泰勒公式）　假设

（１）函数 f（x）在［a，b］上有定义；
（２）在闭区间［a，b］上有直到 n 阶的连续导数；
（３）在开区间（a，b）内有（n＋１）阶导数．

则对橙x ０∈［a，b］，有
f（x）＝ f（x ０） ＋ f′（x ０）

１祤 （x － x ０） ＋ f″（x ０）
２祤 （x － x ０）２

　 ＋ … ＋ f
（n）（x ０）
n祤 （x － x ０）n ＋ f

（n＋１）（ξ）（n ＋ １）祤 （x － x ０）n＋１， （３．６．８）
其中ξ介于 x 与 x ０ 之间．
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证明（梗概）　对辅助函数

F （t）＝f（x）－ f（t）＋f′（t）１祤 （x－t）＋f″（t）２祤 （x－t）２＋…＋f
（n）（t）
n祤 （x－t）n ，

G （t） ＝ （x － t）n＋１

在区间［x ０，x］上应用柯西中值定理即得．证明的细节留作习题请读者完成． □
当 n＝０时，公式（３．６．８）变成拉格朗日中值公式：

f（x） － f（x ０） ＝ f′（ξ）（x － x ０）．
因此，定理 ３．６．２是拉格朗日中值定理的推广，常称为泰勒中值定理．

当 x ０＝０时，泰勒公式（３．６．８）变成

f（x） ＝ f（０） ＋ f′（０）１祤 x ＋ f″（０）２祤 x
２ ＋ … ＋ f

（n）（０）
n祤 x

n ＋ f
（n＋１）（θx）（n ＋ １）祤 x

n＋１

（０ ＜ θ＜ １）．　　　（３．６．９）
公式（３．６．９）常称为带拉格朗日余项的麦克劳林（Ｍ ａｃｌａｕｒｉｎ）公式．

而当 x ０＝０时，泰勒公式（３．６．６）变成

f（x） ＝ f（０） ＋ f′（０）１祤 x ＋ f″（０）２祤 x
２ ＋ …＋ f

（n）（０）
n祤 x

n ＋ o（x n）．（３．６．１０）
公式（３．６．１０）称为带皮亚诺余项的麦克劳林公式．
　　３．６．２　几个基本初等函数的麦克劳林公式

下面利用公式（３．６．９）或（３．６．１０）求出几个常用初等函数的麦克劳林公式．
例 ３．６．１　设 f（x）＝ｅx，求它的麦克劳林公式．
解　因 f

（k）（x）＝ｅx，　f
（k）（０）＝１，

ak ＝ f
（k）（０）
k祤 ＝ １

k祤 　（k＝ ０，１，２，…，n）．
所以 ｅx ＝ １ ＋ x１祤 ＋ x

２

２祤 ＋ … ＋ x
n

n祤 ＋ o（x n）． □
　　例 ３．６．２　设 f（x）＝ｓｉｎx，求麦克劳林公式．

解　因 f
（k）（x）＝ｓｉｎ（x＋k

π２ ），故
f
（２k）（０） ＝ ０，　f

（２k＋１）（０） ＝ （－ １）k　（k＝ ０，１，…，n）．
于是得 ｓｉｎx ＝ x － x

３

３祤 ＋ x
５

５祤 － … ＋ （－ １）n－１ x
２n－１

（２n － １）祤 ＋ o（x ２n）．
类似可得

ｃｏｓx ＝ １ － x
２

２祤 ＋ x
４

４祤 － … ＋ （－ １）n x
２n

（２n）祤 ＋ o（x ２n＋１）． □
　　例 ３．６．３　设 f（x）＝ｌｎ（１＋x），求麦克劳林公式．
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解　因为 f
（k）（x）＝（－１）k－１ （k－１）祤（１＋x）k ，故

ak ＝ f
（k）（０）
k！ ＝ （－ １）k－１

k
　（k＝ １，２，…，n）．

所以 ｌｎ（１ ＋ x） ＝ x － x
２

２ ＋ x
３

３ － … ＋ （－ １）n－１ x
n

n
＋ o（x n）． □

　　例 ３．６．４　设 f（x）＝（１＋x）α，求麦克劳林公式．
解　f

（k）（x）＝α（α－１）…（α－k＋１）（１＋x）α－ k，故
a０ ＝ １，　ak ＝ f

（k）（０）
k祤 ＝ α（α－ １）…（α－ k＋ １）

k祤 （k＝ １，２，…，n）．
因此

（１ ＋ x）α＝ １ ＋ αx ＋ α（α－ １）２祤 x
２ ＋ … ＋ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）

n！ x
n ＋ o（x n）．

□
　　例 ３．６．５　将函数 f（x）＝ｌｎ（１＋ｓｉｎ２x）在 x＝０点展开到 x

４ 次项．
解　利用 ｌｎ（１＋x）的展开式可得

ｌｎ（１ ＋ ｓｉｎ ２x） ＝ ｓｉｎ ２x － １２ ｓｉｎ４x ＋ o（ｓｉｎ ４x），
再将 ｓｉｎx 的展开式代入上式得

ｌｎ（１ ＋ ｓｉｎ２x） ＝ x － １３祤 x
３ ＋ o（x ３） ２ － １２ ［x ＋ o（x）］４ ＋ o（x ４）

＝x
２ － ５６ x

４ ＋ o（x ４）． □
　　从上面几个例子中可以看出，利用带皮亚诺余项的麦克劳林公式，我们可以分离

出无穷小量的主部，例如，当 x→０时，
ｅx － １ ～ x， １ － ｃｏｓx ～ x

２

２ ， ｌｎ（１ ＋ ｓｉｎ２x） ～ x
２，

ｓｉｎx ～ x， ｌｎ（１ ＋ x） ～ x， （１ ＋ x）α－ １ ～ αx，
等等．利用这些事实，我们可以很方便地计算某些极限．

例 ３．６．６　求极限 I＝ ｌｉｍ
x→０
（１ ＋ αx）β－ （１ ＋ βx）α

x
２ ．

解　由例 ３．６．４中的公式，有
（１ ＋ αx）β＝ １ ＋ βαx ＋ β（β－ １）２ α２x ２ ＋ o（x ２），
（１ ＋ βx）α＝ １ ＋ αβx ＋ α（α－ １）２ β２x ２ ＋ o（x ２）．

因此有
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　I＝ｌｉｍ
x→０

１＋βαx＋β（β－１）２ α２x ２＋o（x ２）
x
２ －１＋αβx＋α（α－１）２ β２x ２＋o（x ２）

x
２

＝ １２ ［β（β－１）α２－α（α－１）β２］＝αβ（β－α）２ ． □
　　例 ３．６．７　求极限 I＝ ｌｉｍ

x→＋∞
３

x
３ ＋ ３x － x

２ － ２x ．
　　 解 　I＝ ｌｉｍ

x→＋∞ x １ ＋ ３
x
２

１
３ － x １ － ２

x

１
２

＝ ｌｉｍ
x→＋∞ x １ ＋ １３ · ３

x
２ ＋ o

１
x
２ － x １ － １２ · ２

x
＋ o

１
x

＝ ｌｉｍ
x→＋∞

１
x
＋ o

１
x
＋ １ － o（１） ＝ １． □

　　例 ３．６．８　求极限ｌｉｍ
x→０x

（x
x－１）．

解　ｌｉｍ
x→０x

（x
x－１）＝ｌｉｍ

x→０ ｅｘｐ［（x x－１）ｌｎx］＝ｅｘｐ［ｌｉｍ
x→０ （ｅx ｌｎx－１）ｌｎx］

＝ｅｘｐ［ｌｉｍ
x→０ （x ｌｎx＋o（x ｌｎx））ｌｎx］＝ｅ０＝１． □

以上麦克劳林公式中均采用皮亚诺余项，若采用拉格朗日余项，相应的麦克劳林

公式为

ｅx ＝ １ ＋ x１祤 ＋ x
２

２祤 ＋ … ＋ x
n

n祤 ＋ ｅθx（n ＋ １）祤 x
n＋１

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞，０ ＜ θ＜ １）；　　　 （３．６．１１）
ｓｉｎx ＝ x － x

３

３祤 ＋ x
５

５祤 － … ＋ （－ １）n－１ x
２n－１

（２n － １）祤 ＋ （－ １）n ｃｏｓθx（２n ＋ １）祤 x
２n＋１

（－ ∞ ＜ x ＜＋∞，０ ＜ θ＜ １）；　　　（３．６．１２）
ｃｏｓx ＝ １ － x

２

２祤 ＋ x
４

４祤 － … ＋ （－ １）n x
２n

（２n）祤 ＋ （－ １）n＋１ ｃｏｓθx（２n ＋ ２）祤 x
２n＋２

（－ ∞ ＜ x ＜＋∞，０ ＜ θ＜ １）；　　　（３．６．１３）
ｌｎ（１ ＋ x） ＝ x － x

２

２ ＋ x
３

３ － … ＋ （－ １）n－１ x
n

n
＋ （－ １）n x

n＋１

（n ＋ １）（１ ＋ θx）n＋１

（x ＞－ １，０ ＜ θ＜ １）；　　　（３．６．１４）
（１＋x）α＝ １ ＋ αx ＋ α（α－ １）２祤 x

２ ＋ … ＋ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）
n祤 x

n

＋ α（α－ １）…（α－ n）（n ＋ １）祤 （１ ＋ θx）α－ n－１
x

n＋１　（x ＞－ １，０ ＜ θ＜ １）．
（３．６．１５）

　　例 ３．６．９　记公式（３．６．８）中的余项为

R n（x） ＝ f
（n＋１）（ξ）（n ＋ １）祤 （x － x ０）n＋１，

·０４１· 工科数学分析（上）



则由 ｓｉｎx 的展开式（３．６．１２）知，其余项有如下的估计：
│R ２m （x）│≤ │x│２m ＋１

（２m ＋ １）祤 ， （３．６．１６）
当 m ＝１时，有 ｓｉｎx≈x，
其误差为 │ｓｉｎx － x│＝ │R ２（x）│≤ │x│３３祤 ＝ │x│３６ ．
如要求误差不超过 １０－３，即要求

│x│３６ ＜１０－３，只要

│x│＜ ０．１８１ ７．
这就是说，大约在原点左右 １０°范围内用 x 来逼近 ｓｉｎx 时，其误差不超过 １０－３．

当 m ＝２时，即在（３．６．１２）式中用三次多项式逼近正弦函数：
ｓｉｎx ≈ x － x

３

６ ， （３．６．１７）

图３．２２

如果仍然要求误差不超过 １０－３，那么由

（３．６．１６）式应有

│x│５５祤 ＜ １０－３，
因此有 │x│＜ ０．６５４ ４．
即在原点左右３７°３０′范围内（３．６．１７）式的误

差不超过 １０－３．
进一步讨论还可说明，用高阶泰勒多项

式逼近函数时，不仅能提高精确度，而且能在更大范围内表示所讨论的函数．图 ３．２２
给出了正弦函数 ｓｉｎx 与其泰勒多项式（m ＝１，２，３，４，５）在原点附近的差异情况． □

习　题　３．６
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 泰勒公式与拉格朗日中值公式有什么关系？
（２） 泰勒公式的皮亚诺余项与拉格朗日余项有什么差别？
（３） 什么叫麦克劳林公式？
２．按x 的正整数幂，写出下列函数的展开式至含有指定阶数的项（带皮亚诺余项）：
（１） １１－x

到含x
７ 的项；　　　　（２） ａｒｃｔａｎx 到含x

４ 的项；
（３） １

１＋x
到含x

４ 的项； （４） ｔａｎx 到含x
４ 的项．

３．按（x＋１）的乘幂展开多项式P （x）＝１＋３x＋５x ２－２x ３．
４．写出f（x）＝ １

x
在x ０＝－１的n 阶泰勒公式，要求写出拉格朗日余项．

·１４１·第３章　一元函数微分学



５．求函数f（x）＝xｅx 的n 阶麦克劳林公式，带拉格朗日余项．
６畅求下列极限：

（１） ｌｉｍ
x→０
ｅx－１－x

x
２ ；　　　　　　　（２） ｌｉｍ

x→０
ｅx－１－x－x

２
２

x
３ ；　　（３） ｌｉｍ

x→０
ｅx
３－１－x

３
（ｓｉｎ２x）６ ；

（４） ｌｉｍ
x→＋∞ x＋ １２ ｌｎ １＋ １x ； （５）ｌｉｍ

x→０
１
x
－ １ｅx－１ ； （６） ｌｉｍ

x→０＋
ｅx－１－x

１－x－ｃｏｓ x
．

（Ｂ）
１．对于下列各题，假定P ２（x）＝a＋bx＋cx

２ 是函数f（x）在x＝０附近的二阶泰勒多项式．若f（x）的
图形如图３．２３所示，你能说出a，b，c的符号吗？

图３．２３
２．钟摆运动的模型为ｄ２θｄt２＝－ g

l
ｓｉｎθ，其中 θ为钟摆与垂直方向的夹角．这个方程可以用下列方程

代替：ｄ２θｄt２＝－ g
l
θ．试说明在何种条件下，作这样的代换是合理的．

３．利用三阶泰勒公式求下列各数的近似值，并估计误差：
（１） ３ ３０； （２） ｓｉｎ１８°．

４．验证当０＜x≤ １２ 时，按公式ｅx≈１＋x＋x
２
２ ＋x

３
６ 计算ｅx 的近似值时，所产生的误差小于０．０１，并

求 ｅ 的近似值，使误差小于０．０１．
５．试完成定理３．６．２的证明．
６．试在区间［０，３π２ ］上画出用泰勒多项式P ２（x）及P ８（x）逼近y＝ｃｏｓx 的大致图形．

答案与提示

（Ａ）
２．（１） １＋x＋x

２＋x
３＋x

４＋x
５＋x

６＋x
７＋o（x ７）；　（２） ａｒｃｔａｎx＝x－ １３ x

３＋o（x ４）；
（３） １

１＋x
＝１－ １２ x＋３· １２３ x

２－５· ３· １２４· ３ x
３＋７· ５· ３· １２５· ４· ３ x

４＋o（x ４）；
（４） ｔａｎx＝x＋ １３ x

３＋o（x ６）．
３．P （x）＝５－１３（x＋１）＋１１（x＋１）２－２（x＋１）３．
４．１

x
＝－１－（x＋１）－（x＋１）２－…－（x＋１）n＋（－１）n＋１

ξn＋２ （x＋１）n＋１，　（ξ介于x 与－１之间）．

·２４１· 工科数学分析（上）



５．xｅx＝x＋x
２＋x

３
２！＋…＋ x

n

（n－１）！＋n＋１＋θx（n＋１）！ ｅθxx
n＋１　（０＜θ＜１）．

６．（１） １２ ；　（２） １６ ；　（３） １１２８；　（４） １；　（５） １２ ；　（６） －３．
（Ｂ）

３．（１） ３ ３０≈３．１０７ ２，Δ＜１．８８×１０－５；　（２） ｓｉｎ１８°≈０．３０８ ９９１，Δ＜２．５５×１０－６．
４． ｅ ≈１．６４５．

３．７　函数性态的研究

　　３．７．１　函数的单调性

曲线的升降与切线的斜率密切相关．曲线沿 x 轴正向上升时，切线的斜率为正；
而当曲线沿 x 轴正向下降时，切线的斜率为负（见图 ３．２４）．因此，我们可以用导数的

符号来判定函数的单调性．

曲线上升时，切线斜率为正畅　　　　曲线下降时，切线斜率为负畅
图３．２４

定理 ３．７．１　设 f（x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，则
（１） f（x）在［a，b］上单调增加的充要条件是 f′（x）≥０，x∈（a，b）；
（２） f（x）在［a，b］上单调减少的充要条件是 f′（x）≤０，x∈（a，b）．
证　只证明（１）．对（２）可类似证明．
必要性　设 f（x）在［a，b］上单调增加，则橙x，x＋Δx∈（a，b），有

f（x ＋ Δx） － f（x）Δx
≥ ０，

所以 f′（x） ＝ ｌｉｍΔx→０
f（x ＋Δx） － f（x）Δx

≥ ０．
　　充分性　橙x １，x ２∈［a，b］，且 x １＜x ２，在［x １，x ２］上应用拉格朗日中值定理得

f（x ２） － f（x １） ＝ f′（ξ）（x ２ － x １）　（x １ ＜ ξ＜ x ２）．
因 f′（ξ）≥０，所以有　　　 f（x ２）≥f（x １）．
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这正说明 f（x）在［a，b］上单调增加． □
推论 ３．７．１　设 f （x）∈C ［a，b］，在（a，b）内可导，且 f′（x ）≥０（f′（x）≤０），又设

f  （x）在（a，b）的任一子区间上不恒为零，则函数在［a，b］上严格递增（严格递减）．
证　由定理 ３．７．１知，f（x）单调增加，因此对一切 x １＜x＜x ２，有

f（x １） ≤ f（x） ≤ f（x ２）．
如果 f（x １）＝f（x ２），则 f（x）≡f（x １），x∈（x １，x ２）．于是，橙x∈（x １，x ２），有 f′（x）＝０．
这说明 f′（x）在子区间（x １，x ２）上恒为零，这与假设矛盾．矛盾说明，橙x∈（x １，x ２ ）有
f（x １）＜f（x ２），即 f（x）在［a，b］上严格递增．

对于 f（x）严格递减的情形，可类似证明． □
例 ３．７．１　判定函数 f（x）＝x＋ｃｏｓx 在区间［０，２π］上的单调性．
解　显然 f（x）∈C ［０，２π］，且

f′（x） ＝ １ － ｓｉｎx ≥ ０，　x ∈ （０，２π），
由定理 ３．７．１的（１）知，x＋ｃｏｓx 在［０，２π］上单调增加． □

例 ３．７．２　讨论函数 f（x）＝ｅx－x－１的单调性．
解　f′（x）＝ｅx－１，f′（０）＝０．
当 x≤０时，f′（x）≤０，函数在（－∞，０］上单调减少；
当 x≥０时，f′（x）≥０，函数在［０，＋∞）上单调增加．
由于 f′（x）仅在 x＝０ 处等于零，故由推论可知，f （x）＝ｅx－x－１ 在（－∞，０］上

严格递减，在［０，＋∞）上严格递增． □
例 ３．７．３　确定函数 f（x）＝３x－x

３ 的单调区间．
解　f′（x）＝３－３x ２＝３（１－x）（１＋x），f′（x）＝０ 的根为x＝±１．因此，f′（x）分

别在区间（－∞，－１），（－１，１），（１，＋∞）保持定号．为了确定 f （x ）在（－∞，－１）中

图３．２５

的符号，可采用所谓代点法，即在（－∞，－１）中任取一

点，例如 x＝－２，代入得 f′（－２）＝－９＜０，因此，f′（x）在
（－∞，－１）内小于零，从而 f （x ）在（－∞，－１］上严格递

减．类似可推知 f （x）在［－１，１］上严格递增，在［１，＋∞）
上严格递减．于是 f （x）的单调区间为（－∞，－１］，［－１，
１］和［１，＋∞）（见图 ３．２５）． □

例 ３．７．４　证明 ｅx＞１＋x（x≠０）．
证　令 f （x ）＝ｅx－（１＋x ），要证明 f（x） ＞ ０ ＝

f（０）．根据例 ３．７．２的结论知，
x ＞ ０时，f（x） ＞ f（０）；　x ＜ ０时，f（x） ＞ f（０），

即当 x≠０时，恒有 ｅx＞１＋x． □
例 ３．７．５　证明方程 x－ １２ ｓｉｎx＝０只有一个根 x＝０．

·４４１· 工科数学分析（上）



证　令 f（x）＝x－ １２ ｓｉｎx，则 f（０）＝０．而
f′（x） ＝ １ － １２ ｃｏｓx ＞ ０　（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞），

所以 f（x）在（－∞，＋∞）上严格单调上升，故 x＝０是它的唯一零点． □
　　３．７．２　函数极值的判定

费马定理告诉我们，若函数在 x ０ 可导，则在 x ０ 处取得极值的必要条件是 f′（x ０）
＝０，但这不是一个充分条件．下面给出判定极值的两个充分条件．

定理 ３．７．２（极值的第一充分条件）　设函数 f（x）在 x ０ 的某邻域 O （x ０，δ）上定义

且连续，f′（x）在空心邻域 O ０（x ０，δ）上存在，则
（１）若 f′（x）（x－x ０）＜０，则 f（x ０）为严格极大值；
（２）若 f′（x）（x－x ０）＞０，则 f（x ０）为严格极小值．
证　（１）由条件f′（x）（x－x ０）＜０，得出f′（x）的符号左正右负（以x ０ 为分界点），

所以函数 f（x）为左增右减，故 f（x ０）为严格极大值．
同理可证（２）（参见图 ３．２６）． □
若定理 ３．７．２ 中的严格小于号改为小于等于号，则结论中的严格极值相应地改

为极值．

图３．２６ 图３．２７
例 ３．７．６　求 f（x）＝（x－１） ３

x
２的极值点和极值．

解　f′（x）＝x
２
３ ＋ ２３ （x－１）x－

１
３ ＝５x－２３x １

３
，

x＝ ２５ 是 f （x）的驻点，而 x＝０ 是 f′（x）不存在的点．所以函数只可能在这两点有极

值．下面列表讨论（见图３．２７）：
因此，函数的极大点为 x＝０，极小点为 x＝ ２５ ，而极大值和极小值分别为
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f（０） ＝ ０，　f
２５ ＝－ ３５

３ ４２５． □
x （－∞，０） ０ （０， ２５ ） ２５ （ ２５ ，＋∞）

f′（x） ＋ 不存在 － ０ ＋
f（x） 赤 极大值０ 尺 极小值－ ３５

３ ４２５ 赤

　　定理３．７．３（极值的第二充分条件）　设函数f（x）在x ０ 的某邻域O （x ０，δ）上可导，
且f′（x ０）＝０，f″（x ０）存在．

（１）若 f″（x ０）＜０，则 f（x ０）为严格极大值；
（２）若 f″（x ０）＞０，则 f（x ０）为严格极小值．
证　由泰勒公式，有

f（x） ＝ f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ f″（x ０）
２祤 （x － x ０）２ ＋ o（（x － x ０）２），

再由 f′（x ０）＝０，得
f（x） ＝ f（x ０） ＋ f″（x ０）

２ ＋ o（１） （x － x ０）２．
因 x→x ０ 时，o（１）是无穷小量，因此愁δ１＞０，当 x∈O ０（x ０，δ１）时，因子

f″（x ０）
２ ＋o（１）的

符号与 f″（x ０）的符号相同．故当 f″（x ０）＞０时，有
f（x） ＞ f（x ０），　橙x ∈ O ０（x ０，δ１），

即 f（x ０）为严格极小值；当 f″（x ０）＜０时，有
f（x） ＜ f（x ０），　橙x ∈ O ０（x ０，δ１），

即 f（x ０）为严格极大值．证毕． □
对于例 ３．７．６，我们也可以用二阶导数来判定驻点 x＝ ２５的性质：

f″（x） ＝ １０x ＋ ２９x ４／３ ，　f″（ ２５ ） ＝ ５３ （ ５２ ）１／３ ＞ ０，
所以 x＝ ２５是函数的极小点．
　　３．７．３　函数的凹凸性

在中学，我们讨论二次函数图形时，很重要一点是判定它的“口”的朝向．虽然

“口”的朝向的说法不规范，但它却决定了抛物线的形状及极值点的类型．因此，对于

一般函数，数学中也相应地给出函数凸性的概念，它在函数的作图、极值判定及其他

方面都有重大作用．

·６４１· 工科数学分析（上）



定义 ３．７．１　设 f （x ）定义于区间［a，b］，若橙x １，x ２∈［a，b］，连接（x １，f （x １ ））和
（x ２，f（x ２））两点的线段在 f（x）的图形的上方（或下方），则称函数 f （x）在［a，b］上是

凸函数（或凹函数）（见图 ３．２８）．

图３．２８
连接点 x １ 与 x ２ 的直线段上的点可以表示为

x ＝ tx １ ＋ （１ － t）x ２　（０ ≤ t≤ １）．
因此，上述几何上的凹凸定义可以等价地叙述如下：

定义 ３．７．２　设 f（x）定义于区间［a，b］．若橙x １，x ２∈［a，b］，有
f（tx １ ＋ （１ － t）x ２） ≤ tf（x １） ＋ （１ － t）f（x ２）　（０ ＜ t＜ １）， （３．７．１）

则称f（x）是［a，b］上的凸函数．若公式（３．７．１）中为严格不等号，则称f（x）为［a，b］上
的严格凸函数．

类似可以定义凹函数和严格凹函数．
对于连续函数，其凸性定义较为简单：
定义 ３．７．３　设 f（x）∈C ［a，b］，若橙x １，x ２∈［a，b］，有

f
x １ ＋ x ２
２ ≤ １２ ［f（x １） ＋ f（x ２）］　（或 f

x １ ＋ x ２
２ ≥ １２ f（x １） ＋ f（x ２） ）

（３．７．２）
则称 f（x）是［a，b］上的凸（或凹）函数．

对于可微函数，我们可以利用二阶导数刻画其凸性．
定理 ３．７．４　设 f（x）∈C ［a，b］，在（a，b）内二阶可导，则
（１） 若在（a，b）内，f″（x）≥０，则 f（x）是［a，b］上的凸函数；
（２） 若在（a，b）内，f″（x）≤０，则 f（x）是［a，b］上的凹函数．
证　根据定义 ３．７．３，在情形（１），我们只要证明橙x １，x ２∈［a，b］，不等式

f
x １ ＋ x ２
２ ≤ １２ ［f（x １） ＋ f（x ２）］ （３．７．３）

成立．为此，不妨设x １＜x ２，令x ０＝x １＋x ２
２ ，h＝x ２－x ０＝x ０－x １，则x １＝x ０－h，x ２＝x ０ ＋h．
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于是，所要证的不等式变形为

f（x ０） ≤ １２ ［f（x ０ － h） ＋ f（x ０ ＋ h）］，
或 ［f（x ０ ＋ h） － f（x ０）］ ＋ ［f（x ０ － h） － f（x ０）］ ≥ ０． （３．７．４）
根据拉格朗日中值公式，有

f（x ０ ＋ h） － f（x ０） ＝ f′（ξ１）h　　（x ０ ＜ ξ１ ＜ x ０ ＋ h），
f（x ０ － h） － f（x ０） ＝－ f′（ξ２）h　（x ０ － h ＜ ξ２ ＜ x ０），

于是得

［f（x ０ ＋ h） － f（x ０）］ ＋ ［f（x ０ － h） － f（x ０）］ ＝ ［f′（ξ１） － f′（ξ２）］h，
再用一次拉格朗日中值公式，得

［f′（ξ１） － f′（ξ２）］h ＝ f″（η）（ξ１ － ξ２）h　（ξ２ ＜ η＜ ξ１）．
依假设，f″（η）≥０，而ξ１－ξ２＞０，h＞０，所以可以推得（３．７．４）式成立，也就是（３．７．３）
式成立．

对情形（２）可类似证明． □
函数图形的凸性常会随区间发生变化，下面给出对这种变化的一种刻画．
定义 ３．７．４（拐点）　设 f（x）在 x ０ 的某个邻域内连续，如果f（x）在 x ０ 的左、右侧

的凹凸性正好相反，则称x ０ 为函数f（x）的拐点，而点（x ０，f（x ０））则称为曲线y＝f（x）
上的拐点（图 ３．２９）．

如果函数 f （x）在（a，b）上定义，那么根据拐点的定义及定理 ３．７．４，我们可以按

以下步骤来求出 f（x）的拐点：
（１） 求出 f″（x）在所给区间（a，b）内的所有零点以及 f″（x）不存在的点；
（２） 对于上述的每一个点 x ０，考察 f″（x）在 x ０ 左、右侧邻近的符号．如果 f″（x）在

x ０ 左右两侧邻近分别保持一定的符号，则当两侧的符号相反时，x ０ 是f（x）的拐点；当
两侧的符号相同时，x ０ 不是 f（x）的拐点．

图３．２９ 图３．３０

例 ３．７．７　求函数 f（x）＝ １
１＋x

２的凹凸区间及拐点．
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解　f′（x）＝ －２x
（１＋x

２）２ ， f″（x）＝２（３x ２－１）（１＋x
２）３ ．

显然 f″（x）是连续的，f″（x ）＝０ 的根只有两个，即 x＝１／ ３ 和 x＝－１／ ３ ．于是

f″（x）必 在 下 列 每 一 区 间 内 保 持 相 同 的 符 号： （－∞，－ １／ ３ ）， （－ １／ ３ ，
１／ ３ ），（１／ ３ ，＋∞）．由于 f″（－１）＝１／２＞０，f″（０）＝－２＜０，f″（１）＝１／２＞０，所
以可以断定，在（－∞，－１／ ３ ）与（１／ ３ ，＋∞）上，f″＞０，f （x ）是凸函数；在
（－１／ ３ ，１／ ３ ）上，f″＜０，f （x）是凹函数．在点 x＝－１／ ３ 及 x＝１／ ３ 的左、
右两侧，函数的凸性发生改变，因此这两个点都是f（x）的拐点（见图 ３．３０）．

我们还注意到一个特点：在拐点处的切线穿过图形，使得曲线在切线的两侧的凹

凸方向正好相反． □
应当指出，条件f″（x ０）＝０并不保证x ０ 是f（x）的拐点．比如f（x）＝x

４，f″（０）＝０，
但f（x）的图形在整个区间（－∞，＋∞）上都是凸的．

例 ３．７．８　求 f（x）＝ ３
x 的拐点．

解　显然 f（x）∈C （－∞，＋∞）．当 x≠０时，
f′（x） ＝ １

３ ３
x
２ ，　f″（x） ＝－ ２

９x ３
x
２ ，

当 x＝０ 时，f′，f″都不存在，因此二阶导数在（－∞，＋∞）上不连续且没有零点．但
是，容易算出：在（－∞，０）上，f″＞０， f（x）是凸函数；在（０，＋∞）上，f″＜０， f （x）是
凹函数，x＝０是 f（x）的一个拐点． □

根据以上对函数性态的研究，我们可以作出具体函数的图形，这对分析问题和解

决问题会有很大帮助．函数作图大致可按以下几个主要步骤进行．
① 求出函数的定义域；
② 考察函数的奇偶性、周期性；
③ 求出 f（x）的所有临界点，用列表法确定函数的升降区间与极值点；
④ 求出方程 f″（x）＝０的根，用列表法确定函数的凹凸区间与拐点；
⑤ 求出函数的斜渐近线、水平渐近线与垂直渐近线；
⑥ 必要时计算几个点的函数值．
注意，如果函数有间断点，或导数不存在的点，则这些点也要作为划分部分区间

的分点．
通过上述步骤，即可画出函数的大致图形．并不是每个函数都必须有这几个步

骤，可视具体情况灵活掌握．
后让我们以一个例子结束本节．

例 ３．７．９　画出函数 y＝（２＋x）ｅ １x 的图形．
解　函数的定义域为（－∞，０）∪（０，＋∞）．由
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y′＝ １
x
２ｅ １x （x ＋ １）（x － ２） ＝ ０，

求得临界点 x＝－１，x＝２．列表如下：
x （－∞，－１） －１ （－１，０） （０，２） ２ （２，＋∞）
y′ ＋ ０ － － ０ ＋
y 赤 极大点，ｅ－１ 尺 尺 极小点，４ ｅ 赤

由 y″＝ １
x
４ｅ １x （５x＋２）＝０，求得 x＝－ ２５ ．列表如下：

x （－∞，－ ２５ ） － ２５ （－ ２５ ，０） （０，＋∞）
y″ － ０ ＋ ＋

y 凹 拐点， ８５ ｅ－
５２ 凸 凸

图３．３１

由 ｌｉｍ
x→０＋

（２ ＋ x）ｅ １x ＝＋ ∞
得出 x＝０为垂直渐近线．由

ｌｉｍ
x→∞
（２ ＋ x）ｅ １x

x
＝ １，　 ｌｉｍ

x→∞［f（x） － x］ ＝ ３
得出斜渐近线 y＝x＋３．没有水平渐近线．

再算几个点的函数值：
y（－ １） ＝ １ｅ ，　y（２） ＝ ４ ｅ ，

ｌｉｍ
x→０－

（２ ＋ x）ｅ １x ＝ ０．
这样便可画出函数的图形，如图 ３．３１所示． □

习　题　３．７
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 若在（a，b）内f′（x）≥０，且f′（x）＝０的根至多有限个，则f（x）是否必在（a，b）严格单调？
（２） 函数的单调性与其导数的单调性一致吗？
（３） 怎样利用f（x）的一阶导数判定f（x）的极值？
（４） 凸函数与凹函数是怎样定义的？
（５） 什么是拐点？ 其几何特征如何？
（６） 怎样利用二阶导数判定函数的极值？

·０５１· 工科数学分析（上）



（７） 你能总结出函数取极值的必要条件和充分条件吗？

图３．３２

２．求下列函数的严格单调区间：
（１）y＝２x ３－９x ２＋１２x－３；　　（２）y＝２x＋ ８

x
（x＞０）；

（３）y＝xｅ－x （x≥０）； （４）y＝x
２－ｌｎx ２．

３．证明函数y＝x＋ｓｉｎx 严格上升．
４．图 ３．３２是导函数 f′（x）的图形，试指出哪些点是f（x）的临界

点，其中又有哪些临界点是极大值或极小值点？
５．在下列各题中，求出函数的一切临界点，并利用一阶导数判定

这些临界点是否为极大点或极小点．
（１） f（x）＝２x ３＋３x ２－３６x＋５； （２） f（x）＝３x ４－４x ３＋６；
（３） f（x）＝（x ２－４）７； （４） f（x）＝（x ３－８）４；
（５） f（x）＝ x

x
２＋１； （６） f（x）＝２x ２ｅ５x＋１．

６．设f（x）＝x－ｌｎx（０．１≤x≤２）．
（１） 求f（x）的极值点，并指出是极大点还是极小点；
（２） 求f（x）在所给区间上的 大值及 小值（如果存在的话）．

７．设f（x）＝axｅbx，试确定常数a，b，使得f（ １３ ）＝１，且函数在x＝ １３ 处有极大值．
８．证明下列不等式：
（１） ｓｉｎx＞ ２πx　（０＜x＜ π２ ）； （２） ｃｏｓx＞１－x

２
２ 　（x≠０）；

（３） x＞ｌｎ（１＋x）＞x－x
２
２ 　（x＞０）； （４） ｌｎ（１＋x）≥ａｒｃｔａｎx１＋x

　（x≥０）．

图３．３３

９．（１） 证明：橙x＞０，x＞２ｌｎx；
（２） 利用上述结果证明：橙x＞０，ｅx＞x

２；
（３） 不等式x＞３ｌｎx 是否对一切x＞０成立？

１０．图 ３．３３ 是二阶导函数 f″（x）的图形．根据这个图形指出函数

f（x）的拐点．
１１．根据图３．３２，指出函数f（x）的拐点．
１２．判定下列函数的凹凸性：
（１） y＝x

α（α＞１及０＜α＜１，x＞０）； （２） y＝ｅx（x＞０）；
（３） y＝ｌｎx （x＞０）； （４） y＝xｌｎx （x＞０）．

１３．讨论下列函数的凹凸区间及拐点：
（１） y＝３x ２－x

３； （２） y＝ ４４＋x
２；

（３） y＝xｅ－x； （４） y＝x＋ｓｉｎx．
１４．设f（x）＝x

３＋３ax
２＋３bx＋c．若已知x＝－１为函数的极大点，（０，３）是曲线y＝f（x）上的拐点．

a，b，c应取何值？
１５．找出下列函数的一切临界点，并利用二阶导数判定这些临界点是否为极大点或极小点．
（１） f（x）＝x

３－９x ２－４８x＋５２；　　　（２） g（x）＝xｅ－x；　　　（３） h（x）＝x＋ １
x
．
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图３．３４

１６．图３．３４给出了函数f（x）的图形：
（１） 画出f′（x）的图形；
（２） f′（x）在什么地方变号？
（３） f′（x）在什么地方有局部极大值或极小值？

１７．指出下列函数的极值点及拐点：
（１） y＝０．５xｅ－１０x；
（２） y＝２＋３ｃｏｓx （０≤x≤６π）；
（３） y＝３x ５－５x ３ （│x│≤１．５）；
（４） y＝ｓｉｎx＋ｃｏｓx （０≤x≤６π）．

１８．试画出下列函数的图形：
（１） y＝ x

２
１＋x

； （２） y＝ｅ－x
２．

（Ｂ）
１．方程x

５＋x＋７＝０有多少个实根？ 你是怎样知道的？
２．设f（x）处处可微，且恰有一个临界点x＝３．在下面（１）—（４）中，附加一些条件．试在每一种情况

中判定x＝３是否为极大点，或极小点，或不是极值点．并画出这四种情况的可能的图形．
（１） f′（１）＝３且f′（５）＝－１；
（２） f（１）＝１，f（２）＝２，f（４）＝４，f（５）＝５；
（３） ｌｉｍ

x→＋∞f（x）＝＋∞， ｌｉｍ
x→－∞f（x）＝＋∞；

（４） f′（２）＝－１，f（３）＝１， ｌｉｍ
x→＋∞f（x）＝３．

３．利用函数的凹凸性证明下列不等式：
（１） ｌｎx≤x－１（x＞０）；
（２） ２ａｒｃｔａｎ a＋b２ ≥ａｒｃｔａｎa＋ａｒｃｔａｎb （a，b≥０）；
（３） １＋x

２≤２x （０≤x≤１）；
（４） x

n＋y
n

２ ＞ x＋y２
n（x＞０，y＞０，x≠y，n＞１）．

４．设y＝f（x）在x＝x ０ 的某邻域内有三阶连续导数，若f′（x ０）＝０，f″（x ０）＝０，而f碶（x ０）≠０，试问x

＝x ０ 是否为极值点？ 是否为拐点？ 为什么？
５．设函数p（x）＝x

３－ax，其中a＞０是常数．
（１） 求出p（x）的极大值和极小值．
（２） 当参数a 的值增加时，对极大值和极小值的位置有什么影响？
（３） 在同一坐标系下，对a 的三个正值画出函数p（x）的图形．

６．设函数f（x）＝x
２＋２ax，当a 的值增加时，对f（x）的图形有什么影响？考虑f（x）的零点、极大值、

极小值的变化情况，a 取正或负值两种情形都讨论．
７．设有曲线族y＝a（１－ｅ－bx），a 与b 均取正值．
（１） 画出y＝２（１－ｅ－x）的图形；
（２） 固定a，让b 变化，试画出b 很小以及b 很大时的函数图形．

·２５１· 工科数学分析（上）



答案与提示

（Ａ）
２．（１） 在（－∞，１）∪（２，＋∞）严格上升，在（１，２）内严格下降；
（２） 在（２，＋∞）内严格上升，在（０，２）内严格下降；
（３） 在（０，１）内严格上升，在（１，＋∞）内严格下降；
（４） 在（－１，０）∪（１，＋∞）内严格上升，在（－∞，－１）∪（０，１）内严格下降．

４．x ２ 是极大点，x ３ 是极小点，x ５ 不是极值点．
５．（１） x １＝－３是极大点，x ２＝２是极小点；　（２） x ２＝１是极小点，x １＝０不是极值点；
（３） x １＝０是极小点，x ２＝－２与x ３＝２不是极值点；　（４） x １＝２是极小点，x ２＝０不是极值点；
（５） x １＝－１是极小点，x ２＝１是极大点；　（６） x １＝－ ２５ 是极大点，x ２＝０是极小点．

６．（１） x＝１是极小点；　（２） 小值为１， 大值为０．１＋ｌｎ１０．
７．a＝３ｅ，b＝－３．
１０．x １，x ３ 是拐点，x ４ 不是拐点．
１１．x １，x ４，x ５ 是拐点．
１２．（１） α＞１时凸，０＜α＜１时凹；　（２） 凸；　（３） 凹；　（４） 凸．
１３．（１） 在（－∞，１）内凸，在（１，＋∞）内凹，x＝１是拐点；
（２） │x│＜ ２

３ 时凹，│x│＞ ２
３ 时凸，x＝± ２

３ 是拐点；
（３） 在（－∞，２）内凹，在（２，＋∞）内凸，x＝２是拐点；
（４） 当２kπ＜x＜（２k＋１）π时凹，当（２k＋１）π＜x＜（２k＋２）π时凸，x＝kπ是拐点，k 为整数．

１４．a＝０，b＝－１，c＝３．
１５．（１） x １＝８为极小点，x ２＝－２为极大点；　（２） x＝１为极大点；　（３） x １＝－１为极大点，x＝１

为极小点．
１７．（１） x １＝０．１为极大点，x ２＝０．２为拐点；
（２） x＝π，３π，５π为极小点，x ２＝２π，４π为极大点；x＝ π２ ＋kπ（k＝０，１，…，５）为拐点；
（３） x＝－１为极大点，x＝１为极小点；x＝０及x＝± １

２ 为拐点；
（４） x＝ π４ ，９π４ ，１７π４ 为极大点，x＝５π４ ，１３π４ ，２１π４ 为极小点；x＝kπ－ π４ （k＝１，２，…，６）均为拐点．

（Ｂ）
１．只有一个实根．
２．（１）x＝３是极大点；　（２）x＝３不是极值点；　（３）x＝３是极小点；　（４）x＝３是极小点．
５．（１）极小值为p a３ ＝ a３

３／２－a a

３ ，极大值为p － a３ ＝－ a３
３／２＋a a

３ ；
（２）当a 值增加时，极小点往右移，极大点往左移．
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３．８　最优化问题数学模型

在实际应用中到处都可以碰到求某些量的 大值与 小值的问题．例如，工程师想

从一根圆木上切割一根强度 大的梁；科学家想计算在给定的温度下，什么样的波长使辐

射 强；而城市的设计者则希望设计出一种使得阻塞达到 低程度的交通模式．这类问题

称为最优化问题．在数学上，这类问题常归结为求某函数（称为目标函数）的 大值或 小

值的问题．本节将通过具体实例讨论如何利用导数来解决这类 优化问题．
　　３．８．１　横梁强度模型

从直径为 d 的圆形树干上切出横断面为矩形的梁，此矩形的底等于 b，高等于 h．

图３．３５

若梁的强度与 bh
２ 成比例，问梁的尺寸为何时，其强度 大

（见图 ３．３５）？
解　因为 h

２＝d
２－b

２，所以问题就是求目标函数

f（b） ＝ bh
２ ＝ b（d ２ － b

２） （０ ＜ b＜ d）
的 大值．

根据本章 ３．５．１中所指出的求函数 大值和 小值的

方法，我们首先计算导数

f′（b） ＝ d
２ － ３b２，

由 f′（b）＝０求得区间（０，d）内部唯一的临界点 b＝ d

３ ．由
f（０） ＝ f（d） ＝ ０，　f

d

３ ＝
２d ３
３ ３ ＞ ０，

可知 b＝ d

３ 是函数 f（b）的 大点，此时 h＝d
２３ ．因此，所求的矩形的底b＝ d

３ ，

高 h＝d
２３ ． □

　　３．８．２　用料最省模型

要生产一种容积为 １００ ｃｍ ３ 的圆柱形有盖罐头盒，问怎样设计罐头盒的尺寸可

使用料 省？
解　设圆柱形罐头盒的高为 h，底半径为 r．那么整个罐头盒的表面积就是（见图

３．３６）
S ＝ ２× 底面积 ＋ 侧面积 ＝ ２πr２ ＋ ２πrh．

而罐头盒的体积为πr２h，依题意，有
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图３．３６

πr２h ＝ １００，　 故 　h ＝ １００πr２ ，
于是表面积 S 是 r 的函数：

S ＝ ２πr２ ＋ ２πr · １００πr２ ，
或 S＝S （r）＝２πr２＋２００

r
　（r＞０）

问题归结为求目标函数 S （r）的 小值．先求临界点．由
S′（r） ＝ ４πr－ ２００

r
２ ＝ ０

求得唯一的临界点 r＝ ３ ５０／π．由实际问题的意义知，这就是 S （r）的 小点．因此，当
罐头盒的底半径和高分别为

r＝
３ ５０π≈ ２．５２ （ｃｍ），　h ＝ １００π（２．５２）２ ≈ ５．０１ （ｃｍ）

时，用料 省． □
从上面的例子可以看出，一个 优化问题首先需要解决的是建立数学模型，给出

目标函数．一旦明确了是某个目标函数的 大值或 小值问题，后面的步骤就是直截

了当的．但是怎样建立 优化问题的数学模型呢？
最优化问题建模的几个步骤

① 仔细考察给出的问题，弄清楚什么量或函数是 优化的对象；
② 如果可能，画出草图，并标明问题中出现的一些量，考察它们之间的关系；
③ 利用前面步骤中给出的量，设法写出 优化的目标函数．如果必要，把目标函

数写成一个变量的函数，并验明这个变量的变化范围——即目标函数的定义域；
④ 应用本章 ３．５．１的方法求出目标函数的 大值或 小值．

　　３．８．３　最优路径模型

小张想尽可能快地走到公共汽车站，这个公共汽车站在一个公园的另一侧，从小

张所在的位置算起，往西走有 ６０ ｍ 长，往北走有 ２０ ｍ 宽．小张可沿着公园边上的人

行道行走，速度是 ０．２ ｍ／ｓ；她也可以穿过公园走到汽车站去，但速度只有 ０．１２ ｍ／ｓ．
试问小张沿着什么样路径行走可以 快地到达公共汽车站？

解　假定小张选择走一条 短的路径，由于这条路径完全位于公园之中，这样她

走得是比较慢的（见图 ３．３７（ａ））．这样走的距离是 ６０２＋２０２ ｍ≈６３．２４ ｍ，大约需走

５２７ ｓ．她也可以像图 ３．３７（ｂ）中所示那样，先在公园边的人行道上走 ６０ ｍ，然后往北

穿过公园到达汽车站．这样走则需要
６００．２＋ ２００．１２ ｓ≈４６７ ｓ．还可以选择这样的路

径：先在人行道上往西走 ３０ ｍ，再穿过公园径直走到汽车站（如图 ３．３７（ｃ））．不难算
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图３．３７　到达公共汽车站的三种可能路径

出，这样走所需时间约为 ４５０ ｓ．

图３．３８

现在我们对这个问题建立一个数学模型．设小张

沿人行道往西走的距离是 x，穿过公园所走的距离为

y，如图 ３．３８所示．那么，到达汽车站所需的总时间为

t＝ t人行道 ＋ t公园．
因此 　 t＝ x０．２ ＋ y０．１２，
即

t＝ x０．２ ＋ （６０ － x）２ ＋ ２０２０．１２ 　（０ ＜ x ＜ ６０）．
这就是这个问题的 优化模型，即时间 t表示为 x 的函数．我们要求目标函数 t＝t（x）
的 小值点．剩下的问题请读者自己完成．解答是 x＝４５ （ｍ）． □
　　３．８．４　运河行船模型

向宽为 a （ｍ）的河修建一宽为 b （ｍ）的运河，二者成直角相交．问能驶进这运河

的船，其 大长度是多少？

图３．３９

解　我们先来画图分析一下．直线段B A C 表示船体．从图 ３．３９ 可以观察到，当
B A C 转过拐角 A 处时，B A C 的长度由递减变成递增，能容许这线段通过的 小长度
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正是能驶进运河的船的 大长度．于是问题转化成求B A C 的 小长度．如图 ３．３９（ａ）
所示设置 θ角，则B A C 的长 l可表示为 θ的函数：

l＝ aｓｉｎθ ＋ bｃｏｓθ， ０ ＜ θ＜ π２ ．
　　问题就是求目标函数 l（θ）在区间（０， π２ ）上的 小值．求解的细节仍然留给读者，
答案是：船的 大长度为 a

２
３ ＋b

２
３

３
２ ． □

习　题　３．８
（Ａ）

１．铁路上A B 段的距离为１００ ｋｍ，工厂C 与A 相距４０ ｋｍ，A C 垂直于A B．今要在A B 之间一点D 向

工厂C 修一条公路（图３．４０），使从原料供应站B 运货到工厂C 所用运费 省．问D 点应该设在

何处？ 已知每公里的铁路运费和公路运费之比是３∶５．

图３．４０

２．设炮口的仰角为α，炮弹的初速为v０（ｍ／ｓ），炮口取作原点，发
炮时间取作t＝０，不计空气阻力时，炮弹的运动方程为

x ＝ tv０ｃｏｓα，
y ＝ tv０ｓｉｎα－ １２ gt

２．
　若初速v０ 不变，问如何调整炮口的仰角α，使炮弹射程 远．
３．设在４ ｍ 高的石柱上有一高为 ３ ｍ 的塑像．试问一人应离石

柱多远才能使塑像对此人的眼睛所张的角（此人的眼睛离地面１．７ ｍ 高）为 大．
４．在某产品的制造过程中，次品率y 依赖于日产量x，即y＝y（x）．已知

y（x）＝
１１０１－x
　（０≤x≤１００），

　　１　　（x＞１００），
　 其中 x 为正整数．又该厂每生产出一件产品可得盈利 A （元），但每生产出一件次品就要损失

A３ （元）．问为了获得 大盈利，该厂的日产量应定为多少？
５．轮船的燃料成本（元／小时）与速度的立方成正比．假设某轮船时速为 １０海里，燃料成本为每小

时１００元．如果除开燃料成本之外，其他成本为每小时 ６７５元．问什么时速可使每海里的总成本

达到 小？
６．求从点M （p，p）到抛物线y

２＝２px 的 短距离．
７．从面积为常数S 的一切矩形中，求其周长为 小者．
８．在椭圆x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ＝１中，嵌入有 大面积而边平行于椭圆轴的矩形，求此矩形的边长．

（Ｂ）
１．设有光强度为a 与b 的两个光源，它们之间的距离是d．假定照度与光强度成正比而与距离的平

方成反比．试问在两光源的连接线上什么地方其光的照度 小？
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２．小王在水里游泳，想在 短时间到达岸边某一指定地点．假定此岸是直线，游速为常值a，他沿岸

跑动的速度为常值b，且b＞a．试求小王在 短时间到达目的地的路径（讨论一切可能的情形）．

图３．４１

３．从南至北的铁路经过B 城，某工厂A 距此铁路的 短距离为a（ｋｍ），
距北面之B 城b（ｋｍ）．为了从A 到B 运输货物 经济，从工厂建设一

条侧轨（见图３．４１），若每吨货物沿侧轨运输的价格是p（元／ｋｍ），而沿

铁路为q（元／ｋｍ）．问侧轨应向铁路取怎样的角度φ？
４．将长为a 的铁丝切成两段，一段围成正方形，另一段围成圆形．问这两

段铁路各长为多少时，正方形与圆形的面积之和为 小？
５．求由y 轴上的一个给定点（０，b）到抛物线x

２＝４y 上的点的 短距离．
６．在椭圆x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ＝１的第一象限部分求一点P ，使该点处的切线、椭圆及两坐标轴所围图形的面

积为 小（其中a＞０，b＞０）．
答案与提示

（Ａ）
１．D 点应设在距A 点３０ ｋｍ 处．
２．α＝ π４ ．
３．此人离石柱应有约３．５ ｍ 远．
４．每天生产８９件产品可获得 大盈利．
５．时速为１５海里／小时．

６．p（ ３ ２ －１）
３ ２ ＋２２ ．

７．一边长为 S 的正方形．
８．矩形的边长分别为a ２ 和b ２ ．

（Ｂ）
１．设两光源所在点分别为A ，B ，M 为连接线上一点．当A M ＝d １＋

３
b
a

－１
时，M 处的照度 小．

２．令 P 为岸边的目的地，O 是离小王 近的靠岸处．若O P 对小王的眼睛所张的角为φ，且 ｓｉｎφ＜
a
b
，则 短时间是直线游向P 处．若ｓｉｎφ＞ a

b
，则 短时间的路径分为两段：第一段先游至岸上

Q 处，其中O Q 对眼睛所张的角为ａｒｃｓｉｎ a
b
；然后从Q 沿岸跑至P．

３．所需运费为M ＝（b－aｃｏｔφ）q＋ a
２＋a

２ｃｏｔ ２φ· p，当 ａｒｃｃｏｓ q
p
≥ａｒｃｔａｎ a

b
时，φ０＝ａｒｃｃｏｓ q

p
，相

应的运费 省；当ａｒｃｃｏｓ q
p
＜ａｒｃｔａｎ a

b
时，φ０＝ａｒｃｔａｎ a

b
，相应的运费 省．

４．令x 表示圆形的周长，则目标函数为A （x）＝ a－x４
２＋π x２π

２．当x＝ πa４＋π时，A 的值 小．
５．设（x，y）为抛物线上任一点，则问题可归结为求目标函数f（x）＝x

２＋ x
２
４ －b

２
在（－∞，＋∞）
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上的 小值．所求 短距离为d＝ │b│， 若b≤２，
２ b－１， 若b＞２．

６．所求点为
a

２ ，
b

２ ．

３．９　求函数零点的牛顿法

很多数学问题具有这样的形式：求某个方程

f（x） ＝ ０ （３．９．１）
的根．满足方程（３．９．１）的根称为函数 f（x）的零点．有时我们希望在一个指定的区间

内找出 f 的一个零点，而有时则想找出 f 在某个区间的全部零点．
什么叫做“求”函数的零点呢？这就是要设计一个程序，它能给出函数f 的零点x

倡

的近似值，并达到我们所希望的近似程度．
下面介绍另一种求 f 零点近似值的方法．如果 f（x）在［a，b］上有二阶导数，f （a）

· f（b）＜０，且f′（x）与f″（x）在［a，b］上分别保持定号，这时，方程f（x）＝０在（a，b）内
仅有一个实根x

倡．下面来求x
倡的近似值．这个方法的基本步骤是：从f 的零点的某个

较好的近似值出发，设法做出另一个好得多的近似值．假如这个结果的近似程度还不

够，我们就不断地重复这个基本步骤，直到得出按前面两种准则的任何一种来衡量可

认为足够满意的近似解时才停止．我们先从几何上描述这个方法．
用 x １ 表示开始的近似值，并假设 f′（x １）≠０，这个假设对于使用这个方法来说是

非常重要的．它可以保证 f 的图形在（x １，f （x １））点的切线不平行于 x 轴，因而与 x 轴

图３．４２

相交于某点（见图 ３．４２）．交点就是新的近似值 x ２．现在我们

来算 x ２．
切线的斜率是 f′（x １），故有

f′（x １） ＝ f（x １）
x １ － x ２．

由此定出

x ２ ＝ x １ － f（x １）
f′（x １）． （３．９．１）

这样作法的理论根据在于：若f 的图形是直线，则x ２ 就是f 的精确零点．实际上如果f

的图形不是直线时，但若 f 是可微的，则它在一个很小的区间上的图形近似于直线，
所以当区间（x倡，x １）充分小时，可以指望 x １ 是真正零点 x

倡的一个精确近似值．
现在再用分析的语言进行推导，而不必参照 f 的图形．我们的基本出发点是局部

线性逼近

f（x）≈f（x １）＋f′（x １）（x－x １）．
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设 x ２ 为右端近似线性函数的真正零点，我们希望x ２ 是f 的真正零点的一个好的近似

值．显然 x ２ 由公式（３．９．１）给出．
若 x ２ 的精确度不足，再在（x ２，f （x ２））点作切线，重复上面的步骤，确定出下一个

近似值．
x ３ ＝ x ２ － f（x ２）

f′（x ２）．
还可以继续作下去，得到

x n＋１ ＝ x n － f（x n）
f′（x n）， （３．９．２）

这样可以一直计算到近似程度满意为止．上述方法是牛顿提出的，因而称为牛顿迭代

法，公式（３．９．２）称为牛顿迭代公式．
读者可能会产生这样的疑问： 初选取 x １ 时有没有什么原则？ 是不是随便取一

个 x １ 就可以作下去呢？ 迭代序列｛x n｝是否真的能逼近真正零点 x
倡 ？

下面用几个图形来回答头两个问题．如图３．４３所示，初始值x １ 的选取原则是：x １
∈（a，b）必须满足

f（x １）f″（x １） ＞ ０，

图３．４３
否则就不能保证切线与x 轴交点的横坐标x ２ 比原来的近似值x １ 更接近于f 的真正零

点 x
倡（读者可自己画图试试看）．
至于前面提到的｛x n｝的收敛性问题，下面给出一个定理而不加证明（读者在后续

课程枟计算方法枠中将学习到更详尽的知识）．
定理 ３．９．１（牛顿法的收敛定理） 设 f（x）是二次可微函数，x倡是 f（x）的一个零
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点，且 f′（x倡 ）≠０．用牛顿迭代公式（３．９．２）反复进行迭代产生一个近似序列 x １，x ２，
…，x n，…，若初始值 x １ 与 x

倡靠得足够近，则这个序列收敛到 x
倡．

例 ３．９．１　求函数 f（x）＝x
３＋３x－５在区间［１，２］内的近似零点，使误差不超过

０．０００ １．
解　因为 f（１）＝－１＜０，f（２）＝９＞０，f′（x）＝３x ２＋３，f″（x）＝６x，所以有

f（２）f″（２） ＞ ０．
因 f（２）与 f″（x）同号，因此取 x １＝２为迭代初值．下面计算 x n：

x ２ ＝ ２ － f（２）
f′（２） ＝ １．４，　x ３ ＝ １．４ － f（１．４）

f′（１．４） ＝ １．１８１，
x ４ ＝ x ３ － f（x ３）

f′（x ３） ＝ １．１５４ ５，　x ５ ＝ x ４ － f（x ４）
f′（x ４） ＝ １．１５４ １７，

x ６ ＝ x ５ － f（x ５）
f′（x ５） ＝ １．１５４ １７．

由于 x ５ 与 x ６ 的前五位数字相同，且
f（１．１５４ １） ≈－ ０．０００ ５ ＜ ０，

f（１．１５４ ２） ≈ ０．０００ ２ ＞ ０，
１．１５４ ２ － １．１５４ １ ＝ ０．０００ １，

因此取 １．１５４ １作为 f（x）的零点的近似值时，误差不超过 ０．０００ １． □

习　题　３．９
１．求方程x

２－２＝０的近似根，准确到１０－８．
２．证明函数f（x）＝x

３－３x ２＋６x－１在区间（０，１）有唯一的零点，并求近似零点，使误差不超过０．０１．
答案与提示

１．１．４１４ ２１３ ５６．
２．０．１８２．

总 习 题 （３）
１．选择题（四个答案中只有一个是正确的）：
（１） 设f（x）在x＝a 的某邻域内有定义，则f（x）在x＝a 处可导的一个充分条件是（　　）．
（Ａ） ｌｉｍ

h→＋∞h［f（a＋ １
h
）－f（a）］存在；　　　　（Ｂ） ｌｉｍ

h→０
f（a＋２h）－f（a＋h）

h
存在；

（Ｃ） ｌｉｍ
h→０

f（a＋h）－f（a－h）２h 存在； （Ｄ） ｌｉｍ
h→０

f（a）－f（a－h）
h

存在．

（２） 设F （x）＝
f（x）

x
，x≠０，

f（０），x＝０，
其中f（x）在x＝０处可导，f（０）＝０，f  （０）≠０．则 x＝０是 F （x）的
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（　　）．
（Ａ） 连续点； （Ｂ） 第一类间断点；
（Ｃ） 第二类间断点； （Ｄ） 连续点或间断点不能确定．

（３）设f（x）对任意x 均满足等式f（１＋x）＝af（x），且f  （０）＝b，其中a，b 为非零常数，则（　　）．
（Ａ） f（x）在x＝１处不可导； （Ｂ） f（x）在x＝１处可导，且f  （１）＝a；
（Ｃ） f（x）在x＝１处可导，且f  （１）＝b； （Ｄ）f（x）在x＝１处可导，且f  （１）＝ab．

（４）设f（x）在区间（－δ，δ）内有定义，若当x∈（－δ，δ）时，恒有│f（x）│≤x
２，则x＝０必为f（x）的

（　　）．
（Ａ） 间断点； （Ｂ） 连续而不可导的点；
（Ｃ） 可导的点，且f  （０）＝０； （Ｄ） 可导的点，且f  （０）≠０．

（５） 设f（x）＝２x＋３x－２，则当x→０时，f（x）（　　）．
（Ａ） 与x 是同阶但非等价无穷小； （Ｂ） 与x 是等价无穷小；
（Ｃ） 是比x 较高阶的无穷小； （Ｄ） 是比x 较低阶的无穷小．

２．设f（x）在x＝０处连续，且ｌｉｍ
x→０

f（x）
x

存在，证明：f（x）在x＝０可导．
３．设a，b 为已知常数，试确定常数A 和B ，使得函数

f（x）＝
（x－a），
A （x－a）（x－b）（x－B ），
２（x－b），

　
x＜a，
a≤x≤b，
x＞b

在x＝a 及x＝b 点均可导．
４．过抛物线的焦点引弦垂直于抛物线的轴，该弦与抛物线相交于两点，过交点引抛物线的切线，试

证这两条切线相交成直角．
５．求下列函数的导数：
（１） y＝ｓｉｎ２ １－ｌｎx

x
，求y  ； （２） y＝x＋x

x＋x
x

x，求y  ；
（３） y＝（x＋１）２

３ ３x－２
３ （x－３）２ ，求y  ； （４） yｓｉｎx－ｃｏｓ（x－y）＝０，求ｄyｄx ；

（５） ｅａｒｃｔａｎ y
x＝ x

２＋y
２，求ｄ２yｄx ２； （６） x＝t

２－１，
y＝t

３－t，求
ｄ３yｄx ３；

（７） y＝f（ｓｉｎ２x）＋f（ｃｏｓ２x），f 是可微函数，求ｄyｄx ；
（８） 已知y＝f（x），求其反函数的二阶导数ｄ２xｄy２ （用y  ，y＂等表示）；
（９） y＝ｌｎ（ax＋b），求y

（n）； （１０） y＝x（ｓｉｎ４x＋ｃｏｓ４x），求y
（n）．

６．求下列函数的微分：
（１） y＝ｌｎ（x＋ x

２－１），求ｄy； （２） y＝ｌｎｓｉｎ x２ ，求ｄy│x＝ π３ ，ｄx＝ π１２；
（３） y＝ａｒｃｔａｎx，求ｄ２y； （４） y＝ １＋x

２，求ｄ２y│x＝０．
７．选择题（四个答案中只有一个是正确的）：
（１） 设f（x）处处可导，则（ ）．
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（Ａ） 当 ｌｉｍ
x→－∞f（x）＝－∞，必有 ｌｉｍ

x→－∞f  （x）＝－∞；
（Ｂ） 当 ｌｉｍ

x→－∞f  （x）＝－∞，必有 ｌｉｍ
x→－∞f（x）＝－∞；

（Ｃ） 当 ｌｉｍ
x→＋∞f（x）＝＋∞，必有 ｌｉｍ

x→＋∞f  （x）＝＋∞；
（Ｄ） 当 ｌｉｍ

x→＋∞f  （x）＝＋∞，必有 ｌｉｍ
x→＋∞f（x）＝＋∞．

（２） 已知 f （x ）在 x＝０ 的某邻域内连续，且 f （０）＝０， ｌｉｍ
x→０

f（x）１－ｃｏｓx＝２，则在点 x＝０ 处

f（x）（　　）．
（Ａ） 不可导； （Ｂ） 可导且f  （０）≠０；
（Ｃ）取得极大值； （Ｄ） 取得极小值．

（３） 设f（x）与g（x）都在x＝a 处取得极大值，则函数F （x）＝f（x）g（x）在x＝a 处（　　）．
（Ａ） 必取极大值； （Ｂ） 必取极小值；
（Ｃ） 不可能取极值； （Ｄ） 是否取极值不能确定．

（４） 设f（x）在（－∞，＋∞）内可导，且橙x １，x ２，当x １＞x ２ 时都有f（x １）＞f（x ２），则（　　）．
（Ａ）对任意x，f  （x）＞０； （Ｂ）对任意x，f  （－x）≤０；
（Ｃ）函数f（－x）单调增加； （Ｄ）函数－f（－x）单调增加．

（５） 设f  （x ０）＝f＂（x ０）＝０，f碶（x ０）＞０，则下列选项正确的是（　　）．
（Ａ） f  （x ０）是f  （x）的极大值； （Ｂ） f（x ０）是f（x）的极大值；
（Ｃ） f＂（x ０）是f（x）的极小值； （Ｄ） （x ０，f（x ０））是曲线y＝f（x）的拐点．

８畅设f（x）＝
g（x）－ｅ－x

x
，x≠０，

　　０　　，x＝０，
其中g＂（x）连续，且g（０）＝１，g  （０）＝－１．

（１）求f  （x）；　（２）讨论f  （x）在（－∞，＋∞）上的连续性．
９．设f（x）在［０，＋∞）上可微，且满足条件０≤f（x）≤ x１＋x

２　（０≤x＜＋∞）．求证：存在ξ＞０，使得

f  （ξ）＝ １－ξ２（１＋ξ２）２．
１０．设f（x）和g（x）在［a，b］上存在二阶导数，并且g＂（x）≠０，f（a）＝f（b）＝ g（a）＝g（b）＝０．证明：
（１） 在开区间（a，b）内g（x）≠０；
（２） 至少有一点ξ∈（a，b），使得f（ξ）

g（ξ）＝f＂（ξ）
g＂（ξ）．

１１．设f（x）定义在区间［０，c］上，f（０）＝０，f  （x）是［０，c］上的递减函数．求证：对于［０，c］上的任意

两点a 和b，０≤a≤b≤a＋b≤c，有f（a＋b）≤f（a）＋f（b）．
１２．写出f（x）＝１－x１＋x

在x＝０处的带拉格朗日余项的n 阶泰勒展开式．
１３畅设ｌｉｍ

x→０
f（x）

x
＝１，且f＂（x）＞０，证明f（x）≥x．

１４．设f（x）在［０，１］上二阶可导，且满足条件│f（x）│≤a，│f＂（x）│≤b，其中a 和b 为非负常数．设c

是（０，１）内任一点．
（１） 写出f（x）在x＝c处带拉格朗日余项的一阶泰勒公式；
（２） 证明│f  （c）│≤２a＋ b２ ．
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１５．证明：当x≥１时，有ａｒｃｔａｎx－ １２ ａｒｃｃｏｓ ２x１＋x
２＝ π４ ．

１６．求极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
ｌｎ（１＋x＋x

２）＋ｌｎ（１－x＋x
２）ｓｅｃx－ｃｏｓx ；　（２） ｌｉｍ

x→０
（１＋x） １x－ｅ

x
；

（３） ｌｉｍ
x→０

ｓｉｎx
x

１／x２；　（４） ｌｉｍ
x→０

a
x－b

x

x
２ －ｌｎa－ｌｎbx

；　（５） ｌｉｍ
x→０＋

x
nｅ－x（ｌｎx）２，（n＞０）．

１７．设f（x）∈C
（２），且f（a）＝０，g（x）＝

f（x）
x－a

，　x≠a，
f  （a），　x＝a．

求g  （x），并证明g  （x）在x＝a 连续．

１８畅设f（x）在点x＝０的邻域内二阶可导，且ｌｉｍ
x→０
ｓｉｎx＋xf（x）

x
３ ＝０．求f（０），f  （０），f＂（０）的值．

１９畅选择题（四个答案中只有一个是正确的）：
（１） 设f（x）∈C

（２），且f′（０）＝０，ｌｉｍ
x→０

f＂（x）│x│＝１，则（　　）．
（Ａ） f（０）是f（x）的极大值；
（Ｂ） f（０）是f（x）的极小值；
（Ｃ） （０，f（０））是曲线y＝f（x）的拐点；
（Ｄ） f（０）不是f（x）的极值，（０，f（０））也不是曲线y＝f（x）的拐点．

（２） 若f（x）＝－f（－x），在（０，＋∞）内f  （x）＞０，f＂（x）＞０，则f（x）在（－∞，０）内（　　）．
（Ａ）f  （x）＜０，f＂（x）＜０；　　　　　　（Ｂ）f  （x）＜０，f＂（x）＞０
（Ｃ）f  （x）＞０，f＂（x）＜０； （Ｄ）f  （x）＞０，f＂（x）＞０．

（３） 设在区间［０，１］上 f＂（x）＞０，则 f  （０），f  （１），f（１）－f（０）或 f（０）－f（１）的大小顺序是

（　　）．
（Ａ）f  （１）＞f  （０）＞f（１）－f（０）； （Ｂ）f  （１）＞f（１）－f（０）＞f  （０）；
（Ｃ）f（１）－f（０）＞f  （１）＞f  （０）； （Ｄ）f  （１）＞f（０）－f（１）＞f  （０）．

２０畅求下列函数的增减区间：
（１） y＝ １０４x ３－９x ２＋６x；　（２）y＝

３ （２x－a）（a－x）２　（a＞０）．
２１．下列命题是否正确？ 正确的予以证明，不正确的举出反例．
（１） 单调函数的导函数必为单调函数；
（２） 若f（x）在x ０ 点取极大值，则f（x）在x ０ 某左邻域递增，在x ０ 某右邻域递减；
（３） 若f（x）∈C ［a，b］，且只有一个极值点，则它必是f（x）在［a，b］的 大或 小值点．

２２畅求下列函数的极值：
（１） y＝ｅxｓｉｎx，x∈（０，２π）；　　（２）y＝ｃｏｓx＋ １２ ｃｏｓ２x，x∈（０，２π）．

２３．当α为何值时，方程ｅx－２x－α＝０有实根？
２４畅试确定曲线方程y＝ax

３＋bx
２＋cx＋d 中的a，b，c，d，使点（－２，４４）为其临界点，点（１，－１０）为

其拐点．
２５畅设 y＝x

３＋４
x
２ ，求（１） 函数的增减区间与极值；（２） 函数图形的凹凸区间与拐点；（３） 渐近线；

（４） 作出函数图形．
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２６畅作半径为r 的球的外切圆锥，问此圆锥的高h 为何值时，其体积 小，并求出此 小值．
２７畅证明下列不等式：
（１） ｔａｎx ２ｔａｎx １＞x ２

x １ 　（０＜x １＜x ２＜ π２ ）；
（２）xp＋（１－x）p≥ １２p－１　（ p＞１，x∈［０，１］）；
（３） １２ （ｃｏｓx １＋ｃｏｓx ２）＜ｃｏｓ x １＋x ２２ 　（－ π２ ＜x １，x ２＜ π２ ）

　　（４）１＋xｌｎ（x＋ １＋x
２）≥ １＋x

２　（－∞＜x＜＋∞）．
２８．设函数f（x）对一切实数x 满足方程xf＂（x）＋３x［f  （x）］２＝１－ｅ－x．
（１） 若f（x）在点x＝c（c≠０）有极值，证明它是极小值．
（２） 若f（x）在点x＝０有极值，它是极大值还是极小值？
（３） 若f（０）＝f  （０）＝０，求 小的常数k，使得橙x≥０，都有f（x）≤kx

２．
答案与提示

１．（１）（Ｄ）；　（２）（Ｂ）；　（３）（Ｄ）；　（４）（Ｃ）；　（５）（Ａ）．
２．先证明f（０）＝０．
３．A＝ ３（a－b）２，B＝２a＋b３ ．
５．（１）ｌｎx－２

x
２ ｓｉｎ ２（１－ｌｎx）x

；　（２）１＋x
x（ｌｎx＋１）＋x

xx［xx（ｌｎx＋１）ｌｎx＋x
x－１］；

（３）y ２
x＋１＋ １３x－２－ ２３（x－３） ；　（４）yｃｏｓx＋ｓｉｎ（x－y）ｓｉｎ（x－y）－ｓｉｎx ；　（５）２（x

２＋y
２）（x－y）３ ；

（６）－３８t２ １＋ １t２ ；　（７）ｓｉｎ２x［f  （ｓｉｎ２x）－f  （ｃｏｓ２x）］；　（８）－ y＂（y  ）３；
（９）（－１）n－１（n－１）！ a

n

（ax＋b）n ；　（１０）４n－１
xｃｏｓ（４x＋ n２ π）＋n４n－２ｃｏｓ（４x＋n－１２ π）．

６．（１） ｄx
x
２－１；　（２）

３２４ π；　（３） － ２x（１＋x
２）２ｄx ２；　（４） ｄx ２．

７．（１） （Ｄ）；　（２） （Ｄ）；　（３） （Ｄ）；　（４） （Ｄ）；　（５） （Ｄ）．
９．可用费马定理，也可用罗尔定理．
１０．（１） 用反证法；　（２） 对φ（x）＝f（x）g  （x）－f  （x）g（x）在［a，b］上用罗尔定理．
１１．可利用拉格朗日中值定理，也可利用函数F （x）＝f（x＋b）－f（x）的严格递减性．
１２．f（x）＝１－２x＋２x ２＋…＋（－１）n２xn＋（－１）n＋１ ２xn＋１

（１＋θx）n＋２，其中０＜θ＜１．
１３．考察f（x）在x＝０的泰勒公式

１６．（１） １；　（２） － ｅ２ ；　（３） ｅ－
１６ ；　（４） １２ ［ｌｎ２a－ｌｎ２b］；　（５） ０．

１８．f（０）＝－１，f  （０）＝０，f＂（０）＝ １３ ．
１９．（１） （Ｂ）；　（２） （Ｃ）；　（３） （Ｂ）．
２０．（１） 在（ １２ ，１）内上升；在（－∞，０）∪（０， １２ ）∪（１，＋∞）下降；
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（２） 在（－∞， a２ ）∪（ a２ ，２a３ ）∪（a，＋∞）上升；在（２a３ ，a）下降．
２１．（１） 错；　（２） 错；　（３）对．
２２．（１） 极大值为y

３π４ ＝ ２２ ｅ
３π４ ，极小值为y

７π４ ＝－ ２２ ｅ
７π４ ；

（２） 极大值为y（π）＝－ １２ ，极小值为y
２π３ ＝y

４π３ ＝－ ３４ ．
２３．α≥２－２ｌｎ２．
２４．a＝１，b＝－３，c＝－２４，d＝１６．
２５．（１） 在（－∞，０）∪（２，＋∞）上升，在（０，２）内下降，x＝２为极小值点；
（２） 在（－∞，０）∪（０，＋∞）内是下凸的，无拐点；　（３） 渐近线为x＝０，y＝x．

２６． 小值为V （４r）＝８πr３３ ．
２８．（１） 验证 f＂（c）＞０；　（２） x＝０ 为极小点；　（３） 利用泰勒公式 f （x）＝f（０）＋f  （０）x

＋ １２ f＂（ξ）x ２，估计出f＂（x）≤１（当x≥０时）， 小常数k＝ １２ ．
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第 ４ 章　一元函数积分学

　　在第 ３章我们研究了这样的问题：若物体的运动规律由方程s＝f（t）给出，其中 t

是时间，s 是物体走过的路程，则对函数求导就可得到在已知时刻的瞬时速度 v＝
f′（t）．但是，在力学中常常遇到的是这种问题的反问题，即已知在任一时刻 t物体的

速度是 v＝v（t），要找出该物体的运动规律．进而可求出物体在某段时间内所走过的

路程．这样的问题将导出一个重要的概念——定积分．利用定积分，可以从函数的变

化率计算出该函数改变的总量．我们将会发现，有许多“求总量”的问题都可以用定积

分加以解决，例如曲边梯形的面积，物体的质量等等．
定积分主要用牛顿唱莱布尼兹公式（见本章 ４．２．１）计算，这就涉及到求导问题的

反问题．因此，本章还将介绍原函数和不定积分的概念，接着介绍定积分和不定积分

的计算方法， 后通过例子介绍定积分在几何上及物理上的一些应用．

４．１　定积分的概念与性质

　　４．１．１　定积分的定义

在中学的几何课程中，我们学会了如何计算由直线段和圆弧所围成的平面图形

的面积．计算由任意形状的曲线所围成的平面图形的面积，虽是一般的几何问题，但
这个问题只有用微积分的方法才能解决．我们先考察两个求总量的例子．

（１） 曲边梯形的面积

任意一条曲线围成的图形（见图 ４．１）通常可以用两组互相垂直的直线将它分成

图４．１　 图４．２ 　　 图４．３

若干部分，每一个部分都是一个“曲边梯形”．所谓“曲边梯形”是指这样的图形，它有

三条边是直线，其中两条互相平行，第三条与前面两条互相垂直（见图４．２），而第四条



边是一条曲线的一段弧，它与任一条平行于它的邻边的直线至多只交于一点．这里不

排除一种特殊情形：两条平行的边中有一条缩成了一点（见图 ４．３），此时曲边梯形变

成了曲边三角形．这样一来，我们的问题便化成了求曲边梯形的面积的问题．
我们不妨先讨论一个较简单的问题．

图４．４

例４．１．１　求由抛物线y＝x
２，x 轴及直线x＝１所围成

的曲边三角形的面积（见图 ４．４）．
在初等几何中，圆的面积定义为多边形面积的极限，

而多边形的面积用初等几何的方法就可以算出来．我们把

这种处理方法移植过来．为此，将区间［０，１］ n 等分，即插

入分点：
０ ＜ １

n
＜ ２

n
＜… ＜ n － １

n
＜ １．

以每一个小区间为下底作矩形，使矩形的左上角正好与抛

物线y＝x
２相交．于是可得到 n 个小矩形（图 ４．４ 中阴影部

分），它们的面积之和为

S n ＝０ · １
n
＋ １

n

２ · １
n
＋ ２

n

２ · １
n
＋ … ＋ n － １

n

２ · １
n

＝２n２ － ３n ＋ １６n２ ＝
２ － ３

n
＋ １

n
２

６ ．
容易看出，当 n→∞时， １

n
→０， １

n
２→０，所以

S n → １３ （n → ∞）．
　　另一方面，如果作出的小矩形，其右上角恰好与抛物线相交，那么，也得到 n 个小

矩形（见图 ４．５中阴影部分），它们的面积之和则为

S′n ＝ １
n

２ · １
n
＋ ２

n

２ · １
n
＋ … ＋ n － １

n

２ · １
n
＋ １２ · １

n

＝２n２ ＋ ３n ＋ １６n２ ＝
２ ＋ ３

n
＋ １

n
２

６ → １３ （n → ∞）．
当 n 充分大时，我们将 S n 看作是所求面积的不足近似值，而 S′n 则是过剩近似值．现
在，当 n→＋∞时，S n 与 S′n 都趋向于

１３ ，可见，这个曲边三角形的面积也应该是
１３ ．

在每一个小区间
k－１

n
， k

n
（１≤k≤n）上，用小矩形面积去近似地代替小曲边梯

形的面积，实际上就是在局部以“直”代“曲”，每一个代替所得到的面积是近似的．然
后把这些小矩形的面积加起来以后，令n→∞，就得到了曲边三角形面积的精确值

１３ ．

·８６１· 工科数学分析（上）



图４．５ 图４．６
受到这个问题的启发，我们来探讨一般曲边梯形面积的求法．
设曲边梯形由曲线y＝f（x），x 轴及直线x＝a，x＝b 围成（见图４．６），f（x）≥０且

f（x）∈C ［a，b］．现在用上述思想来求这个曲边梯形的面积．
给区间［a，b］一个分法 P ：

a＝x ０＜x １＜…＜x n－１＜x n＝b，
小区间［x i－１，x i］和它的长度都记作Δx i．这里Δx i 的大小是任意的，一般来说，它们彼

此不一定相等．
任取一点ξi∈［x i－１，x i］（１≤i≤n），以f（ξi）为高、Δx i 为底的小矩形面积近似代替

［x i－１，x i］上小曲边梯形的面积，也就是局部“以直代曲”（如图 ４．６所示）．于是所有这

些小矩形面积之和就是整个曲边梯形面积 A 的近似值，即
σ＝∑n

i＝１
f（ξi）Δx i≈ A．

　和数σ是与［a，b］的分法、ξi 的取法有关的．但是，当分法无限地加细时，不论ξi 怎么

取，我们可以直观地想像和数σ能够任意地逼近曲边梯形的面积A （即在整体上，“直”
又回到了“曲”）．用极限概念来刻画这个事实，那就是：令λ表示所有小区间长度中

大者，即λ＝ｍａｘ１≤ i≤ n
Δx i，则λ→０ 就意味着［a，b］的无限细分．如果在这个过程中，σ有极

限（并且这个极限与［a，b］的分法、ξi 的取法都无关），那么这个极限就定义为曲边梯

形面积 A 的值，即
A ＝ ｌｉｍλ→０σ＝ ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i．

　　（２） 变速直线运动的路程

某物体沿直线运动，其速度v＝v（t）∈C ［α，β］且v（t）≥０．求物体从t＝α到t＝β这

段时间内经过的路程 s．这是第 ３章开始时求瞬时速度的反问题．
我们知道，对于匀速直线运动，有公式

路程＝速度×时间．
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而这里讨论的是非匀速运动，不能直接套用这个公式．但是，当时间间隔非常之小时，
可以把运动近似地看作是匀速的，也就是局部以“匀速”代“非匀速”．这就使得我们可

以借鉴上面的方法来解这个问题．
给区间［α，β］一个分法 P ：

α＝ t０ ＜ t１ ＜ … ＜ tn－１ ＜ tn ＝ β，
小区间［ti－１，ti］的长度记作Δti．在每个小区间［ti－１，ti］上 任取一点τi，用τi 时刻的速度

v（τi）代替［ti－１，ti］上各个时刻的速度．也就是说，在小的时间间隔［ti－１，ti］上，我们把

运动近似地看作是匀速的，于是得到部分路程Δsi 的近似值，即
Δsi≈ v（τi）Δti　（１ ≤ i≤ n），

从而有 s＝∑n

i＝１
Δsi≈∑n

i＝１
v（τi）Δti．

令λ＝ｍａｘ１≤ i≤ n
Δti，则当λ→０时，如果和数∑n

i＝１
v（τi）Δti 有极限，且这个极限与［α，β］的分法以

及τi 的取法无关，那么就将这个极限值称为物体作非匀速直线运动所经过的路程s，即
s＝ ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
v（τi）Δti．

　　上面我们讨论了来自几何、物理的两个不同的问题，但它们都能用一个统一的方

法来解决．还有其他很多实际问题，如变力作功，物体的质量等，也可以用这样的统一

方法加以解决．现在我们将这种方法抽象出来，就可以得到定积分的概念．
定义 ４．１．１　设函数 f（x）在区间［a，b］上有定义，用分法 P ：

a ＝ x ０ ＜ x １ ＜ … ＜ x n－１ ＜ x n ＝ b

将［a，b］分成 n 个小区间．令λ＝ｍａｘ１≤ i≤ n
Δx i，其中Δx i 表示小区间［x i－１，x i］的长度．在每

个小区间［x i－１，x i］上任取一点ξi，并作和数

σ＝∑n

i＝１
f（ξi）Δx i．

称这个和数为函数f（x）在区间［a，b］上的积分和（或黎曼和）．如果，λ→０时，和数σ的
极限I 存在且与分法P 及ξi 的选取无关，则称极限I 为函数f（x）在区间［a，b］上的定

积分，记作

∫b

a
f（x）ｄx ＝ I＝ ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i，

其中 a 和 b 分别称为定积分的下限和上限，f （x）称为被积函数，x 称为积分变量，而
f（x）ｄx称为被积表达式．

用“ε唱δ”语言表达就是：橙ε＞０，愁δ＞０，不管分法 P 及点ξi∈［x i－１，x i］如何取，当
λ＝ｍａｘ１≤ i≤ n

Δx i＜δ时，都有

│σ－ I│＜ ε．
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　　如果函数 f（x）在［a，b］上有定积分，我们就说它在［a，b］上黎曼可积，简称可积．
由定义知，定积分的值与积分变量无关，它仅由被积函数及积分区间决定，所以

∫b

a
f（x）ｄx ＝∫b

a
f（t）ｄt＝∫b

a
f（u）ｄu ＝ …

　　根据上述定义，例 ４．１．１中曲边三角形的面积可用定积分表示为

S ＝∫１０x ２ｄx，
而一般的曲边梯形面积 A 可用定积分表示为

A ＝∫b

a
f（x）ｄx，

变速直线运动的路程则可表示为

s＝∫βαv（t）ｄt．
　　用定积分求某个总体量的过程大致可归结为以下的四步：

分割→近似代替→求和→取极限．
但是，在具体求定积分值时，并不是每一次都必须计算这个和数的极限．我们将要研

究定积分的性质，发展一些方法，利用这些方法可以比较容易地计算定积分的值．

图４．７

后，我们指出定积分的几何意义．如果在［a，b］上 f（x）≥０，则定积分∫b

a
f（x）ｄx

表示曲线 y＝f（x），直线 x＝a，x＝b 及 x 轴所围成的曲边梯形的面积（见图 ４．７（ａ））；
如果在［a，b］上f（x）≤０，由曲线y＝f（x），直线x＝a，x＝b 及x 轴所围成的曲边梯形

位于 x 轴下方，则定积分∫b

a
f （x）ｄx 表示该曲边梯形面积的相反数（见图 ４．７（ｂ））；如

果在［a，b］上 f（x）既取正值又取负值，定积分∫b

a
f（x）ｄx 表示介于 x 轴，曲线 y＝f（x）

及直线 x＝a，x＝b 各部分面积的代数和（见图 ４．７（ｃ））．
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　　４．１．２　可积函数类

前面我们对区间［a，b］上的函数f（x）给出了定积分∫b

a
f（x）ｄx 的定义．那么，函数

f（x）要满足什么条件才在［a，b］上可积呢？可积函数又有什么性质呢？下面我们给出

有关的结论，但不作深入的讨论．
定理 ４．１．１　设函数 f（x）∈C ［a，b］，则 f（x）在［a，b］上可积．
定理４．１．２　设f（x）在区间［a，b］上有界，且只有有限个间断点，则f（x）在［a，b］

上可积．
实际上，可以证明，有更多的函数在有界闭区间上是可积的．设 f（x）定义在有界

闭区间［a，b］上，f（x）的不连续点的全体组成的集合记为E．如果不连续点集E 的“长
度”为零，则称 f 为在［a，b］上几乎处处连续的函数．直观上，几乎处处连续的函数就

是不连续点“很少”的函数，“少”即集合E 的“长度”为零．这类函数表达了黎曼可积函

数的 主要特征，这个特征由下述定理加以刻画．
勒贝格（Ｌｅｂｅｓｇｕｅ）定理　f （x）在［a，b］上可积的充要条件是 f （x）为［a，b］上的

几乎处处连续的函数．
那么，什么叫做一个点集的“长度”呢？ 这涉及到测度理论（已超出了本书的范

围）．在这里我们只给读者一个粗略的直观的描述，例如，在某种意义的点集“长度”
下，有限个点的集合，全体自然数的集合，以及全体有理数的集合，其“长度”都是零．
有兴趣的读者可参阅实变函数论方面的书籍．

定理 ４．１．３　若函数 f（x）在［a，b］上可积，则 f（x）在［a，b］上有界．
由定理 ４．１．１知，若f（x）∈C ［a，b］，则f（x）在［a，b］可积，因而橙x∈［a，b］，积分

F （x） ＝∫x

a
f（t）ｄt

总是有意义的，它是定义在区间［a，b］上的一个函数，称为变上限的积分．可以证明，
若 f（x）∈C ［a，b］，则上式给出的函数 F （x）是［a，b］上的可导函数，且 F′（x）＝f （x）．
为了证明这个结论，我们需要先研究定积分的性质．
　　４．１．３　定积分的基本性质

设函数 f（x）在［a，b］上可积．规定

① a＝b 时，∫b

a
f（x）ｄx＝０；

② a＞b 时，∫b

a
f（x）ｄx＝－∫a

b
f（x）ｄx．

从定积分的概念可以看出，这样的规定是合理的，今后不再限制定积分上下限的大

小．下面介绍定积分的基本性质．
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定理４．１．４　设f（x）和g（x）在［a，b］上可积，则f（x）±g（x）也在［a，b］上可积，且有

∫b

a
［f（x）± g（x）］ｄx ＝∫b

a
f（x）ｄx ±∫b

a
g（x）ｄx． （４．１．１）

　　证　函数 f（x）±g（x）在区间［a，b］上的积分和为

∑n

i＝１
［f（ξi）± g（ξi）］Δx i＝∑n

i＝１
f（ξi）Δx i ±∑n

i＝１
g（ξi）Δx i

由极限运算法则，有
ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
［f（ξi）± g（ξi）］Δx i＝ ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i ± ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
g（ξi）Δx i

即 ∫b

a
［f（x）± g（x）］ｄx ＝∫b

a
f（x）ｄx ±∫b

a
g（x）ｄx． □

　　定理 ４．１．５　设f（x）在［a，b］上可积，C 为常数，则Cf（x）也在［a，b］上可积，且有

∫b

a
C f（x）ｄx ＝ C∫b

a
f（x）ｄx． （４．１．２）

　　证　由∫b

a
f（x）ｄx 存在，知
ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
C f（ξi）Δx i＝ ｌｉｍλ→０ C∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i＝ C∫b

a
f（x）ｄx．

即 ∫b

a
C f（x）ｄx ＝ C∫b

a
f（x）ｄx． □

　　定理 ４．１．４和定理 ４．１．５表明，定积分是一种线性运算，即函数的线性组合的定

积分等于函数的定积分的线性组合：
∫b

a
［C １f（x） ＋ C ２g（x）］ｄx ＝ C １∫b

a
f（x）ｄx ＋ C ２∫b

a
g（x）ｄx．

　　定理４．１．６　设a＜c＜b，f（x）在［a，b］上可积，则f（x）在［a，c］及［c，b］上也可积，
且有

∫b

a
f（x）ｄx ＝∫c

a
f（x）ｄx ＋∫b

c
f（x）ｄx． （４．１．３）

　　证　首先，由 f（x）在［a，b］上的可积性可得到 f （x）在［a，c］及［c，b］上的可积性

（证明略）．
因 f （x）在［a，b］上可积，所以无论怎样分割［a，b］，积分和的极限总不变．因此，

我们在分割区间时，可以使 c 点永远是个分点，从而［a，b］上的积分和等于［a，c］上的

积分和加上［c，b］上的积分和，记为

∑［a，b］
f（ξi）Δx i＝∑［a，c］

f（ξi）Δx i＋∑［c，b］
f（ξi）Δx i．

令λ→０，上式两端同时取极限，得
∫b

a
f（x）ｄx ＝∫c

a
f（x）ｄx ＋∫b

c
f（x）ｄx． □

　　这个性质叫做定积分对积分区间的可加性．实际上，对任意的数 a，b，c，（４．１．３）
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式总是成立的．读者可以自行验证这个事实．
定理４．１．７　设f（x）和g（x）在［a，b］上可积，则f（x）g（x）也在［a，b］上可积（证明

略）．
定理 ４．１．８　设 f（x）在［a，b］上可积，f（x）≥０（x∈［a，b］），则

∫b

a
f（x）ｄx ≥ ０．

　　证　由∫b

a
f（x）ｄx＝ｌｉｍλ→０ ∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i 直接得到． □

推论 ４．１．１　若 f（x）和 g（x）在［a，b］上可积，且 f（x）≤g（x）（x∈［a，b］），则
∫b

a
f（x）ｄx ≤∫b

a
g（x）ｄx． （４．１．４）

　　事实上，对函数 F （x）＝g（x）－f（x）利用定理 ４．１．８及定理 ４．１．４即得．
定理 ４．１．９　设 f（x）在［a，b］上可积，则函数│f（x）│在［a，b］上也可积，且

∫b

a
f（x）ｄx ≤∫b

a
│f（x）│ｄx． （４．１．５）

　　证　为使证明简单，不妨设 f（x）∈C ［a，b］，于是│f （x）│∈C ［a，b］，从而可积（实
际上这个性质对一般可积函数均成立）．由

－ │f（x）│≤ f（x） ≤ │f（x）│
以及推论 ４．１．１，得

－∫b

a
│f（x）│ｄx ≤∫b

a
f（x）ｄx ≤∫b

a
│f（x）│ｄx，

所以 ∫b

a
f（x）ｄx ≤∫b

a
│f（x）│ｄx． □

　　定理 ４．１．１０（积分中值定理）　设函数 f（x）∈C ［a，b］，则愁ξ∈［a，b］，使得

∫b

a
f（x）ｄx ＝ f（ξ）（b－ a）． （４．１．６）

　　证　因 f（x）∈C ［a，b］，所以 f（x）在［a，b］上有 大值 M 及 小值 m ，故
m ≤ f（x） ≤ M 　（橙x ∈ ［a，b］）．

由推论 ４．１．１得 m （b－a）≤∫b

a
f（x）ｄx≤M （b－a），

即 m ≤∫
b

a
f（x）ｄx
b－ a

≤ M ．
　　根据连续函数的介值定理（第 ２章 ２．８．３），必存在一点ξ∈［a，b］， 使得

f（ξ） ＝∫
b

a
f（x）ｄx
b－ a

，
由此即得（４．１．６）式． □
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图４．８

当 f（x）为正值函数时，积分中值定理中的积分中值

公式（４．１．６）的几何意义可由图 ４．８ 说明，即在［a，b］上
至 少存在一点 ξ，使得以区间 ［a，b］为底边、以曲线

y＝f（x）为曲边的曲边梯形的面积等于同一底边而高为

f（ξ）的一个矩形的面积．
∫b

a
f（x）ｄx
b－ a

称为函数 f（x）在区间［a，b］上的平均值．
定理 ４．１．１１（积分中值定理的一般形式）　设 f（x）∈C ［a，b］，g（x）在［a，b］上可

积且不变号．则必存在一点ξ∈［a，b］，使得

∫b

a
f（x）g（x）ｄx ＝ f（ξ）∫b

a
g（x）ｄx． （４．１．７）

　　例 ４．１．２　求函数 ｓｉｎx 在下列区间上的平均值：
（１） ０， π２ ；　　　（２） ［０，２π］．
解　（１） １π２ －０

∫π／２０ ｓｉｎxｄx＝ ２π（－ｃｏｓx）
π／２

０
＝ ２π≈０．６４．

（２） １２π－０∫２π０ ｓｉｎxｄx＝ １２π（－ｃｏｓx）
２π

０
＝ ０２π＝０． □

例 ４．１．３　估计积分∫２π０ ｄx１＋０．５ｃｏｓx的值．
解　由于

１１＋０．５≤ １１＋０．５ｃｏｓx≤ １１－０．５，
即

２３ ≤ １１ ＋ ０．５ｃｏｓx ≤ ２．
据定理 ４．１．８，有　　 ４π３ ≤∫２π０ ｄx１ ＋ ０．５ｃｏｓx ≤ ４π，
因此有　　　　∫２π０ ｄx１ ＋ ０．５ｃｏｓx ＝ ８π３ ± ４π３ θ　（│θ│＜ １）． □
　　例 ４．１．４　设 f（x），g（x）∈C ［a，b］，求证柯西唱许瓦兹不等式：

∫b

a
f（x）g（x）ｄx ≤ ∫b

a
f
２（x）ｄx ∫b

a
g
２（x）ｄx． （４．１．８）

　　证　对一切实数 t，显然有［tf（x）＋g（x）］２≥０．由定积分的定理 ４．１．８，有
∫b

a
［tf（x） ＋ g（x）］２ｄx ≥ ０，

即 t
２∫b

a
f
２（x）ｄx ＋ ２t∫b

a
f（x）g（x）ｄx ＋∫b

a
g
２（x）ｄx ≥ ０．

上式左端为关于 t的二次三项式，它的判别式必满足
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∫b

a
f（x）g（x）ｄx ２ － ∫b

a
f
２（x）ｄx ∫b

a
g
２（x）ｄx ≤ ０，

由此即得不等式（４．１．８）． □

习　题　４．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 试归纳出求曲边梯形面积的四个主要步骤．
（２） 在求曲边梯形面积的过程中，“近似代替”的依据是什么？
（３） 在求非匀速直线运动的路程时，所采用的方法与求曲边梯形面积的方法有什么相同之处？

在这里的“近似代替”是什么意思？
（４） 你能将本节的两个问题所使用的方法统一起来吗？ 试叙述你的步骤．
（５） 定积分的概念是怎样的？
（６） 定积分与积分变量有关吗？
（７） 用定积分求某个总体量的基本步骤是什么？
（８） 定积分的几何意义是什么？
（９） 定积分有哪些基本性质？
（１０） 积分中值定理及其一般形式是怎样的？

２．求由直线y＝x，x 轴及直线x＝a，x＝b 所围成的面积，其中０＜a＜b．
３．把区间［－１，４］分为n 个相等的小区间，并取这些小区间的中点的坐标作自变量ξi 的值（i＝１，２，

…，n）．试写出函数f（x）＝x＋１在此区间上的积分和σ．
４．按定义判断下列函数在给定区间上是否可积？ 如果可积，试求出其定积分值．
（１） f（x）＝１，在［－１，１］；　　　（２） f（x）＝x，在［－１，１］．

５．试确定下列定积分的符号：
（１）∫π０xｓｉｎxｄx； 　　（２）∫１１２ x

２ｌｎxｄx．
６．确定下列各题中，哪个积分较大？
（１）∫π／２０ ｓｉｎ１０xｄx 与∫π／２０ ｓｉｎ２xｄx；　　（２）∫１０ｅ－xｄx 与∫１０ｅ－x２ｄx；　　（３）∫π／２０ xｄx 与∫π／２０ ｓｉｎxｄx．

７．试估计下列积分的值：
（１）∫４１（x ２＋１）ｄx；　　（２）∫１０ x

９

１＋x
ｄx．

８．求下列函数在给定区间上的平均值：
（１） f（x）＝x

２，［１，３］；　　（２） f（x）＝ １
x
２ ，［１，３］；　　（３） f（x）＝ｓｉｎ２x， ０， π２ ．

９．求初速度为v０ 的自由落体的速度之平均值．
（Ｂ）

１．已知下列函数可积，用定义求下列积分，分法任意（b＞a＞０）．
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（１）∫b

a
xｄx（按算术平均值取点）；　（２）∫b

a

１
x
２ ｄx（按几何平均值取点）．

２．利用定积分的几何意义，求下列定积分：
（１）∫b

a
xｄx；　（２）∫b

a
（x－a）（b－x）ｄx；　（３）∫b

a
x－a＋b２ ｄx．

３．设f（x），g（x）∈C ［a，b］，求证：
（１） 若f（x）≥０，橙x∈［a，b］，且∫b

a
f（x）ｄx＝０，则在区间［a，b］上f（x）≡０；

（２） 若f（x）≤g（x），橙x∈［a，b］，且∫b

a
f（x）ｄx＝∫b

a
g（x）ｄx，则在区间［a，b］上f（x）≡g（x）．

４．设f（x）∈C
（１）［０，１］，即f′（x）∈C ［０，１］，且f（１）－f（０）＝１，证明∫１０［f′（x）］２ｄx≥１．

５．应用柯西唱许瓦兹不等式证明：
（１） ∫b

a
f（x）ｄx ２≤（b－a）∫b

a
f
２（x）ｄx；　（２） ｌｎ p

q
≤ p－q

pq
，其中p≥q＞０．

６．设函数f（x）∈C ［０，１］，在（０，１）内可导，且３∫１２３ f（x）ｄx＝f（０）．证明：愁c∈（０，１），使得f′（c）＝０．

答案与提示

（Ａ）
１．（１） 分割→局部近似代替→求和→取极限．
２．１２ （b２－a

２）．
３．σ＝∑n－１

i＝０
｛１ ＋ ［－ １＋ （i＋ １２ ） ５n ］｝ ５n ．

４．（１） ｌｉｍλ→０σ＝ ｌｉｍλ→０∑n

i＝１
Δxi＝∫１－１f（x）ｄx ＝ ２；　（２）∫１－１xｄx ＝ ０．

５．（１）∫π０xｓｉｎxｄx ＞ ０；　（２）∫１１２ x
２ｌｎxｄx ＜ ０．

６．（１）∫π２０ ｓｉｎ１０xｄx ＜∫π２０ ｓｉｎ２xｄx；　（２）∫１０ｅ－xｄx ＜∫１０ｅ－x
２ｄx；　（３）∫π２０ xｄx ＞∫π２０ ｓｉｎxｄx ．

７．（１） ６ ≤∫４１（x ２ ＋ １）ｄx ≤ ５１；　（２） ０ ≤∫１０ x
９

１ ＋ x
ｄx ≤ １／ ２ ．

８．（１） １３３ ；　（２） １３ ；　（３） ２π．
９．v０＋ １２ gt０．

（Ｂ）
１．（１） σ＝∑n

i＝１
xi－１＋xi２ （xi－xi－１）→ １２ （b２－a

２）；　（２） σ＝∑n

i＝１
１

xi－１xi
（xi－xi－１）→ １

a
－ １

b
．

２．（１） １２ （b２－a
２）；　（２） π８ （b－a）２；　（３） １４ （b－a）２．

６．利用积分中值定理和罗尔定理．
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４．２　微积分基本定理

　　４．２．１　牛顿唱莱布尼兹公式

在本章 ４．１．２ 中我们已经看到，如何由速度函数的定积分表示物体所经过的路

程．假如 v（t）是速度，s（t）是距离，那么 v（t）＝s′（t），并且我们知道

Δs＝ s（b） － s（a） ＝∫b

a
s′（t）ｄt．

本节将把这个结果推广，证明对任何量的变化率的积分将得出这个量的变化总量．
设 F （t）的变化率为 F′（t），t表示时间．现在求 F （t）在 t＝a 与 t＝b 之间的变化总

量．给出区间［a，b］的一个分法：
a ＝ t０ ＜ t１ ＜ … ＜ tn－１ ＜ tn ＝ b．

在每个小区间［ti－１，ti］上，任取一点τi，用 F′（τi）近似 F （t）在［ti－１，ti］上的变化率，则
F （t）在小区间上的变化总量为

ΔF i≈ F′（τi）Δti，
于是 F （t）在从 t＝a 到 t＝b 这段时间内的变化总量

ΔF ＝∑n

i＝１
ΔF i≈∑n

i＝１
F′（τi）Δti．

而 F （t）在t＝a 到t＝b 之间的变化总量可以写成F （b）－F （a），因此，当λ＝ｍａｘ１≤ i≤ n
Δti→０

时，有
F （b） － F （a） ＝∫b

a
F′（t）ｄt． （４．２．１）

由于公式（４．２．１）将导数与定积分联系在一起，因而这个结果成为微积分学中 重要

的结果之一，它被称为微积分基本定理．下面给出该定理正式的叙述和严格的证明．
定理 ４．２．１（微积分基本定理）　设函数 f（x）∈C ［a，b］，又设 F （x）∈C ［a，b］，并

且在（a，b）内有f（x）＝F′（x），则有

∫b

a
f（x）ｄx ＝ F （b） － F （a） ＝ F （x）│b

a
． （４．２．２）

换句话说：函数 F （x）的变化率在［a，b］上的定积分等于该函数在［a，b］上的变化总

量．
证　任取［a，b］的一个分法 P ：

a ＝ x ０ ＜ x １ ＜ … ＜ x n－１ ＜ x n ＝ b，
则利用拉格朗日中值定理得

F （x i） － F （x i－１） ＝ F′（ξi）（x i－ x i－１） ＝ f（ξi）Δx i．
由于 f（x）在［a，b］上连续，从而可积，
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∫b

a
f（x）ｄx ＝ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i＝ ｌｉｍλ→０∑

n

i＝１
［F （x i） － F （x i－１）］

＝ｌｉｍλ→０ ［F （x n） － F （x ０）］ ＝ F （b） － F （a）．
公式（４．２．２）得证． □

公式（４．２．２）又称为牛顿唱莱布尼兹（Ｎｅｗ ｔｏｎ唱Ｌｅｉｂｎｉｚ）公式．这个公式揭示了积

分与导数之间的简单而重要的联系，通过这个联系，定积分的计算问题将获得圆满的

解决．因此，可以这样说，微积分基本定理是整个高等数学中 重要的一个定理．
例 ４．２．１　求∫３１２xｄx．
解　设 F （x）＝x

２，则 F′（x）＝２x，由牛顿唱莱布尼兹公式（４．２．１），有
∫３１２xｄx ＝ F （３） － F （１） ＝ ３２ － １２ ＝ ８． □

　　例 ４．２．２　求∫２１ ｄxx
２ ．

解　因为 － １
x

′＝ １
x
２ ，所以

∫２１ ｄxx
２ ＝－ １

x

２

１
＝－ １２ ＋ １ ＝ １２ ． □

　　例 ４．２．３　求∫b

a
ｅxｄx．

解　因（ｅx）′＝ｅx，故
∫b

a
ｅxｄx ＝ ｅx

b

a

＝ ｅb － ｅa． □

　　例 ４．２．４　求∫π
２
０ ｃｏｓxｄx．

解　因（ｓｉｎx）′＝ｃｏｓx，故
∫π

２
０ ｃｏｓxｄx ＝ ｓｉｎx

π／２

０
＝ ｓｉｎ π２ － ０ ＝ １． □

　　４．２．２　变限的定积分与原函数的存在性

我们首先给出原函数的定义．
定义 ４．２．１（原函数）　设函数 f （x）定义于区间 I 上，若存在函数 F （x ），使得

橙x∈I，都有

F′（x） ＝ f（x）或 ｄF （x） ＝ f（x）ｄx，
则称 F （x）在区间 I 上是 f（x）的原函数．

由微积分基本定理（牛顿唱莱布尼兹公式）知，若 f （x）∈C ［a，b］，F （x）在［a，b］上
是 f（x）的原函数，则橙x∈［a，b］，有
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∫x

a
f（t）ｄt＝ F （x） － F （a）． （４．２．３）

下面将证明，只要 f（x）∈C ［a，b］，则变上限的定积分

F （x） ＝∫x

a
f（t）ｄt （４．２．４）

是可导的，且 F′（x）＝f（x），从而证明连续函数存在原函数．
定理 ４．２．２　设函数 f（x）在［a，b］上可积，则橙x∈［a，b］，

F （x） ＝∫x

a
f（t）ｄt

是 x 的连续函数．
证　由本章 ４．１．３定理 ４．１．３知，可积函数 f（x）在［a，b］有界，故可设

│f（x）│≤ M 　（橙x ∈ ［a，b］）．
　　橙x ０∈［a，b］，应用定积分的性质，有

│F （x） － F （x ０）│＝ ∫x

a
f（t）ｄt－∫x ０

a
f（t）ｄt ＝ ∫x

x ０
f（t）ｄt ≤ M │x － x ０│．

由此推得 ｌｉｍ
x→ x ０

F （x） ＝ F （x ０），
所以 F （x）在 x ０ 点连续． □

定理 ４．２．３　设 f（x）∈C ［a，b］，则函数 F （x）＝∫x

a
f（t）ｄt在［a，b］可导，且

F′（x） ＝ ｄｄx∫x

a
f（t）ｄt＝ f（x）　（橙x ∈ ［a，b］）． （４．２．５）

　　证　由 F （x）的定义知

F （x ＋ Δx） ＝∫x＋Δx

a
f（t）ｄt，

于是函数的增量为

ΔF ＝ F （x ＋ Δx） － F （x） ＝∫x＋Δx

a
f（t）ｄt－∫x

a
f（t）ｄt＝∫x＋Δx

x
f（t）ｄt．

应用积分中值定理，得
ΔF ＝ f（ξ）Δx　（ξ介于 x 与 x ＋ Δx 之间）．

上式两端除以Δx，得
ΔFΔx
＝ f（ξ）．

　　依假设，f（x）∈C ［a，b］，而Δx→０时，ξ→x，因此 ｌｉｍΔx→０f（ξ）＝f（x）．由此推得

ｌｉｍΔx→０
ΔFΔx
＝ ｌｉｍΔx→０f（ξ） ＝ f（x）．

这表明 F （x）的导数存在，且　　　　　 F′（x） ＝ f（x）． □
　　由原函数的定义，我们可由定理 ４．２．３直接得到下面的原函数存在定理．
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定理４．２．４　设f（x）∈C ［a，b］，则函数F （x）＝∫x

a
f（t）ｄt是f（x）在［a，b］上的一个

原函数．
在解决了连续函数的原函数的存在性之后，如果能进一步解决原函数的求法，我

们就可以获得计算定积分的一条方便途径．这个问题将在下节展开讨论．
我们也可以讨论变下限的定积分

G （x） ＝∫b

x
f（t）ｄt

以及积分限是函数的情形

Φ（x） ＝∫φ（x ）

０ f（t）ｄt　（设 φ′（x）存在）．
　　例 ４．２．５　求

ｄｄx∫x ２

０ ｅ－ t
２ｄt ．

解　令φ（u）＝∫u

０ｅ－ t
２ｄt，u＝x

２．利用复合函数求导的链式法则，有
ｄｄx∫x

２

０ ｅ－ t
２ｄt ＝ ｄφ（u）ｄu u＝ x

２ · ｄuｄx ＝ ｅ－ u
２

u＝ x
２ · ２x ＝ ２xｅ－ x

４． □
　　一般，若φ（x）是可微函数，f 连续，则用例 ４．２．５的方法容易证

ｄｄx∫φ（x ）

０ f（t）ｄt ＝ f［φ（x）］φ′（x）． （４．２．６）

　　例 ４．２．６　求极限ｌｉｍ
x→０
∫x

０ｃｏｓt２ｄt
x

．
解　由于被积函数 ｃｏｓt２ 连续，所以变上限积分∫x

０ｃｏｓt２ｄt是 x 的连续且可导的函

数．于是这个极限是
００型的不定式．由洛必达法则，有

ｌｉｍ
x→０
∫x

０ｃｏｓt２ｄt
x

＝ ｌｉｍ
x→０
ｃｏｓx ２１ ＝ ｃｏｓ０ ＝ １． □

习　题　４．２
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 微积分基本定理的内容是什么？
（２） 函数F （t）的变化率F′（t）与该函数在某个区间a≤t≤b 上的变化总量是什么关系？
（３） f（x）满足什么条件时，∫x

a
f（t）ｄt是x 的连续函数？

（４） f（x）满足什么条件时，∫x

a
f（t）ｄt是f（x）的原函数？
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２．设F （t）＝tｌｎt－t，那么f（t）＝F′（t）＝ｌｎt，试求∫１２１０ｌｎtｄt．
３．一杯温度为９０℃的茶水放在室温为２０℃的房间里，开始时刻为t＝０．设茶水温度的变化率为

r（t） ＝－ ７ｅ－０．１t（℃／ｓ）．
试估计在t＝１０ ｓ 时，茶水的温度是多少（计算到小数点后一位数）．

４．全世界的石油消费量是连续地增长的．假设增长的变化率由函数r＝f（t）表示（以每年多少个十

亿桶计），其中t以年计，t＝０表示１９９０年初．
（１） 写出从１９９０年初到１９９５年初所消耗的石油总量；
（２） 设r＝３２ｅ０．０５t．求出从１９９０年初到１９９５年初石油的消耗总量．

５．求导数：
（１） ｄｄx∫x

２

０ １＋t
２ｄt ；　　　　（２） ｄｄx∫x＋b

x＋a
（t＋１）２ｄt ．

６．求 ｄｄx∫b

a
ｓｉｎx ２ｄx；　 ｄｄa∫b

a
ｓｉｎx ２ｄx；　 ｄｄb∫b

a
ｓｉｎx ２ｄx．

７．求极限：

（１） ｌｉｍ
x→＋∞
∫x

０（ａｒｃｔａｎt）２ｄt
x
２＋１ ；　　　　（２） ｌｉｍ

x→＋∞
∫x

１ t＋ １
t
ｄt

x x
．

（Ｂ）
１．已知 ｌｉｍ

x→０
１

bx－ｓｉｎx∫x

０
t
２

a＋t
ｄt＝１，求a、b．

２．证明：当x→＋∞时，∫x

０ｅt２ｄt～ １２x ｅx２．
３．设f（x）连续，F （x）＝∫ｌｎx１／xf（t）ｄt，求F′（x）．

４．设f（x）∈C ［０，＋∞），并且x∈［０，＋∞）时，f（x）＞０．证明函数F （x）＝∫x

０tf（t）ｄt∫x

０f（t）ｄt
在（０，＋∞）内为

单调增加的函数．
答案与提示

（Ａ）
２．１２ｌｎ１２－１０ｌｎ１０－２．
３．４５．８℃．
４．（１）∫５０f（t）ｄt；　（２）６４０（ｅ１／４ － １）．
５．（１）２x １＋x

４；　（２）（x＋b＋１）２－（x＋a＋１）２．
６．０，－ｓｉｎa２，ｓｉｎb２．
７．（１）π２４ ；　（２） ２３ ．
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（Ｂ）
１．a＝４，b＝１．
３．F′（x）＝ １

x
f（ｌｎx）＋ １

x
２ f

１
x
．

４．证明F′（x）≥０（x∈（０，＋∞））．

４．３　不 定 积 分

用定积分的定义来求积分值是非常困难的，甚至是不可能的．牛顿唱莱布尼兹公

式的建立给定积分计算开辟了新的途径，它把定积分计算转化为求被积函数的原函

数．为此先讨论不定积分及其计算方法．
　　４．３．１　不定积分的概念与性质

我们知道，如果 F （x）在［a，b］上是 f（x）的原函数，则在区间［a，b］上有

F′（x） ＝ f（x）．
现设 f（x）是已知函数，要求 f（x）的原函数．例如：

ｄｄx １３ x
３ ＝x

２痴f（x）＝x
２ 的原函数是 F （x）＝ １３ x

３．
ｄｄx （ｓｉｎx）＝ｃｏｓx痴f（x）＝ｃｏｓx 的原函数是 F （x）＝ｓｉｎx．
ｄｄx （x ｌｎx－x）＝ｌｎx痴f（x）＝ｌｎx 的原函数是 F （x）＝x ｌｎx－x．

这里我们用“视察法”得到了这些原函数；也就是说，依靠求导数的反推而获得了反问

题的解答：“微分什么函数之后可以得到……”我们很容易列出一张表，上面有函数及

其导数，然后就可以求出已知函数的原函数，而这只要 f （x）在这张导数表之中．那
么，如果f（x）不在这张表中，又该怎么办呢？ 我们将在下节开始详细讨论这个问题．
目前先引出不定积分的概念．

由于常数的导数为零，所以如果 f （x）有一个原函数 F （x），那么它就有一族原函

数 F （x）＋C ，C 是任意常数．于是我们可以得到下面的结论．
定理４．３．１　设F （x）是f（x）的一个原函数，则f（x）的全部原函数就是F （x）＋C ，

C 为任意常数．
证　首先，因为

（F （x） ＋ C ）′＝ F′（x） ＝ f（x），
所以，对任何常数 C ，F （x）＋C 为 f（x）的原函数．再证它是全部原函数，即 f （x）的任

一原函数总可表示成 F （x ）＋C 的形式．设G （x）为 f （x）的另一原函数，即G′（x）＝
f（x），则
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（G （x） － F （x））′＝ f（x） － f（x） ＝ ０．
因此有 G （x）－F （x）＝C （C 为某一常数），或

G （x） ＝ F （x） ＋ C ，
这表明 f （x）的任一原函数总可由 f （x）加某一常数得到，所以把 C 看作任意常数，
F （x）＋C 就是 f（x）的全部原函数．证毕． □

定 义 ４．３．１（不定积分）　f （x ）的全部原函数，称为 f （x ）的不定积分，记作

∫f（x）ｄx，其中 x 称为积分变量，f（x）称为被积函数，f（x）ｄx 称为被积表达式．
若 F （x）是 f（x）的一个原函数，则定理 ４．３．１的结论可表示为

∫f（x）ｄx ＝ F （x） ＋ C．
其中任意常数 C 称为积分常数．由此可见，求函数的不定积分，只要求出一个原函数

就可以了．例如

∫x
２ｄx ＝ １３ x

３ ＋ C ，　∫ｃｏｓxｄx ＝ ｓｉｎx ＋ C ，　∫ｌｎxｄx ＝ x ｌｎx － x ＋ C．
　　从几何的观点来看，求原函数的问题就是：给定曲线在每一点的切线斜率 f（x），求
该曲线．如果曲线 y＝F （x）满足要求，那么将曲线 y＝F （x）向上或向下平移一距离 C

后，显然横坐标相同的点，两曲线的斜率相同，即曲线 y＝F （x ）＋C 也符合要求（见图

４．９）．可见每点具有给定斜率的曲线不止一条，而有无穷多条．当常数C 变动时，我们就

得一族曲线．但是，在具体实际问题中，C 并不是任意的，而是由具体条件确定的．

图４．９ 图４．１０
例 ４．３．１　求经过点（１，３），且切线斜率为 ２x 的曲线方程．
解　由于（x ２）′＝２x，故∫２xｄx＝x

２＋C．y＝x
２＋C 便是斜率为 ２x 的曲线族．将 x

＝ １，y＝３ 代入曲线族方程，得 C＝２，因此 y＝x
２＋２ 便是所求的曲线方程（见图

４．１０）． □
由不定积分的定义知，求导数与求不定积分是两种互逆的运算，前者是由原函数求

导函数，而后者是由导函数求原函数．不定积分的下述性质进一步揭示了这种互逆特性．
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定理 ４．３．２　（１） ｄｄx∫f（x）ｄx＝f（x）；　　（２）∫f′（x）ｄx＝f（x）＋C．
定理 ４．３．３　设 f（x）与 g（x）的原函数存在，k 为常数，则有

∫［f（x）± g（x）］ｄx ＝∫f（x）ｄx ±∫g（x）ｄx；∫kf（x）ｄx ＝ k∫f（x）ｄx．
　　定理 ４．３．３表明，不定积分也是一种线性运算．定理 ４．３．２和定理 ４．３．３的证明

请读者自行给出．
　　４．３．２　基本积分表

下面我们给出一个基本积分表，它是根据基本导数公式得到的．
ｄxα＝αxα－１ｄx；　　　　　　　　∫x

αｄx＝ １α＋１xα＋１＋C （α≠－１）；
ｄｌｎ│x│＝ １

x
ｄx； ∫ｄxx ＝ｌｎ│x│＋C ；

ｄax＝a
x ｌｎaｄx； ∫a

xｄx＝ a
x

ｌｎa
＋C ；

ｄｅx＝ｅxｄx； ∫ｅxｄx＝ｅx＋C ；
ｄｓｉｎx＝ｃｏｓxｄx； ∫ｃｏｓxｄx＝ｓｉｎx＋C ；
ｄｃｏｓx＝－ｓｉｎxｄx； ∫ｓｉｎxｄx＝－ｃｏｓx＋C ；
ｄｔａｎx＝ １

ｃｏｓ２xｄx； ∫ｄxｃｏｓ２x＝ｔａｎx＋C ；
ｄｃｏｔx＝－ １

ｓｉｎ ２xｄx； ∫ｄxｓｉｎ２x＝－ｃｏｔx＋C ；
ｄｓｅｃx＝ｓｅｃx ｔａｎxｄx； ∫ｓｅｃx ｔａｎxｄx＝ｓｅｃx＋C ；
ｄｃｓｃx＝－ｃｓｃxｃｏｔxｄx； ∫ｃｓｃxｃｏｔxｄx＝－ｃｓｃx＋C ；
ｄａｒｃｔａｎx＝ １

１＋x
２ｄx； ∫ｄx

１＋x
２＝ａｒｃｔａｎx＋C ；

ｄａｒｃｓｉｎx＝ １
１－x

２ ｄx； ∫ ｄx
１－x

２＝ａｒｃｓｉｎx＋C ；
ｄｓｉｎｈx＝ｃｏｓｈxｄx； ∫ｃｏｓｈxｄx＝ｓｉｎｈx＋C ；
ｄｃｏｓｈx＝ｓｉｎｈxｄx； ∫ｓｉｎｈxｄx＝ｃｏｓｈx＋C．
以上基本积分公式，是求不定积分的基础，必须熟记．
例 ４．３．２　求∫x

２
x ｄx．
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解　∫x
２

x ｄx＝∫x
５／２ｄx＝ x

５
２ ＋ １

５２ ＋１
＋C＝ ２７ x

７／２＋C． □

　　例 ４．３．３　求积分∫（x－１）２
x
ｄx．

解　利用不定积分运算的线性性质（定理 ４．３．３），我们可分项积分．
∫（x － １）２

x
ｄx ＝∫x

２ － ２x ＋ １
x

ｄx ＝∫x
３
２ ｄx － ２∫x

１
２ ｄx ＋∫x

－ １２ ｄx

＝ ２５ x
５
２ － ４３ x

３
２ ＋ ２x １

２ ＋ C． □
　　例 ４．３．４　求积分∫ｔａｎ ２xｄx．

解　∫ｔａｎ ２xｄx＝∫ｓｉｎ２xｃｏｓ２xｄx＝∫１－ｃｏｓ２xｃｏｓ２x ｄx＝∫ｄxｃｏｓ２x－∫１· ｄx＝ｔａｎx－x＋C． □
例 ４．３．５　求积分∫ ｄx

ｓｉｎ ２xｃｏｓ２x．
解　∫ ｄx

ｓｉｎ２xｃｏｓ２x＝∫ｓｉｎ２x＋ｃｏｓ２xｓｉｎ２xｃｏｓ ２x ｄx＝∫ｄxｃｏｓ２x＋∫ｄxｓｉｎ２x＝ｔａｎx－ｃｏｔx＋C． □

习　题　４．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） “不定积分”与“原函数”这两个概念有什么区别？ 有什么联系？
（２） 若F （x）与G （x）都是f（x）在区间I 上的原函数，试问它们之间有什么关系？
（３） 下列等式是否正确？ 为什么？
（Ａ） ｄ∫f（x）ｄx＝f（x）；　（Ｂ） ｄ∫f（x）ｄx＝f（x）ｄx；
（Ｃ）∫ｄf（x）＝f（x）； （Ｄ） ｄ∫ｄf（x）＝ｄf（x）．

（４） 不定积分的几何意义是什么？
２．求出下列函数的原函数：
（１） f（x）＝５；　　　　　　（２） f（x）＝５x；　　　　　　　（３） f（x）＝x

３；
（４） g（t）＝t

２＋t； （５） h（t）＝ｃｏｓ２t； （６） g（z）＝ z （z＞０）；
（７） h（z）＝ ３

z
（z＞０）； （８） r（t）＝ １

t
２ ； （９） g（z）＝ １

z
３ ；

（１０） f（x）＝ｅx； （１１） g（t）＝ｓｉｎ t２ ； （１２） f（t）＝２t２＋３t２；
（１３） p（t）＝t

３－ t
２
２ －t； （１４） g（y）＝y

４＋ １
y
（y＞０）； （１５） f（x）＝５x－ x （x＞０）；

（１６） f（t）＝t
２＋１

t
； （１７） p（θ）＝２ｓｉｎ２θ； （１８） r（t）＝ｅt＋５ｅ５t；
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（１９） g（t）＝（t＋１）２； （２０） f（x）＝ｅ５x； （２１） f（x）＝xｅx
２；

（２２） p（t）＝ｃｏｓt＋ １ｃｏｓ２t； （２３） f（x）＝xｃｏｓx ２； （２４） r（t）＝３t２ｃｏｓ（t３＋７）；
（２５） g（θ）＝ｓｉｎθ＋ １１＋θ２； （２６） f（y）＝ｅ２＋２y；
（２７） f（x）＝６ x － １

x
２ ＋１０x （x＞０）；　　（２８） f（x）＝ １

１－x
２＋ １１＋x

２．
３．在下列各题中，求函数F （x），使得F′（x）＝f（x）且F （０）＝２．
（１） f（x）＝３； （２） f（x）＝ｅx； （３） f（x）＝x

２；
（４） f（x）＝ｃｏｓx； （５） f（x）＝ｓｉｎx； （６） f（x）＝（x－１）２．

（Ｂ）
１．求下列不定积分：
（１）∫ｅx－ ２

３
x
ｄx； （２）∫１＋x＋x

２
x（１＋x

２）ｄx； （３）∫x
４

１＋x
２ｄx；

（４）∫ x x ｄx； （５）∫ ｄx
x
２

x
； （６）∫２x ２

x
ｄx；

（７）∫（x ２－１）２ｄx； （８）∫x＋１
x
ｄx； （９）∫ｅ３x＋１ｅx＋１ ｄx；

（１０）∫（２x＋３x）ｄx； （１１）∫３x ２１＋x
２ｄx； （１２）∫ ｄx

x
４（１＋x

２）．
２．求下列不定积分：
（１）∫ｃｏｓ（t＋１）ｄt； （２）∫（２ｓｉｎθ－３ｃｏｓθ）ｄθ； （３）∫ ｃｏｓ２xｓｉｎ２xｃｏｓ２xｄx；
（４）∫ ｄt

ｓｉｎ２ t２ ｃｏｓ２ t２
； （５）∫ １－ｓｉｎ２θｄθ； （６）∫３＋ｓｉｎ２xｃｏｓ２x ｄx；

（７）∫ｃｏｓ２ t２ ｄt； （８）∫ ｄx１＋ｃｏｓ２x； （９）∫ｓｅｃx（ｓｅｃx－ｔａｎx）ｄx；
（１０）∫ ｃｏｓ２xｃｏｓx－ｓｉｎxｄx； （１１）∫３xｅxｄx； （１２）∫２· ３x－５· ２x

３x ｄx．
３．池塘里的水以速率ｄyｄt＝k t 结冰，其中y 表示在时刻t冰的厚度，以每小时多少米度量，k 是

常数．试求函数y（t）．
４．波音 ７２７喷气式飞机必须有时速 ３２０ ｋｍ 才能起飞．如果它在 ３０ ｓ 内速度可以从 ０增加到 ３２０
ｋｍ／ｈ，试问跑道要有多长？ （假设加速度是常数．）

答案与提示

（Ａ）
２．（１） ５x＋C ；　（２） ５２ x

２＋C ；　（３） １４ x
４＋C ；　（４） １３ t

３＋ １２ t
２＋C ；　（５） １２ ｓｉｎ２t＋C ；

（６） ２３ z
３／２＋C ；　（７） ３ｌｎz＋C ；　（８） － １

t
＋C ；　（９） － １２z２＋C ；　（１０） ｅx＋C ；

（１１） －２ｃｏｓ t２ ＋C ；　（１２） ２３ t
３＋ ３４ t

４＋C ；　（１３） １４ t
４－ １６ t

３－ １２ t
２＋C ；
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（１４） １５ y
５＋ｌｎy＋C ；　（１５） ５２ x

２－ ２３ x x ＋C ；　（１６） １２ t
２＋ｌｎ│t│＋C ；

（１７） －ｃｏｓ２θ＋C ；　（１８） ｅt＋ｅ５t＋C ；　（１９） １３ （t＋１）３＋C ；　（２０） １５ ｅ５x＋C ；　（２１） １２ ｅx２＋C ；
（２２） ｓｉｎt＋ｔａｎt＋C ；　（２３） １２ ｓｉｎx ２＋C ；　（２４） ｓｉｎ（t３＋７）＋C ；　（２５） －ｃｏｓθ＋ａｒｃｔａｎθ＋C ；
（２６） ２y

ｌｎ２＋ｅ２y＋C ；　（２７） ４x x ＋ １
x
＋１０ｌｎx＋C ；　（２８） ａｒｃｓｉｎx＋ａｒｃｔａｎx＋C．

３．（１） ３x＋２；　（２） １＋ｅx；　（３） １３ x
３＋２；　（４） ｓｉｎx＋２；　（５） ３－ｃｏｓx；

（６） １３ （x－１）３＋ ７３ ．
（Ｂ）

１．（１） ｅx－３x ２／３＋C ；　（２） ａｒｃｔａｎx＋ｌｎ│x│＋C ；　（３） １３ x
３－x＋ａｒｃｔａｎx＋C ；

（４） ４７ x
７／４＋C ；　（５） － ２３ x

－３／２＋C ；　（６） ４５ x
５／２＋C ；　（７） １５ x

５－ ２３ x
３＋x＋C ；

（８） ２ x ＋ ２３ x x ＋C ；　（９） x－ｅx＋ １２ ｅ２x＋C ；　（１０） ２x

ｌｎ２＋ ３
x

ｌｎ３＋C ；
（１１） ３（x－ａｒｃｔａｎx）＋C ；　（１２） １

x
－ １３x ３＋ａｒｃｔａｎx＋C．

２．（１） ｓｉｎ（t＋１）＋C ；　（２） －２ｃｏｓθ－３ｓｉｎθ＋C ；　（３） －ｔａｎx－ｃｏｔx＋C ；
（４） ２ｔａｎ t２ －２ｃｏｔ t２ ＋C ；　（５） （ｃｏｓθ＋ｓｉｎθ）· ｓｇｎ（ｃｏｓθ－ｓｉｎθ）＋C ；　（６） ４ｔａｎx－x＋C ；
（７） １２ t＋ １２ ｓｉｎt＋C ；　（８） １２ ｔａｎx＋C ；　（９） ｔａｎx－ １ｃｏｓx＋C ；　（１０） ｓｉｎx－ｃｏｓx＋C ；
（１１） ３xｅx

１＋ｌｎ３＋C ；　（１２） ２x－ ５· ２x

３x（ｌｎ２－ｌｎ３）＋C．
３．y（t）＝２k３ t

３／２＋C．
４．约１ ３４１ ｍ．

４．４　换元积分法

我们在第 ３章中学习了复合函数的求导法则——链式法则：
ｄｄx （f［g（x）］） ＝ f′［g（x）］ · g′（x）． （４．４．１）

那么，对于求原函数是否也有类似的规则呢？ 本节将引进两种求原函数的方法：第一

换元法（又称凑微分法）和第二换元法，这些方法都是由链式法则出发而引进的．
　　４．４．１　第一换元法

由一阶微分形式的不变性（第 ３章 ３．３．２）知，当 u 是自变量时，若有

ｄF （u） ＝ f（u）ｄu，
则当 u＝g（x）时，也有
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ｄ［F （u）］ ＝ ｄ［F （g（x））］ ＝ f［g（x）］ｄg（x） ＝ f（u）ｄu．
将这个性质转换成积分法则，即为第一换元法．

定理 ４．４．１（第一换元法）　若 u 是自变量时，有
∫f（u）ｄu ＝ F （u） ＋ C ，

则 u 是 x 的可微函数 u＝g（x）时，也有

∫f［g（x）］ｄg（x） ＝ F ［g（x）］ ＋ C ，
其中记号∫f［g（x）］ｄg（x）约定是∫f［g（x）］g′（x）ｄx 的一种记法．

证　由条件得　　　 ｄF （u） ＝ f（u）ｄu，
根据一阶微分形式的不变性得

ｄF ［g（x）］ ＝ f［g（x）］ｄg（x） ＝ f［g（x）］ · g′（x）ｄx，
再根据积分是求导的逆运算即知定理成立． □

在具体计算时，首先要将被积表达式凑成如下的形式：
f［g（x）］ · g′（x）ｄx ＝ f［g（x）］ｄg（x），

然后作变量代换（即“换元”）
u ＝ g（x），

于是所要计算的积分

∫f［g（x）］ · g′（x）ｄx （４．４．２）
就转化成 ∫f（u）ｄu． （４．４．３）
当然，（４．４．３）式的积分要比较好算，比方说是积分表上可以查到的形式，作这样的换

元才有价值．
例 ４．４．１　求∫３x ２ｃｏｓx ３ｄx．
解　∫３x ２ｃｏｓx ３ｄx＝∫ｃｏｓx ３ｄ（x ３） （u＝x ３）∫ｃｏｓuｄu＝ｓｉｎu＋C＝ｓｉｎx

３＋C．
当我们运算较熟练时，中间的换元步骤可以省略，而直接写成：

∫３x ２ｃｏｓx ３ｄx ＝∫ｃｏｓ（x ３）ｄ（x ３） ＝ ｓｉｎx
３ ＋ C． □

　　例 ４．４．２　求∫tｅ（t
２＋ １）ｄt．

解　∫tｅ（t
２＋ １）ｄt＝ １２∫ｅ（t

２＋ １）ｄ（t２＋１）＝ １２ ｅ（t
２＋ １）＋C． □

例 ４．４．３　求∫x
３

x
４＋５ｄx．

解　∫x
３

x
４＋５ｄx ＝ １４∫（x ４＋５） １２ ｄ（x ４＋５）＝ １４ · １１／２＋１（x ４＋５）

１
２ ＋１＋C
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＝ １６ （x ４＋５）３／２＋C． □
例 ４．４．４　求∫ x

x
２＋１ｄx．

解　∫ x

x
２＋１ｄx＝

１２∫ｄ（x ２＋１）x
２＋１ ＝

１２ ｌｎ（x ２＋１）＋C． □
例 ４．４．５　求∫ｄx

a
２＋x

２ （a≠０）．

解　∫ｄx
a
２＋x

２＝∫ ｄx
a
２ １＋ x

a

２ ＝ １
a∫ｄ x

a

１＋ x
a

２＝ １
a
ａｒｃｔａｎ x

a
＋C． □

例 ４．４．６　求∫ｄx
a
２－x

２ （a≠０）．
解　∫ｄx

a
２－x

２＝∫ ｄx（a－x）（a＋x）＝ １２a∫ １
a＋x

＋ １
a－x

ｄx
＝ １２a∫ｄ（a＋x）

a＋x
－ １２a∫ｄ（a－x）

a－x
＝ １２aｌｎ│a＋x│－ １２aｌｎ│a－x│＋C

＝ １２aｌｎ a＋x
a－x

＋C． □
例 ４．４．７　求∫ ｄx

a
２－x

２ （a＞０）．

解　∫ ｄx
a
２－x

２＝∫ ｄ x
a

１－ x
a

２
＝ａｒｃｓｉｎ x

a
＋C． □

例 ４．４．８　求∫ｄxｃｏｓx．
解法一　∫ｄxｃｏｓx＝∫ｃｏｓxｃｏｓ ２xｄx＝∫ｄ（ｓｉｎx）１－ｓｉｎ ２x

（参见例 ４．４．６） １２ ｌｎ １＋ｓｉｎx１－ｓｉｎx
＋C

＝ １２ ｌｎ １＋ｓｉｎxｃｏｓx
２＋C＝ｌｎ│ｓｅｃx＋ｔａｎx│＋C．

解法二　∫ｄxｃｏｓx＝∫ ｄx
ｃｏｓ ２ x２ －ｓｉｎ ２ x２

＝２∫ ｄ x２
ｃｏｓ ２ x２ １－ｔａｎ２ x２

＝２∫ｄ ｔａｎ x２
１－ｔａｎ ２ x２

＝ｌｎ
１＋ｔａｎ x２
１－ｔａｎ x２

＋C＝ｌｎ ｔａｎ x２ ＋ π４ ＋C． □

例 ４．４．８中，两种解法得到了两种形式不同的答案，请读者给出解释．
例 ４．４．９　求∫ ｄx

x（１＋２ｌｎx）．
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解　∫ ｄx
x（１＋２ｌｎx）＝∫ｄ（ｌｎx）１＋２ｌｎx＝ １２∫ｄ（１＋２ｌｎx）１＋２ｌｎx ＝ １２ ｌｎ（１＋２ｌｎx）＋C． □

例 ４．４．１０　求∫ｃｏｓ３xｃｏｓ２xｄx．
解　由三角函数的积化和差公式，有

ｃｏｓ３xｃｏｓ２x ＝ １２ （ｃｏｓx ＋ ｃｏｓ５x），
故∫ｃｏｓ３xｃｏｓ２xｄx ＝ １２∫（ｃｏｓx ＋ ｃｏｓ５x）ｄx ＝ １２ ∫ｃｏｓxｄx ＋ １５∫ｃｏｓ５xｄ（５x）

＝ １２ ｓｉｎx ＋ １１０ｓｉｎ５x ＋ C． □

　　４．４．２　第二换元法

在公式 ∫f［g（x）］g′（x）ｄx （g （x ） ＝ u）∫f（u）ｄu
中，若利用右端积分来求左端积分，即为第一换元法；若利用左端积分来求右端积分，
即为第二换元法．令 x 为所要求的积分的积分变量，t则表示变换后的积分变量．

定理 ４．４．２（第二换元法）　设变换函数 x＝x（t）在开区间上的导数保持定号，若
∫f［x（t）］x′（t）ｄt＝ G （t） ＋ C ， （４．４．４）

则 ∫f（x）ｄx ＝ G ［t（x）］ ＋ C ， （４．４．５）
其中 t＝t（x）为 x＝x（t）的反函数．

定理也常写成变换形式：
∫f（x）ｄx （x ＝ x （t））∫f［x（t）］x′（t）ｄt＝ G （t） ＋ C

（t＝ t（x ））
G ［t（x）］ ＋ C．

　　证　由（４．４．４）式知

G′（t） ＝ f［x（t）］x′（t）．
又x′（t）保持定号，故x（t）连续且严格单调（第３章３．３．１），从而反函数t＝t（x）存在，并
且也连续、严格单调，其导数为

t′（x） ＝ １
x′［t（x）］　 或 　t′（x） · x′［t（x）］ ＝ １．

由此推得

ｄｄx G ［t（x）］ ＝ G′［t（x）］ · t′（x） ＝ f（x） · x′［t（x）］ · t′（x） ＝ f（x），
这表明 G ［t（x）］是 f（x）的原函数，故（４．４．５）式成立．证毕． □

第二换元法主要用来求无理函数的积分，即设法作变换消去根号，变成较容易计
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算的积分．
例 ４．４．１１　求∫ ｄx

x ＋ ３
x
．

解　令 x＝t
６，则

∫ ｄx
x ＋ ３

x
＝∫ ６t５

t
３ ＋ t

２ｄt＝ ６∫t
３ｄt１ ＋ t
＝ ６∫t

３ ＋ １ － １１ ＋ t
ｄt

＝ ６∫t
２ － t＋ １ － １１ ＋ t

ｄt＝ ２t３ － ３t２ ＋ ６t－ ６ｌｎ│１ ＋ t│＋ C

＝ ２ x － ３ ３
x ＋ ６ ６

x － ６ｌｎ│１ ＋ ６
x │＋ C． □

　　例 ４．４．１２　求∫ a
２－x

２ｄx （a＞０）．
解　令 x＝aｓｉｎt，│t│＜π２ ，则
∫ a

２ － x
２ｄx＝∫a

２ｃｏｓ ２tｄt＝ a
２

２∫（１ ＋ ｃｏｓ２t）ｄt＝ a
２

２ t＋ a
２

４ ｓｉｎ２t＋ C

＝ a
２

２ t＋ a
２

２ ｓｉｎtｃｏｓt＋ C ＝ a
２

２ ａｒｃｓｉｎ x
a
＋ １２ x a

２ － x
２ ＋ C．

　　其中利用了图 ４．１１将新变量 t返回到原变量 x：
ｓｉｎt＝ x

a
，　ｃｏｓt＝ a

２ － x
２

a
． □

　　例 ４．４．１３　求∫ ｄx
x
２－a

２ （a＞０，│x│＞a）．
解　令 x＝aｓｅｃt ０＜t＜π２ ，则

　∫ ｄx
x
２ － a

２ ＝∫aｓｅｃt· ｔａｎt
aｔａｎt

ｄt＝∫ｄtｃｏｓt （参见例 ４．４．８） ｌｎ│ｓｅｃt＋ ｔａｎt│＋ C １

（参见图 ４．１２） ｌｎ x

a
＋ x

２ － a
２

a
＋ C １ ＝ ｌｎ│x ＋ x

２ － a
２│＋ C．

□

图４．１１ 图４．１２ 图４．１３
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例 ４．４．１４　求∫ ｄx
x
２＋a

２ （a＞０）．
解　令 x＝aｔａｎt，则
∫ ｄx

x
２ ＋ a

２＝∫ ｄt
ｓｅｃt· ｃｏｓ２t＝∫ｄtｃｏｓt＝ ｌｎ│ｓｅｃt＋ ｔａｎt│＋ C １

＝ ｌｎ a
２ ＋ x

２

a
＋ x

a
＋ C １

（参见图 ４．１３） ｌｎ│x ＋ x
２ ＋ a

２│＋ C．□

　　４．４．３　定积分的换元法

利用牛顿唱莱布尼兹公式计算定积分，只要求出被积函数的原函数即可．如果被

积函数比较复杂，可以采用换元法先求出不定积分，用原来的变量表示原函数，然后

按牛顿唱莱布尼兹公式将原变量的上下限代入即得．
例 ４．４．１５　求∫１／２０ ｄx

x＋ １－x
２．

解　令 x＝ｓｉｎt，则
　∫ ｄx

x＋ １－x
２＝∫ ｃｏｓtｓｉｎt＋ｃｏｓtｄt＝ １２∫１＋（ｓｉｎt＋ｃｏｓt）′ｓｉｎt＋ｃｏｓt ｄt
＝ １２ （t＋ｌｎ│ｓｉｎt＋ｃｏｓt│）＋C＝ １２ （ａｒｃｓｉｎx＋ｌｎ│x＋ １－x

２│）＋C．
故 ∫１／２０ ｄx

x ＋ １ － x
２＝ １２ （ａｒｃｓｉｎx ＋ ｌｎ│x ＋ １ － x

２ ）│１／２０

＝ π１２ ＋ １２ ｌｎ １ ＋ ３２ ． □
　　然而，在许多理论和实际问题中，如果直接采用定积分的换元法，则计算要简单

得多．
定理 ４．４．３　设 f （x）∈C ［a，b］，x＝φ（t）在闭区间［α，β］上有连续导数φ′（t）．当

α≤t≤β时，a≤φ（t）≤b，且φ（α）＝a，φ（β）＝b．则
∫b

a
f（x）ｄx ＝∫βαf［φ（t）］φ′（t）ｄt． （４．４．６）

　　证　由 f（x）连续知 f（x）在［a，b］上有原函数 G （x），因此由牛顿唱莱布尼兹公式，
有

∫b

a
f（x）ｄx ＝ G （b） － G （a）．

又由
ｄｄtG ［φ（t）］ ＝ G′［φ（t）］ ·φ′（t） ＝ f［φ（t）］ ·φ′（t）

知，G ［φ（t）］是 f［φ（t）］· φ′（t）在［α，β］上的原函数，所以

∫βαf［φ（t）］ ·φ′（t）ｄt＝ G ［φ（β）］ － G ［φ（α）］ ＝ G （b） － G （a），
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于是（４．４．６）式得证． □
例 ４．４．１６　求∫a

０ a
２－x

２ｄx （a＞０）．
解　像例 ４．４．１２那样作变换 x＝aｓｉｎt，则当 x＝０时 t＝０；当x＝a时 t＝π２ ．于是

∫a

０ a
２ － x

２ｄx ＝ a
２∫π／２０ ｃｏｓ２tｄt＝ a

２

２∫π／２０ （１ ＋ ｃｏｓ２t）ｄt
＝ a

２

２ t＋ １２ ｓｉｎ２t
π／２

０
＝ πa２４ ．

在这里我们看到，采用换元法计算定积分时，不必返回到原变量 x 即可求得结果．但
应注意把原积分变量的上下限换为新变量的上下限． □

例 ４．４．１７　求∫－ a

－２a

x
２－a

２

x
４ ｄx．

解　仿例 ４．４．１３，可令 x＝aｓｅｃt π２ ＜t≤π，则

∫－ a

－２a

x
２ － a

２

x
４ ｄx ＝－ １

a
２∫π２３ πｓｉｎ２tｃｏｓtｄt＝－ １

a
２∫π２３ πｓｉｎ２tｄ（ｓｉｎt）

＝－ １
a
２ · １３ ｓｉｎ ３t

π

２
３ π
＝ ３
８a２ ． □

　　例 ４．４．１８　利用换元法，我们给出简化定积分的计算中常用的两个结论：
（１） 设 f（x）是区间［－a，a］上可积的偶函数，则

∫a

－ a
f（x）ｄx ＝ ２∫a

０f（x）ｄx；
　　（２） 设 f（x）是区间［－a，a］上可积的奇函数，则

∫a

－ a
f（x）ｄx ＝ ０．

　　证　（１）∫a

－ a
f（x）ｄx ＝∫a

０f（x）ｄx＋∫０－ a
f（x）ｄx＝∫a

０f（x）ｄx－∫０af（－t）ｄt
＝∫a

０f（x）ｄx＋∫a

０f（t）ｄt＝２∫a

０f（x）ｄx．
（２）∫a

－ a
f（x）ｄx ＝∫a

０f（x）ｄx＋∫０－ a
f（x）ｄx＝∫a

０f（x）ｄx－∫０af（－t）ｄt
＝∫a

０f（x）ｄx＋∫０af（t）ｄt＝０． □
例 ４．４．１９　利用递推公式计算积分 In＝∫π／４０ ｔａｎ２n

xｄx （n 为正整数）．
解　In ＝∫π／４０ ｔａｎ２n－２

x· ｔａｎ２xｄx＝∫π／４０ ｔａｎ２n－２
x· （ｓｅｃ２x－１）ｄx

＝∫π／４０ ｔａｎ２n－２
xｄ（ｔａｎx）－∫π／４０ ｔａｎ ２n－２

xｄx＝ １２n－１－In－１，
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即 In＝ １２n－１－In－１．
由于 I０＝∫π／４０ ｄx＝π４ ，故推得

In ＝ １２n － １ － １２n － ３ － In－２ ＝ …
＝ １２n － １ － １２n － ３ ＋ １２n － ５ － … ＋ （－ １）n

I０

＝（－ １）n π４ － １ － １３ ＋ １５ － … ＋ （－ １）n－１

２n － １ ． □

习　题　４．４
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 两种换元法的差别是什么？
（２） 在积分∫３０x ３ １－x

２ｄx 中作代换x＝ｓｉｎt是否可以？
（３） 对积分∫１－１ｄx 作代换t＝x

２／３是否可以？
２．利用第一换元法计算下列积分：
（１）∫ｅｃｏｓθｓｉｎθｄθ；　　　　　（２）∫x（x ２－４）７／２ｄx；　　　　　　（３）∫ｓｉｎ（２－５x）ｄx；
（４）∫３ １－５xｄx； （５）∫ｄxｃｏｓ２２x； （６）∫ｄx２＋３x ２；
（７）∫ｄx２－３x ２； （８）∫ ｄx

２－３x ２ ； （９）∫（ｌｎt）２t
ｄt；

（１０）∫ ｄx
xｌｎxｌｎ（ｌｎx）．

３．计算下列定积分：
（１）∫３１ ｄxx ； （２）∫３－１（x ３＋５x）ｄx； （３）∫π０ｓｉｎθ（ｃｏｓθ＋５）７ｄθ；
（４）∫１－１ ｄy１＋y

２； （５）∫１０ x１＋５x ２ｄx； （６）∫π／１２０ ｓｉｎ３tｄt；
（７）∫２１ x

２＋１
x
ｄx； （８）∫４１x x

２＋４ｄx； （９）∫１０ ｄx
x
２＋２x＋１；

（１０）∫１／ ２
０

xｄx
１－x

４ ； （１１）∫０－２ ２x＋４x
２＋４x＋５ｄx； （１２）∫９１x ３ １－xｄx；

（１３）∫ｅ２１ ｄx
x １＋ｌｎx ； （１４）∫π２－ π２ ｃｏｓθ－ｃｏｓ３θｄθ； （１５）∫２１ｅx３

x
２ｄx；

（１６）∫３２ ｅ１／xx
２ ｄx； （１７）∫π／４π／６ｔａｎθｓｅｃ２θｄθ； （１８）∫π／２０ ｃｏｓ５θｓｉｎθｄθ．

４．利用适当的代换计算下列积分：
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（１）∫ x
２ｄx

a
２－x

２ ； （２）∫a／ ２
０

ｄx（a２－x
２）３／２　（a＞０）； （３）∫ x

１＋x x
ｄx；

（４）∫ ｄx
１＋ x

； （５）∫ ｅx

１－ｅ２x ｄx； （６）∫ ｄx
１＋ １－x

２ ；

（７）∫３
１

１＋x
２

x
ｄx； （８）∫a

０x
２

a
２－x

２ｄx； （９）∫ ｄx
x x

２－１；

（１０）∫ａｒｃｔａｎ x

x （１＋x）ｄx．
（Ｂ）

１．利用第一换元法计算下列积分：
（１）∫x

３ １－５x ２ｄx； （２）∫xｄx１－x
； （３）∫１＋ｅx

x＋ｅx
ｄx；

（４）∫ ｄxｅx＋ｅ－x ； （５）∫ｅ y

y
ｄy； （６）∫ｅx－ｅ－x

ｅx＋ｅ－xｄx；
（７）∫x

３
９＋x

２ｄx； （８）∫ ｄx
x（x ６＋４）； （９）∫ x＋１

x
２＋２x＋１９ｄx；

（１０）∫ｓｉｎx＋ｃｏｓx３ ｓｉｎx－ｃｏｓx ｄx； （１１）∫ ｄx１＋ｃｏｓx； （１２）∫ ｄx１＋ｓｉｎx．
２．利用适当的代换计算下列积分：
（１）∫ ｄx

１＋ｅx
； （２）∫ ｄx

x＋ １－x
２ ； （３）∫ a

２－x
２

x
４ ｄx（令x＝ １

t
）；

（４）∫ ｄx
（x ２＋１）３ ； （５）∫１２１４ ａｒｃｓｉｎ x

x（１－x）ｄx； （６）∫１＋ｌｎx（x ｌｎx）２ｄx；

（７）∫ｌｎｔａｎxｃｏｓxｓｉｎxｄx； （８）∫a

０
a－x
a＋x

ｄx （令x＝aｓｉｎt）．
３．设f（x）∈C ［０，π］，证明

（１）∫π／２０ f（ｓｉｎx）ｄx＝∫π／２０ f（ｃｏｓx）ｄx；
（２）∫π０xf（ｓｉｎx）ｄx＝ π２∫π０f（ｓｉｎx）ｄx，并由此计算∫π０ xｓｉｎx１＋ｃｏｓ２xｄx．

４．设f（x）是以T 为周期的连续函数，证明积分∫a＋T

０ f（x）ｄx 的值与a 无关．
５．若f（t）连续且为奇函数，证明∫x

０f（t）ｄt是偶函数；若f（t）连续且为偶函数，证明∫x

０f（t）ｄt是奇函数．
６．设f（x）是连续函数，证明∫２０f（x）ｄx＝∫１０［f（x）＋f（x＋１）］ｄx．

答案与提示

（Ａ）
２．（１）－ｅｃｏｓθ＋C ；　（２） １９ （x ２－４）９／２＋C ；　（３） １５ ｃｏｓ（２－５x）＋C ；
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（４）－ ３２０（１－５x）４／３＋C ；　（５） １２ ｔａｎ２x＋C ；　（６） １６ ａｒｃｔａｎ
３２ x＋C ；

（７） １
２ ６ ｌｎ

２ ＋ ３ x

２ － ３ x
＋C ；　（８） １３ ａｒｃｓｉｎ

３２ x＋C ；
（９） １３ （ｌｎt）３＋C ；　（１０）ｌｎ（ｌｎ（ｌｎx））＋C．

３．（１）ｌｎ３；　（２）４０；　（３） １８ （６８－４８）；　（４） π２ ；　（５） １１０ｌｎ６；　（６） １３ （１－ ２２ ）；　（７） ３２ ＋ｌｎ２；
（８）３５３ ５ ；　（９） １２ ；　（１０） π１２；　（１１）ｌｎ５；　（１２）－４６８７ ；　（１３）２（ ３ －１）；　（１４） ４３ ；
（１５） １３ （ｅ８－ｅ）；　（１６） ｅ － ３ ｅ ；　（１７） １３ ；　（１８） １６ ．

４．（１）a
２
２ ａｒｃｓｉｎ x

a
－a

２
２ x a

２－x
２＋C ；　（２） １

a
２ ；　（３） ４３ （１＋x x ）１／２＋C ；

（４）２（１＋ x －ｌｎ（１＋ x ））＋C ；　（５）ａｒｃｓｉｎｅx＋C ；
（６）ａｒｃｓｉｎx－ x

１＋ １－x
２＋C ；　（７）２－ ２ －ｌｎ ３ －ｌｎ（ ２ －１）；

（８）πa４１６ ；　（９）ａｒｃｃｏｓ １x ＋C ；　（１０）（ａｒｃｔａｎ x ）２＋C．
（Ｂ）

１．（１） ３１７５（１－５x）７／３－ ３１００（１－５x）４／３＋C ；　（２） －x－ｌｎ│１－x│＋C ；　（３） ２ x＋ｅx＋C ；
（４） ａｒｃｔａｎｅx＋C ；　（５） ２ｅ y ＋C ；　（６） ｌｎ（ｅx＋ｅ－x）＋C ；
（７） x

２
２ － ９２ ｌｎ（９＋x

２）＋C ；　（８） － １２４ｌｎ（１＋x
－６）＋C ；　（９） １２ ｌｎ│x ２＋２x＋１９│＋C ；

（１０） ３２ （ｓｉｎx－ｃｏｓx）２／３＋C ； （１１） ｔａｎ x２ ＋C ；　 （１２） －ｔａｎ π４ － x２ ＋C．
２．（１） x－２ｌｎ（１＋ １＋ｅx ）＋C ；　（２） １２ ａｒｃｓｉｎx＋ １２ ｌｎ（x＋ １－x

２）＋C ；
（３） －（a２－x

２）３／２３a２x ３ ＋C ；　（４） x

１＋x
２＋C ；　（５） ５１４４π２；　（６） － １

xｌｎx＋C ；
（７） １２ （ｌｎｔａｎx）２＋C ；　（８） a

π２ －１ ．
３．（２）∫π０ xｓｉｎx１ ＋ ｃｏｓ２xｄx ＝ π

２
４ ．

４．５　分部积分法

　　４．５．１　不定积分的分部积分法

在上一节我们看到，换元法来自链式法则，下面我们将引进分部积分法，它与微

分学中乘积的求导规则对应．由乘积的求导法则，得
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ｄｄx （uv） ＝ u′v ＋ uv′， （４．５．１）
其中 u，v 是 x 的函数．将（４．５．１）式改写成

uv′＝ （uv）′－ u′v， （４．５．２）
两边积分之，得 ∫uv′ｄx ＝∫（uv）′ｄx －∫u′vｄx，
于是便得到下面的分部积分公式

∫uv′ｄx ＝ uv －∫u′vｄx． （４．５．３）
当右边的积分比左边的积分更简单、更容易计算时，这个公式是很有用的．

例 ４．５．１　求∫xｅxｄx．
解　令 u＝x，v′＝ｅx，则 u′＝１，v＝ｅx，利用（４．５．３）式，有

∫xｅxｄx ＝ xｅx －∫ｅxｄx ＝ xｅx － ｅx ＋ C． □
　　例 ４．５．２　求∫θｃｏｓθｄθ．

解　令 u＝θ，v′＝ｃｏｓθ，则 u′＝１，v＝ｓｉｎθ，利用（４．５．３）式，有
∫θｃｏｓθｄθ ＝ θｓｉｎθ－∫ｓｉｎθｄθ＝ θｓｉｎθ ＋ ｃｏｓθ ＋ C． □

但是，如果在例 ４．５．１中我们令 u＝ｅx，v′＝x，则 u′＝ｅx，v＝x
２

２ ．这时，由分部积分公式

（４．５．３），有
∫xｅxｄx ＝ １２ x

２ｅx －∫x
２

２ · ｅxｄx．
虽然这样做没有什么不对的地方，但是右边的积分显然比左边的积分困难得多．由此

可见，如何选取 u 和 v′很重要．下面给出运用分部积分公式（４．５．３）的几个原则．
① 选取 u 和 v′时，u′应比 u 更简单（至少不比 u 更复杂），而 v 则 好比 v′简单些

（至少不比 v′更复杂），并且 v 要容易求得．
② 若被积函数中有因子ｅ± x，则令v′＝ｅ± x，或者说，把ｅ± x放入微分符号ｄ 内；如被

积函数中没有ｅ± x，而有ｓｉｎx，ｃｏｓx 时，则取v′为ｓｉｎx，ｃｏｓx；若上述函数都没有时，就把

幂函数 x
α放入微分符号 ｄ 内，也就是取 v′＝x

α．
例 ４．５．３　求∫x

６ｌｎxｄx．
解　　　　∫x

６ｌｎxｄx ＝∫ｌｎxｄ １７ x
７ ＝ １７ x

７ｌｎx－∫１７ x
７· １

x
ｄx

＝ １７ x
７ ｌｎx－ １７∫x

６ｄx＝ １７ x
７ｌｎx－ １４９x ７＋C． □

例 ４．５．４　求∫x
２ｓｉｎ４xｄx．
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解　∫x
２ｓｉｎ４xｄx ＝∫x

２ｄ － １４ ｃｏｓ４x ＝－ １４ x
２ｃｏｓ４x－∫２x· － １４ ｃｏｓ４x ｄx

＝－ １４ x
２ｃｏｓ４x＋ １２∫xｃｏｓ４xｄx．

再用分部积分公式计算：
　∫xｃｏｓ４xｄx ＝ x

１４ ｓｉｎ４x －∫１ · １４ ｓｉｎ４xｄx
＝ １４ x ｓｉｎ４x － １４ · － １４ ｃｏｓ４x ＋ C ＝ １４ x ｓｉｎ４x ＋ １１６ｃｏｓ４x ＋ C．

于是　　∫x
２ｓｉｎ４xｄx ＝－ １４ x

２ｃｏｓ４x ＋ １２∫xｃｏｓ４xｄx
＝－ １４ x

２ｃｏｓ４x ＋ １８ xｓｉｎ４x ＋ １３２ｃｏｓ４x ＋ C． □
　　例 ４．５．５　求∫ x

２－１ｄx．
解　∫ x

２－１ｄx ＝x x
２－１－∫xｄ x

２－１＝x x
２－１－∫ x

２

x
２－１ｄx

＝x x
２－１－∫x

２－１＋１
x
２－１ ｄx

＝x x
２－１－∫ x

２－１ｄx－∫ ｄx
x
２－１

（见例 ４．４．１３）
x x

２－１－∫ x
２－１ｄx－ｌｎ│x＋ x

２－１│，
分部积分一次后，又回到了原来要求的积分，即出现所谓“复原”的情形．这时若令I＝
∫ x

２－１ｄx 则可以得到关于 I 的一个方程：
I＝ x x

２ － １ － I－ ｌｎ│x ＋ x
２ － １│，

由此即可求出　　　 I＝ １２ x x
２ － １ － １２ ｌｎ│x ＋ x

２ － １│＋ C． □
　　例 ４．５．６　求∫ｅx ｓｉｎxｄx．

解　∫ｅxｓｉｎxｄx＝∫ｓｉｎxｄｅx＝ｅx ｓｉｎx－∫ｅxｄｓｉｎx＝ｅxｓｉｎx－∫ｅxｃｏｓxｄx，
而 ∫ｅxｃｏｓxｄx ＝∫ｃｏｓxｄｅx ＝ ｅxｃｏｓx －∫ｅxｄｃｏｓx ＝ ｅxｃｏｓx ＋∫ｅxｓｉｎxｄx，
因此 ∫ｅx ｓｉｎxｄx ＝ ｅxｓｉｎx －∫ｅxｃｏｓxｄx ＝ ｅx ｓｉｎx － ｅxｃｏｓx －∫ｅxｓｉｎxｄx，
于是得 ∫ｅx ｓｉｎxｄx ＝ １２ ｅx（ｓｉｎx － ｃｏｓx） ＋ C． □

　　４．５．２　定积分的分部积分法

对定积分，也有相应的分部积分法．
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定积分的分部积分公式　设函数 u 和 v 在［a，b］上有连续的导数，则
∫b

a
uv′ｄx ＝ （uv）

b

a

－∫b

a
u′vｄx． （４．５．４）

　　例 ４．５．７　求∫３２ｌｎxｄx．
　　 解 ∫３２ｌｎxｄx ＝∫３２ｌｎx · １ｄx ＝ x ｌｎx

３

２
－∫３２x · １

x
ｄx

＝ ３ｌｎ３ － ２ｌｎ２ － ３ ＋ ２ ＝ ３ｌｎ３ － ２ｌｎ２ － １． □
　　例 ４．５．８　求∫４１ｅ x ｄx．

解　首先换元：令 x ＝t，则 x＝t
２，ｄx＝２tｄt．当 x＝１时，t＝１；当 x＝４时，t＝２．

于是

∫４１ｅ x ｄx ＝∫２１ｅt · ２tｄt＝ ２∫２１tｅtｄt　（见例 ４．５．１）
＝２（tｅt－ ｅt）

２

１
＝ ２（２ｅ２ － ｅ２ － ｅ ＋ ｅ） ＝ ２ｅ２． □

　　例 ４．５．９　求∫１
２
０ ａｒｃｓｉｎxｄx．

解　令 u＝ａｒｃｓｉｎx，v′＝１，则 u′＝ １
１－x

２ ，v＝x．于是

∫１
２
０ ａｒｃｓｉｎxｄx ＝（xａｒｃｓｉｎx）

１
２

０
－∫１

２
０

x

１ － x
２ ｄx

＝ １２ · π６ ＋ １２∫１
２
０ （１ － x

２）－ １２ ｄ（１ － x
２）

＝ π１２ ＋ １ － x
２

１
２

０
＝ π１２ ＋ ３２ － １． □

　　例 ４．５．１０　求 In＝∫π／２０ ｓｉｎn
xｄx＝∫π／２０ ｃｏｓn

xｄx，n 为自然数．
解　上述等式可通过代换 x＝π２ －t得到．由分部积分法，得
In ＝∫π／２０ ｓｉｎn－１

xｄ（－ ｃｏｓx） ＝－ ｓｉｎn－１
xｃｏｓx

π
２

０
－∫π／２０ ｃｏｓxｄｓｉｎn－１

x

＝ （n － １）∫π／２０ ｓｉｎn－２
xｃｏｓ２xｄx ＝ （n － １）∫π／２０ ｓｉｎn－２

x（１ － ｓｉｎ２x）ｄx
＝ （n － １）∫π／２０ ｓｉｎn－２

xｄx － （n － １）∫π／２０ ｓｉｎn
xｄx，

即有 In＝（n－１）In－２－（n－１）In，
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故得 In＝n－１
n

In－２． （４．５．５）
由于 I０ ＝∫π／２０ ｄx ＝ π２ ，

I１ ＝∫π／２０ ｓｉｎxｄx ＝－ ｃｏｓx
π／２

０
＝ １，

所以由递推公式（４．５．５）知，当 n 是偶数时

In ＝ n － １
n

In－２ ＝ （n － １）（n － ３）
n（n － ２） In－４ ＝ … ＝ （n － １）（n － ３）…３ · １２ · ４ · ６…（n － ２）n · π２ ；

当 n 是奇数时，
In ＝ n － １

n
In－２ ＝ n － １

n
· n － ３

n － ２In－４ ＝ … ＝ （n － １）（n － ３）…４ · ２３ · ５…（n － ２）n
故得 I２n ＝ （２n － １）（２n － ３）…３ · １２n（２n － ２）…４ · ２ · π２ ＝ （２n － １）！！（２n）！！ π２ ， （４．５．６）

I２n＋１ ＝ ２n（２n － ２）…４ · ２（２n ＋ １）（２n － １）…３ · １ ＝ （２n）！！（２n ＋ １）！！． □
　　前面几节我们介绍了几种基本的积分方法．不定积分的计算常常归结为求一个

用初等函数表示的原函数．我们知道，可导的初等函数的导数仍然是初等函数，但初

等 函 数 的 原 函 数 却 不 一 定 是 初 等 函 数．例 如 函 数
ｓｉｎx

x
， ｅ－ x ２， １ｌｎx

， １
１＋x

４ ，
１－εｓｉｎ ２x （０＜ε＜１），ｅx

x
等等，它们在定义域内是连续的，因此原函数一定存在，但

原函数不能用初等函数表示出来．对此我们常称∫ｓｉｎxx
ｄx，∫ｅ－ x ２ｄx等为积不出来的积

分．为了应用的方便，人们已将积得出来的一些常用初等函数的积分编成积分表．当
我们要计算一个积分时，可以直接或经过适当变形后查积分表，即得到所要的结果．
本书末尾附有一个简单的积分表供查阅．

对于积不出来的积分，可以采用数值方法求其近似值．另外，人们还可以利用数

学软件包在计算机上求出一些不定积分．

习　题　４．５
（Ａ）

１．（１） 求下列函数的导数：xｃｏｓx， ｃｏｓ２x， x
２ｃｏｓx， xｌｎx．

（２） 利用（１）的结果求下列函数的原函数：ｌｎx， ｓｉｎ２x， xｓｉｎx， x
２ｓｉｎx．

２．利用等式ａｒｃｔａｎx＝１· ａｒｃｔａｎx，求∫ａｒｃｔａｎxｄx．
３．求下列不定积分：
（１）∫tｅ５tｄt； （２）∫yｌｎyｄy； （３）∫x

３ｌｎxｄx；
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（４）∫tｓｉｎtｄt； （５）∫（z＋１）ｅ３zｄz； （６）∫uｅu ｄu；
（７）∫x

５ｌｎ５xｄx； （８）∫ｌｎxx
２ ｄx； （９）∫ａｒｃｔａｎ７xｄx．

４．试利用三角恒等式 ｓｉｎ２θ＝１－ｃｏｓ２θ２ ，ｃｏｓ２θ＝１＋ｃｏｓ２θ２ 以及分部积分公式两种方法，计算积分：
（１）∫ｓｉｎ２θｄθ；　　　　　　（２）∫ｃｏｓ２θｄθ．

５．建立In＝∫x
nｅ－xｄx 的递推公式，n 为正整数．

６．求下列定积分：
（１）∫５１ｌｎtｄt； （２）∫１００ zｅ－zｄz； （３）∫５３xｃｏｓxｄx；
（４）∫３１tｌｎtｄt； （５）∫５０ｌｎ（１＋t）ｄt； （６）∫１０ａｒｃｔａｎyｄy；
（７）∫１０xａｒｃｔａｎx ２ｄx； （８）∫１０－uａｒｃｓｉｎu２ｄu； （９）∫π２π４ xｓｉｎ２xｄx；

（１０）∫π／２０ ｅ２xｃｏｓxｄx； （１１）∫ｅ１ｓｉｎ（ｌｎx）ｄx； （１２）∫ｅ１／ｅ│ｌｎx│ｄx．
（Ｂ）

１．求下列不定积分：
（１）∫t

２ｅ５tｄt； （２）∫t
２ｓｉｎtｄt； （３）∫θ２ｃｏｓ３θｄθ；

（４）∫（ｌｎt）２ｄt； （５）∫x（ｌｎx）４ｄx； （６）∫xａｒｃｔａｎx ２ｄx；
（７）∫ａｒｃｃｏｓxｄx； （８）∫x

３ｅx
２ｄx； （９）∫x

５ｃｏｓx ３ｄx；
（１０）∫ x （ｌｎx）２ｄx； （１１）∫（θ＋１）ｓｉｎ（θ＋１）ｄθ．

２．（１） 求∫ｅxｃｏｓxｄx；　（２）求∫xｅxｓｉｎxｄx；　（３）求∫xｅxｃｏｓxｄx．
３．运用已学过的方法求下列积分：
（１）∫ｌｎ（１＋x

２）ｄx； （２）∫ａｒｃｔａｎ x ｄx； （３）∫x＋ｓｉｎx１＋ｃｏｓxｄx；
（４）∫ｓｉｎ２xｃｏｓ３xｄx； （５）∫ ｄx（１＋ｅx）２； （６）∫ xｅx

（ｅx＋１）２ｄx；
（７）∫ xｅx

ｅx－１ｄx； （８）∫ x
２

（１＋x
２）２ｄx； （９）∫１０ ｌｎ（１＋x）（２－x）２ ｄx；

（１０）∫x＋ｌｎx（１＋x）２ｄx； （１１）∫１０ xｅx＋ｅ１－xｄx； （１２）∫１／２０ x ｌｎ １＋x１－x
ｄx；

（１３）∫３０ａｒｃｓｉｎ x１＋x
ｄx； （１４）∫x x＋３ｄx； （１５）∫ x

５－x
ｄx；

（１６）∫（t＋２） ２＋３tｄt； （１７）∫t＋７
５－t
ｄt．
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４．先根据定积分的定义将下列极限表示成定积分，然后算出该定积分的值：
（１） ｌｉｍ

n→∞
１
n
＋ １

n＋１＋…＋ １２n ；　（２） ｌｉｍn→∞
１
n
２ ＋ ２

n
２ ＋…＋n－１

n
２ ；

（３） ｌｉｍ
n→∞
１
n
ｓｉｎ π

n
＋ｓｉｎ ２π

n
＋…＋ｓｉｎ （n－１）

n
π．

答案与提示

（Ａ）
１．（１） ｃｏｓx－xｓｉｎx，－２ｓｉｎ２x，２xｃｏｓx－x

２ｓｉｎx，１＋ｌｎx；
（２） xｌｎx－x＋C ，－ １２ ｃｏｓ２x＋C ，ｓｉｎx－xｃｏｓx＋C ，２ｓｉｎx－２ｃｏｓx－x

２ｃｏｓx＋C．
２．xａｒｃｔａｎx－ １２ ｌｎ（１＋x

２）＋C．
３．（１） １５ tｅ５t－ １２５ｅ５t＋C ；　（２） １２ y

２ｌｎy－ １４ y
２＋C ；　（３） １４ x

４ｌｎx－ １１６x ４＋C ；
（４） ｓｉｎt－tｃｏｓt＋C ；　（５） １３ ｅ３z（z＋１）－ １９ ｅ３z＋C ；　（６） －uｅ－u－ｅ－u＋C ；
（７） １６ x

６ｌｎ５x－ １３６x ６＋C ；　（８） － １
x
（１＋ｌｎx）＋C ；　（９） xａｒｃｔａｎ７x－ １１４ｌｎ（１＋４９x ２）＋C．

４．（１） θ２ － １４ ｓｉｎ２θ＋C ；　（２） θ２ ＋ １４ ｓｉｎ２θ＋C ；
５．In＝－x

nｅ－x＋nIn－１．
６．（１） ５ｌｎ５－４；　（２） １－１１ｅ－１０；　（３） ５ｓｉｎ５－３ｓｉｎ３＋ｃｏｓ５－ｃｏｓ３；　（４） ９２ ｌｎ３－２；
（５） ６ｌｎ６－５；　（６） π４ － １２ ｌｎ２；　（７） π８ － １４ ｌｎ２；　（８） － π４ ＋ １２ ；
（９） π４ ＋ １２ ｌｎ２；　（１０） １５ （ｅπ－２）；　（１１） １２ ＋ ｅ２ （ｓｉｎ１－ｃｏｓ１）；　（１２） ２（１－ １ｅ ）．

（Ｂ）
１．（１） １５ t

２ｅ５t－ ２５ １５ tｅ５t－ １２５ｅ５t ＋C ；　（２） ２ｃｏｓt＋２tｓｉｎt－t
２ｃｏｓt＋C ；

（３） １３ θ２ｓｉｎ３θ＋ ２９ θｃｏｓ３θ－ ２２７ｓｉｎ３θ＋C ；　（４） ２t＋t（ｌｎt）２－２tｌｎt＋C ；
（５） x２ ＋x

２ １２ （ｌｎx）４－（ｌｎx）３＋ ３２ （ｌｎx）２－ ３２ ｌｎx ＋C ；
（６） １２ x

２ａｒｃｔａｎx ２－ １４ ｌｎ（１＋x
４）＋C ；　（７） xａｒｃｃｏｓx－ １－x

２＋C ；
（８） １２ x

２ｅx
２－ １２ ｅx

２＋C ；　（９） １３ x
３ｓｉｎx ３＋ １３ ｃｏｓx ３＋C ；

（１０） x
３／２ ３２ （ｌｎx）２－ ８９ ｌｎx＋１６２７ ＋C ；　（１１） ｓｉｎ（θ＋１）－（θ＋１）ｃｏｓ（θ＋１）＋C．

２．（１） １２ ｅx（ｃｏｓx＋ｓｉｎx）＋C ；　（２） １２ ｅx［x（ｓｉｎx－ｃｏｓx）＋ｃｏｓx］＋C ；
（３） １２ ｅx［x（ｓｉｎx＋ｃｏｓx）＋ｓｉｎx］＋C．

３．（１） xｌｎ（１＋x
２）－２x＋２ａｒｃｔａｎx＋C ； （２） （x＋１）ａｒｃｔａｎ x － x ＋C ；
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（３） xｔａｎ x２ ＋C ；　（４） １２ ｓｅｃx ｔａｎx－ｌｎ（ｓｅｃx＋ｔａｎx）＋C ；　（５） x－ｌｎ（１＋ｅx）＋ １１＋ｅx＋C ；
（６） xｅx

ｅx＋１－ｌｎ（ｅx＋１）＋C ；　（７） ２x ｅx－１－４ ｅx－１＋４ａｒｃｔａｎ ｅx－１＋C ；
（８） １２ ａｒｃｔａｎx－ x２（１＋x

２）＋C ；　（９） １３ ｌｎ２；　（１０） ｌｎx－x＋ｌｎx１＋x
＋C ；

（１１） １
２ ｅ （ａｒｃｔａｎ ｅ －ａｒｃｔａｎ １

ｅ ）＋C ；　（１２） １２ － ３８ ｌｎ３；　（１３） ４π３ － ３ ；
（１４） ２３ x（x＋３）３／２－ ４１５（x＋３）５／２＋C ；　（１５） －２x ５－x－ ４３ （５－x）３／２＋C ；
（１６） ２９ （t＋２）（２＋３t）３／２－ ４１３５（２＋３t）５／２＋C ；　（１７） －２（t＋７） ５－t－ ４３ （５－t）３／２＋C．

４．（１） 原式＝∫１０ ｄx１＋x
＝ｌｎ２；　（２） 原式＝∫１０xｄx＝ １２ ；　（３） 原式＝∫１０ｓｉｎπxｄx＝ ２π．

４．６　有理函数的积分

两个多项式之比称为有理函数．我们在前面曾计算过一些简单的有理函数的积

分，这一节将讨论较一般的情形．
　　４．６．１　有理函数的积分

有理函数的原函数一定是初等函数，因此，在理论上说，有理函数的积分是一定

可以算出来的．下面简单介绍有理函数的积分的计算方法．
若有理函数的分子多项式的次数大于等于分母多项式的次数，则称这个有理函

数为假分式，否则称为真分式．
由多项式除法知，

假分式＝多项式＋真分式，
而多项式的积分是容易计算的，所以我们只需讨论真分式的积分．根据代数学的有关

知识可知，
真分式＝ 简真分式之和，

而 简真分式只有以下四种：
（Ⅰ） A

x－a
；　　　　　　　　　　（Ⅱ） A

（x－a）m 　（m ＞１）；
（Ⅲ） M x＋N

x
２＋p x＋q

　（p ２－４q＜０）； （Ⅳ） M x＋N

（x ２＋p x＋q）k　（k＞１，p ２－４q＜０）．
下面我们通过例子说明如何将真分式分解成 简真分式之和．
例 ４．６．１　把真分式

x＋３
（x＋２）（x ２－１）分解成 简真分式之和．

解　因分母多项式只有实零点，且无重零点，所以分解的形式为

x ＋ ３
（x ＋ ２）（x ２ － １） ＝

x ＋ ３（x ＋ ２）（x ＋ １）（x － １） ＝ A
x ＋ ２ ＋ B

x ＋ １ ＋ C
x － １，

·４０２· 工科数学分析（上）



其中 A 、B 、C 为待定系数．
将分解式通分，得

x ＋ ３
（x ＋ ２）（x ２ － １） ＝

A （x ２ － １） ＋ B （x ＋ ２）（x － １） ＋ C （x ＋ １）（x ＋ ２）
（x ＋ ２）（x ２ － １） ．

要使上式成立，分子同次幂项的系数必须相等，比较同次幂系数得

０ ＝ A ＋ B ＋ C ，
１ ＝ B ＋ ３C ，
３ ＝－ A － ２B ＋ ２C．

由此解出 A ＝ １３ ，　B ＝－ １，　C ＝ ２３ ． □
　　例 ４．６．２　把真分式

１
x（x－１）２分解成 简真分式之和．

解　分母多项式只有实零点，但有重零点，故分解成

１
x（x － １）２ ＝ A

x
＋ B（x － １）２ ＋ C

x － １．
两端去分母后，得

１ ＝ A （x － １）２ ＋ B x ＋ C x（x － １）． （４．６．１）
这里我们用另一种方法确定系数．在（４．６．１）式中令x＝０，得A＝１；令x＝１，得B＝１．
将 A ，B 的值代入（４．６．１）式，并令 x＝２，得 １＝１＋２＋２C ，即得 C＝－１．所以

１
x（x － １）２ ＝

１
x
＋ １
（x － １）２ －

１
x － １． □

　　例 ４．６．３　把真分式
２x＋２

（x－１）（x ２＋１）２分解成 简真分式之和．
解　因分母多项式既有实零点，又有复零点，故分解式形如

２x ＋ ２
（x － １）（x ２ ＋ １）２ ＝

A

x － １ ＋ B x ＋ C

x
２ ＋ １ ＋

D x ＋ E

（x ２ ＋ １）２． （４．６．２）
这里可以用例４．６．１中的方法确定常数A 、B 、C 、D 、E ，现在介绍一种新方法确定待定

系数．
（４．６．２）式两边乘（x－１），令 x→１，得

A ＝ ２ ＋ ２（１ ＋ １）２ ＝ １；
（４．６．２）式两边乘（x ２＋１）２，令 x→ｉ＝ －１，得

D ｉ＋ E ＝ ２ｉ＋ ２ｉ－ １ ＝－ ２ｉ．
两复数相等，其实部与虚部应分别相等，即得　D ＝－２，　E＝０；
（４．６．２）式两边乘 ２，令 x→∞，得

０ ＝ １ ＋ B ， B ＝－ １；
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后在（４．６．２）式中令 x＝０，得
－ ２ ＝－ １ ＋ C ，　C ＝－ １．

因此
２x ＋ ２

（x － １）（x ２ ＋ １）２ ＝
１

x － １ － x ＋ １
x
２ ＋ １ －

２x
（x ２ ＋ １）２． □

　　一般来说，如果有真分式
P （x）
Q （x），分母多项式 Q （x）在实数范围内能分解成一次因

式和二次质因式的乘积

Q （x） ＝ b（x － a１）m １…（x － as）m
s（x ２ ＋ p １x ＋ q１）k１…（x ２ ＋ p tx ＋ qt）k

t

（p ２j － ４qj ＜ ０，j＝ １，２，…，t）
则真分式

P （x）
Q （x）的分解式为

P （x）
Q （x）＝

A １
（x － a１）m １ ＋ A ２

（x － a１）m １－ １ ＋ … ＋ A m １
x － a１ ＋ …

　 ＋ B １
（x － as）m

s
＋ B ２
（x － as）m

s
－１ ＋ … ＋ B m

s

x － as
＋ M １x ＋ N １
（x ２ ＋ p １x ＋ q１）k１

　 ＋ M ２x ＋ N ２
（x ２ ＋ p １x ＋ q１）k１－ １ ＋ … ＋ M k１x ＋ N k１

x
２ ＋ p １x ＋ q１

＋ … ＋ R １x ＋ S １
（x ２ ＋ p tx ＋ qt）k

t
＋

　 R ２x ＋ S ２
（x ２ ＋ p tx ＋ qt）k

t
－１ ＋ … ＋ R k

t
x ＋ S k

t

x
２ ＋ p tx ＋ qt

， （４．６．３）
其中 A j，…，B j，M j，N j，…，R j 及 S j 等都是常数．这样，求有理函数的积分便可以归结

为 ４种 简真分式的积分．
例 ４．６．４　求∫ｄx

１＋x
３．

解　因 １＋x
３＝（１＋x）（x ２－x＋１），故可设

１
１ ＋ x

３ ＝ A１ ＋ x
＋ B x ＋ C

x
２ － x ＋ １． （４．６．４）

分 解式（４．６．４）的两边乘（１＋x ），令x→－１，得 A ＝－ １３ ；（４．６．４）式两边乘 x，令
x→∞，得 ０＝ １３ ＋B ，B＝－ １３ ；在（４．６．４）式中令 x＝０，得 １＝ １３ ＋C ，C＝ ２３ ．所以

１１ ＋ x
３ ＝ １３（１ ＋ x） － x － ２３（x ２ － x ＋ １）．

于是∫ ｄx
１ ＋ x

３＝ １３∫ ｄx１ ＋ x
－ １３∫ x － ２

x
２ － x ＋ １ｄx

＝ １３ ｌｎ│１ ＋ x│－ １６∫ ２x － １
x
２ － x ＋ １ｄx ＋

１２∫ ｄx
x
２ － x ＋ １

＝ １３ ｌｎ│１ ＋ x│－ １６∫ｄ（x ２ － x ＋ １）
x
２ － x ＋ １ ＋ １２∫ ｄx

x － １２
２ ＋ ３４

·６０２· 工科数学分析（上）



＝ １３ ｌｎ│１ ＋ x│－ １６ ｌｎ│x ２ － x ＋ １│＋ １
３ ａｒｃｔａｎ

２x － １
３ ＋ C． □

　　４．６．２　三角函数有理式的积分

由三角函数和常数经过有限次加、减、乘、除运算所构成的函数，称为三角函数有

理式．
下面通过例子说明，利用适当的换元法，可将三角函数有理式转化为一般的有理

函数，从而可以把积分算出来．
例 ４．６．５　求积分 I＝∫ ｓｉｎ２x

ｓｉｎ２x＋ｃｏｓxｄx．
解　I＝２∫ｓｉｎxｃｏｓx

ｓｉｎ ２x＋ｃｏｓxｄx＝－２∫ｃｏｓxｄ（ｃｏｓx）１－ｃｏｓ２x＋ｃｏｓx　（令 t＝ｃｏｓx）
＝－２∫ tｄt

１＋t－t
２＝∫ｄ（１＋t－t

２）
１＋t－t

２ －∫ ｄt
１＋t－t

２

＝ｌｎ│１＋t－t
２│＋ １

５ ｌｎ
５ ＋１－２t
５ －１＋２t ＋C

＝ｌｎ│１＋ｃｏｓx－ｃｏｓ２x│＋ １
５ ｌｎ

５ ＋１－２ｃｏｓx
５ －１＋２ｃｏｓx ＋C． □

例 ４．６．６　求 I＝∫ｃｏｓ３x
１＋ｓｉｎ２xｄx．

解　　　I＝∫１－ｓｉｎ２x１＋ｓｉｎ２xｄ（ｓｉｎx）　（令 t＝ｓｉｎx）
＝∫１－t

２

１＋t
２ｄt＝２∫ｄt

１＋t
２－∫ｄt＝２ａｒｃｔａｎt－t＋C

＝２ａｒｃｔａｎ（ｓｉｎx）－ｓｉｎx＋C． □
例 ４．６．７　求 I＝∫ ｄx

２ｓｉｎ２x＋３ｃｏｓ２x．
解　　　　I＝∫ １

２ｔａｎ２x＋３·
１
ｃｏｓ２xｄx　（令 t＝ｔａｎx）

＝∫ ｄt
２t２＋３＝

１
６ ａｒｃｔａｎ t

２３ ＋C

＝ １
６ ａｒｃｔａｎ ｔａｎx· ２３ ＋C． □

例 ４．６．８　求 I＝∫ ｄx１＋２ｃｏｓx．
解　这里我们介绍一种所谓“万能代换”，即令 t＝ｔａｎ x２ ，或 x＝２ａｒｃｔａｎx，则有

ｓｉｎx ＝ ２ｓｉｎ x２ ｃｏｓ x２ ＝
２ｔａｎ x２
１ ＋ ｔａｎ ２ x２

＝ ２t
１ ＋ t

２ ，
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ｃｏｓx ＝ ｃｏｓ２ x２ － ｓｉｎ ２ x２ ＝
１ － ｔａｎ ２ x２
１ ＋ ｔａｎ ２ x２

＝ １ － t
２

１ ＋ t
２ ，

ｄx ＝ ２ｄt
１ ＋ t

２．
于是 I＝∫ １

１ ＋ ２ · １ － t
２

１ ＋ t
２

２ｄt
１ ＋ t

２ ＝∫２ｄt
３ － t

２

＝ １
３ ｌｎ

３ － t

３ ＋ t
＋ C ＝ １

３ ｌｎ
３ － ｔａｎ x２
３ ＋ ｔａｎ x２

＋ C． □

　　请注意，“万能”是指对所有三角函数有理式求积分时都能用，并不是指对所有三

角函数有理式，采用这个变换求积分 方便．对于许多情形，要灵活运用变量代换进

行积分．

习　题　４．６
（Ａ）

１．求下列积分：
（１）∫ ２x＋３（x－２）（x＋５）ｄx；　（２）∫ xｄx

x
３－３x＋２； 　 （３）∫ ｄx（x ２＋１）（x ２＋x）；　（４）∫２x ３＋３x－２１＋x

２ ｄx．
２．求下列积分：
（１）∫ｃｏｓ４xｓｉｎ３xｄx； （２）∫ｓｉｎ２x１＋ｃｏｓ２xｄx； （３）∫ ｄxｓｉｎ（２x）＋２ｓｉｎx ； （４）∫ ｄx２＋ｓｉｎx．

３．求下列积分：
（１）∫ x－１

x
ｄx； （２）∫ ｄx

１＋ ３
x＋２．

（Ｂ）
求下列积分：
１．∫ｄxx

４＋１； ２．∫ｄxx
４－１； ３．∫ ｄx

x
４＋x

２＋１； ４．∫ｔａｎ３xｄx；
５．∫ ｄxｓｉｎ２xｃｏｓx； ６．∫ ｄx３＋ｃｏｓx； ７．∫ ｄx

（１＋ ３
x ） x

； ８．∫ x＋１－１
x＋１＋１ｄx．

答案与提示

（Ａ）
１．（１） ｌｎ│x－２│＋ｌｎ│x＋５│＋C ；　（２） －１３（x－１）＋ ２９ ｌｎ x－１

x＋２ ＋C ；

·８０２· 工科数学分析（上）



（３） １４ ｌｎ x
４

（x＋１）２（x ２＋１）－ １２ ａｒｃｔａｎx＋C ；　（４） x
２＋ １２ ｌｎ（１＋x

２）－２ａｒｃｔａｎx＋C．
２．（１） － １５ ｃｏｓ５x＋ １７ ｃｏｓ７x＋C ；　（２） －ｌｎ（ｃｏｓ２x＋１）＋C ；
（３） １８ ｌｎ（１－ｃｏｓx）－ｌｎ（１＋ｃｏｓx）＋ ２１＋ｃｏｓx ＋C ，或 １４ ｌｎ ｔａｎ x２ ＋ １８ ｔａｎ２ x２ ＋C ；

（４） ２
３ ａｒｃｔａｎ

２ｔａｎ x２ ＋１
３

＋C．

３．（１） ２ x－１－２ａｒｃｔａｎ x－１＋C ；　　　（２） ３２ （
３

x＋２－１）２＋３ｌｎ（１＋ ３
x＋２）＋C．

（Ｂ）
１． ２８ ｌｎ x

２＋ ２ x＋１
x
２－ ２ x＋１＋

２４ ａｒｃｔａｎ x
２－１
２ x
＋C．

２．１４ ｌｎ x－１
x＋１ － １２ ａｒｃｔａｎx＋C．

３．１４ ｌｎ x
２＋x＋１

x
２－x＋１＋ １

２ ３ ａｒｃｔａｎ
x
２－１
３ x

＋C．
４． １２ｃｏｓ２x＋ｌｎ│ｃｏｓx│＋C．
５．ｌｎ ｔａｎ x２ ＋ π４ － １ｓｉｎx＋C．

６． １
２ ａｒｃｔａｎ

ｔａｎ x２
２
＋C．

７．６ ６
x －ａｒｃｔａｎ ６

x ＋C．
８．x－４ x＋１＋４ｌｎ（ x＋１＋１）＋C．

４．７　广 义 积 分

我们在 ４．１ 节引进的定积分概念中，要求积分区间［a，b］是有界的，同时为了保

证定积分存在，被积函数也必须有界．但是在许多实际问题中所出现的积分，并不具

有这些好的性质．本节将研究一类所谓广义积分（亦称为反常积分），其中积分区间是

无穷区间，或者被积函数是无界的．
　　４．７．１　无穷区间上的广义积分

我们先来看一个例子．
例 ４．７．１　求 ｌｉｍ

b→＋∞∫b

１
ｄx
x
２ ．

解　因∫b

１
ｄx
x
２ ＝－ １

x

b

１
＝－ １

b
＋１．所以
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图４．１４

ｌｉｍ
b→＋∞∫b

１
ｄx
x
２ ＝ｌｉｍ

b＋∞ － １b＋１ ＝１．
上式左端是一个定积分的极限，可以把它看成是函数

f（x）＝ １
x
２在区间［１，＋∞）上的积分，称为f（x）在无穷区间

［１，＋∞）上的积分．这时我们可以说，曲线 y＝ １
x
２在区间

［１，＋∞）上的图形具有有限的面积（见图 ４．１４）． □
当然，在其他例子中，当 b→＋∞时可能得不到有限的

极限值．为此，我们引进无穷积分的概念．
定义 ４．７．１（无穷积分）　设函数 f （x）定义在区间［a，＋∞）上，若橙b＞a 积分

∫b

a
f（x）ｄx 存在，则称 ｌｉｍ

b→＋∞∫b

a
f（x）ｄx为 f （x）在无穷区间［a，＋∞）上的积分，简称无穷

积分，记作

∫＋∞a
f（x）ｄx ＝ ｌｉｍ

b→＋∞∫b

a
f（x）ｄx．

若极限 ｌｉｍ
b→＋∞∫b

a
f （x ）ｄx 存在，则称无穷积分∫＋∞a

f（x）ｄx 收敛．否则，称无穷积分

∫＋∞a
f（x）ｄx发散．
类似可定义无穷积分∫a

－∞f（x）ｄx 的敛散性．
定义 ４．７．２　设函数 f（x）定义在区间（－∞，＋∞）上，若对某个数 C ，无穷积分

∫C

－∞f（x）ｄx　 与 　∫＋∞C
f（x）ｄx

都收敛，则称无穷积分∫＋∞－∞f（x）ｄx 收敛，并记作

∫＋∞－∞f（x）ｄx ＝∫C

－∞f（x）ｄx ＋∫＋∞C
f（x）ｄx．

否则称无穷积分∫＋∞－∞f（x）ｄx 发散．
可以证明，上述定义不依赖于 C 的选取．
例 ４．７．２　讨论无穷积分

∫＋∞１ １
x

p ｄx （４．７．１）
的收敛性，其中 p 为任意实数．

解　当 p≠１时，
∫b

１
ｄx
x

p ＝ １－ p ＋ １x－ p＋１
b

１
＝ １１ － p

（b１－ p － １）．
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由于 p＞１时， ｌｉｍ
b→＋∞b

１－ p＝０及 p＜１时， ｌｉｍ
b→＋∞b

１－ p＝＋∞，所以 p＞１ 时积分收敛，p＜１
时积分发散．

若 p＝１，则
∫＋∞１ ｄx

x
＝ ｌｉｍ

b→＋∞∫b

１
ｄx
x
＝ ｌｉｍ

b→＋∞（ｌｎb－ ｌｎ１） ＝＋ ∞，
这时积分也发散．

总之，p＞１时，积分收敛；p≤１时，积分发散． □
例４．７．３　求将质量为m 的火箭自地面发射到离地面高度为h 处所作的功．火箭

脱离地球引力范围所需作的功为多少？ 设地球半径为R ，质量为M ．由万有引力定律，
地球对质量为 m 的物体的引力为 F＝k

M m

r
２ ，其中 k 为引力常数，r 为地球中心到物体

的距离．已知引力 F 在 r∈［a，b］上作功为 W ＝∫b

a
F ｄr（见本章 ４．９．１变力作功）．

解　利用 k
M m

R
２ ＝m g 得 k＝R

２
g

M
，其中 g 是重力加速度，g＝９．８ ｍ／ｓ２．于是，将质

量为 m 的火箭从 r＝R 发射到 r＝R＋h 所需作的功为

W h ＝∫R ＋ h

R
k

M m

r
２ ｄr＝ m gR

２ · １
R
－ １

R ＋ h
．

为使火箭脱离地球引力范围所需作的功为

W ＝ ｌｉｍ
h→＋∞W h ＝ ｌｉｍ

h→＋∞∫R ＋ h

R
k

M m

r
２ ｄr＝ ｌｉｍ

h→＋∞m gR
２ １

R
－ １

R ＋ h
＝ m gR．

若记 b＝R＋h，则当 h→＋∞时，b→＋∞，故上式可以表示为

W ＝ ｌｉｍ
h→＋∞∫R ＋ h

R
k

M m

r
２ ｄr＝∫＋∞R

k
M m

r
２ ｄr＝ m gR．

　　顺便指出，若将物体以初速度 v０ 向上发射，它获得的动能为
１２ m v

２０．当这个动能

超过 W ＝m gR 时，物体才能飞离地球引力范围．于是，由
１２ m v

２０ ＝ m gR ，
将 g＝９．８１ ｍ／ｓ２，R＝６ ３７１ ｋｍ＝６．３７１×１０６ ｍ 代入上式，求得

v０ ＝ １１．２ ｋｍ／ｓ．
这就是物体从地面飞离地球引力范围所必需具有的 小初速度，称为第二宇宙速度．

□
　　４．７．２　无界函数的广义积分

现在讨论另一类广义积分，其积分区间可以是有界的，但被积函数在区间中某些

点附近是无界的．先看一个例子．
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例 ４．７．４　求 ｌｉｍ
a→０＋∫１a ｄxx ．

解　因　∫１a ｄxx ＝２－２ a ，所以

ｌｉｍ
a→０＋∫１a ｄxx ＝ ｌｉｍa→０＋

（２ － ２ a ） ＝ ２．

图４．１５

上式左端是一个定积分的极限，被积函数在 x＝０ 附近无

界，可以把它看成是无界函数f（x）＝ １
x

在区间［０，１］上
的积分，记作

∫１０ ｄxx ＝ ２．
曲线y＝ １

x
有垂直渐近线x＝０，由曲线、x 轴以及直线x

＝０，x＝１所围成的区域是无界的（见图 ４．１５）． □
一般地，有下面的定义．
定义 ４．７．３（无界函数的积分）　设 f （x）在区间（a，b］上有定义，在 a 点的右邻域

内 无界 （此时称x＝a为 f （x ）的奇点），若橙ε＞０，f （x ）在 ［a＋ε，b］上可积，则称

ｌｉｍ
ε→ ０＋∫b

a＋εf（x）ｄx为无界函数 f（x）在［a，b］上的广义积分，记作

∫b

a
f（x）ｄx ＝ ｌｉｍ

ε→ ０＋∫b

a＋εf（x）ｄx．
若极限 ｌｉｍ

ε→ ０＋∫b

a＋εf （x ） ｄx 存在，则称广义积分∫b

a
f（x）ｄx 收敛．否则，称广义积分

∫b

a
f（x）ｄx发散．

当 f（x）在［a，b）上定义，x＝b 为 f（x）的奇点，且橙ε＞０，f（x）在［a，b－ε］上可积

时，我们也可以定义

∫b

a
f（x）ｄx ＝ ｌｉｍ

ε→ ０＋∫b－ε

a
f（x）ｄx，

若右边极限存在，则称广义积分∫b

a
f（x）ｄx 收敛，否则称它发散．

定义 ４．７．４　设 f （x）定义在区间［a，c）及（c，b］上，x＝c 为奇点．若橙ε＞０，f （x）
在［a，c－ε］及［c＋ε，b］上可积，则定义

∫b

a
f（x）ｄx ＝ ｌｉｍ

ε→ ０＋∫c－ε

a
f（x）ｄx ＋ ｌｉｍ

ε′→０＋∫b

c＋ε′f（x）ｄx，
若右端两个极限均存在，则称广义积分∫b

a
f（x）ｄx 收敛，否则称它发散．

注意，上述定义式中，右端两项中的 ε和 ε′是互相独立的．
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例 ４．７．５　研究∫２－１ｄxx
４ 的收敛性．

解　显然ｌｉｍ
x→０
１
x
４＝∞，即 x＝０是 f（x）＝ １

x
４的奇点．将积分拆成两项：

∫２－１ ｄxx
４ ＝∫０－１ ｄxx

４ ＋∫２０ ｄxx
４ ，

由于 ｌｉｍ
ε→ ０＋∫２ε ｄxx

４ ＝ ｌｉｍ
ε→ ０＋

－ １３ · １８ － １
ε３

不存在，所以广义积分∫２０ ｄxx
４ 发散．类似地，∫０－１ｄxx

４ 也发散．因此原积分发散． □
例 ４．７．６　讨论广义积分

∫b

a

ｄx
（x － a）p （４．７．２）

的收敛性，其中 p 为任意实数．
解　当 p≠１时，
∫b

a＋ε
ｄx

（x － a）p ＝ １１ － p
（x － a）１－ p

b

a＋ε
＝ １１ － p

［（b－ a）１－ p － ε１－ p ］．
因为 p＞１ 时， ｌｉｍ

ε→ ０＋
ε１－ p＝＋∞及 p＜１ 时， ｌｉｍ

ε→ ０＋
ε１－ p＝０，所以 p＞１ 时，积分发散，p＜１

时，积分收敛．
若 p＝１，则
∫b

a

ｄx
x － a

＝ ｌｉｍ
ε→ ０＋∫b

a＋ε
ｄx

x － a
＝ ｌｉｍ

ε→ ０＋
［ｌｎ（b－ a） － ｌｎε］ ＝＋ ∞，

这时积分也发散．
总之，p＜１时，积分收敛；p≥１时，积分发散． □
例 ４．７．７　研究广义积分∫＋∞０ ｄx

x
２ 的收敛性．

解　这个积分既是无穷积分，又是无界函数的广义积分，x＝０是被积函数
１
x
２的

奇点．我们用点 x＝１将积分分成两部分：
∫＋∞０ ｄx

x
２ ＝∫１０ ｄxx

２ ＋∫＋∞１ ｄx
x
２ ．

由例 ４．７．２知，∫＋∞１ ｄx
x
２ 收敛；由例 ４．７．６知，∫１０ ｄxx

２ 发散．因此原积分发散． □
　　４．７．３　Γ唱函数与Β唱函数

（１） Γ唱函数

作为广义积分的具体例子，现在简单介绍Γ唱函数，它在理论及应用上都有重要意
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义．这个函数定义为

Γ（p ） ＝∫＋∞０ ｅ－ x
x

p－１ｄx　（p ＞ ０）． （４．７．３）
可以证明，这个积分在 p＞０时收敛，因而函数Γ（p ）对 p＞０有定义．

Γ唱函数Γ（p ）有以下几个重要性质．
① 递推公式

Γ（p ＋ １） ＝ pΓ（p ）　（p ＞ ０）． （４．７．４）
　　证　因为

Γ（p ＋ １） ＝∫＋∞０ ｅ－ x
x

pｄx ＝－ ｅ－ x
x

p

＋∞

０
＋ p∫＋∞０ ｅ－ x

x
p－１ｄx ＝ pΓ（p ），

其中，－ｅx
x

p

＋∞

０
理解为对任意的 ε和 b，
－ ｅ－ x

x
p

＋∞

０
＝ ｌｉｍ

b→＋∞ ｌｉｍε→ ０＋ ［－ ｅ
－ x

x
p ］bε ＝ ０．

由 Γ（１） ＝∫＋∞０ ｅ－ xｄx ＝ １，
反复运用递推公式（４．７．４），得

Γ（２） ＝ １ ·Γ（１） ＝ １，Γ（３） ＝ ２ ·Γ（２） ＝ ２！，Γ（４） ＝ ３ ·Γ（２） ＝ ３！，…，
一般，对任何正整数 n，有

Γ（n ＋ １） ＝ n！．
所以，我们可以把Γ唱函数看作阶乘的推广．

② 当 p→０＋时，Γ（p ）→＋∞．
（证明略）
③ 在Γ（p ）＝∫＋∞０ ｅ－ x

x
p－１ｄx 中，作代换 x＝u

２，就有

Γ（p ） ＝ ２∫＋∞０ ｅ－ u
２
u
２p－１ｄu． （４．７．５）

再令 ２p－１＝t，或 p＝１＋t２ ，得
∫＋∞０ ｅ－ u２

u
tｄu ＝ １２ Γ １ ＋ t２ 　（t＞ １）． （４．７．６）

（４．７．６）式左端是应用中常见的积分，它的值可以通过（４．７．６）式由Γ唱函数计算出来．
在（４．７．５）式中令 p＝ １２ ，得

Γ １２ ＝ ２∫＋∞０ ｅ－ u
２ｄu．

以后我们将证明∫＋∞０ ｅ－ u
２ｄu＝ π２ ，从而

·４１２· 工科数学分析（上）



Γ １２ ＝ π． （４．７．７）
　　（２） Β唱函数

我们可以证明当 m ＞０，n＞０时广义积分∫１０x m －１（１－x）n－１ｄx 收敛，于是这个积分

在m ＞０，n＞０的范围内定义了一个以m 和n 为自变量的二元函数，称为Ｂ唱函数（Ｂｅｔａ唱
函数），记为

Ｂ（m ，n） ＝∫１０x m －１（１ － x）n－１ｄx　（m ＞ ０，n ＞ ０）．
Ｂ唱函数是工程中应用很广的一类函数．由换元法容易验证 Ｂ唱函数关于 m 、n 具有对称

性，即Ｂ（m ，n）＝Ｂ（n，m ）．Ｂ唱函数与Γ唱函数之间有如下关系（证明略）：
Ｂ（m ，n） ＝ Γ（n）Γ（m ）Γ（m ＋ n）　（m ＞ ０，n ＞ ０）． （４．７．８）

　　例 ４．７．８　求∫１０ x－x
２ｄx．

解　∫１０ x－x
２ｄx＝∫１０x １

２ （１－x） １２ ｄx＝Ｂ ３２ ， ３２ ，
由公式（４．７．８）和（４．７．４）得

Ｂ ３２ ， ３２ ＝
Γ ３２ Γ ３２Γ（３） ＝

１２ Γ １２
２

２！ ＝ π８ ． □

习　题　４．７
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 无穷积分∫＋∞a

f（x）ｄx 的收敛性是怎样定义的？
（２） 无界函数的广义积分∫b

a
f（x）ｄx（x＝a 是奇点）的收敛性是怎样定义的？

２．用定义判别下列广义积分的敛散性．如果积分收敛，则计算广义积分的值．
（１）∫＋∞１ ｅ－２xｄx；　　　　　　（２）∫＋∞１ x４＋x

２ｄx；　　　　　（３）∫＋∞０ xｅx ｄx；
（４）∫０－∞ ｅx

１＋ｅxｄx； （５）∫＋∞π ｓｉｎyｄy； （６）∫＋∞－∞ ｄz
z
２＋２５；

（７）∫π／２π／４ ｓｉｎxｃｏｓx ｄx； （８）∫４０ ｄx
１６－x

２ ； （９）∫１－１ ｄtt ；
（１０）∫＋∞１ ｄx

x
２＋１； （１１）∫１０ x

４＋１
x
ｄx； （１２）∫２０４ １

y
２－１６ｄy；

（１３）∫１０ ｌｎxx
ｄx； （１４）∫＋∞２ ｄx

x ｌｎx； （１５）∫π０ １
x
ｅ－ x ｄx；
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（１６）∫＋∞３ ｄx
x（ｌｎx）２； （１７）∫２１ ｄxxｌｎx； （１８）∫＋∞１ ｌｎx

x
２ ｄx；

（１９）∫＋∞０ ｅ－axｓｉｎbxｄx，a＞０； （２０）∫＋∞０ x ｌｎx（１＋x
２）２ｄx．
（Ｂ）

１．已知∫＋∞－∞ｅ－x
２ｄx＝ π，且∫＋∞－∞A ｅ－x

２－xｄx＝１，求A．
２．计算积分∫３／２１／２ ｄx

│x－x
２│．

３．求∫∞０ xｅ－x

（１＋ｅ－x）２ｄx．
４．求∫＋∞０ x

nｅ－xｄx　（n 为自然数）．

答案与提示

（Ａ）
２．（１） １２ｅ２；　（２） 发散；　（３） １；　（４） ｌｎ２；　（５） 发散；　（６） π５ ；　（７） ２３／４；　（８） π２ ；
（９） 发散；　（１０） 发散；　（１１） 发散；　（１２） 发散；　（１３） 发散；　（１４） 发散；
（１５） ２（１－ｅ－ π ）；　（１６） １ｌｎ３；　（１７） 发散；　（１８） １；　（１９） b

a
２＋b

２；　（２０） ０．
（Ｂ）

１．ｅ－ １４ π－ １２ ．
２．π２ ＋ｌｎ（２＋ ３ ）．
３．ｌｎ２．
４．n！

４．８　定积分在几何上的应用

　　４．８．１　微元法

本章 ４．１．１中所介绍的求曲边梯形面积等两个例子，正体现了定积分定义的基

本思想．概括地说，为了计算一个连续而不均匀地分布在区间［a，b］上的量 F ，我们的

方法是分割、近似、求和、取极限．即先将［a，b］分成 n 个小区间［x i－１，x i］（i＝１，２，…，
n），在每个小区间［x i－１，x i］上“以直代曲”（或“以匀代不匀”）作出 F 在小区间上的近

似值 f（ξi）Δx i，再把它们相加起来得到 F 在［a，b］ 上的近似值∑n

i＝１
f（ξi）Δx i； 后将

［a，b］无限细分，便得到这个和式的极限，即定积分

F ＝ ｌｉｍ
n→∞∑

n

i＝１
f（ξi）Δx i＝∫b

a
f（x）ｄx．

·６１２· 工科数学分析（上）



但在解决具体问题时，每次都套用这四个步骤是极不方便的．我们可以采用物理学中

的习惯语言，将其简化为两步：
第一步，任取一小区间［x，x＋ｄx］，求出 F 在这个小区间上的局部量ΔF 的近似

值

ΔF ≈ ｄF ＝ f（x）ｄx （４．８．１）
（要求ΔF－f（x）ｄx 是 ｄx 的高阶无穷小）．

第二步，在［a，b］上将 ｄF “相加”，得
F ＝∫b

a
f（x）ｄx． （４．８．２）

　　ｄF＝f（x）ｄx 称为量 F 的积分微元，简称微元．找出微元并求其在相应区间上的

积分的方法，称为微元分析法，简称微元法．在采用微元法时，必须注意以下两点：
① 所求量 F 关于区间必须是可加的，这是由定积分概念所决定的，在任何定积

分的应用问题中都不能忽视．
② 微元法的关键是正确给出ΔF 的近似表达式（４．８．１）．在一般情况下，要检验

ΔF－f（x）ｄx 是否为 ｄx 的高阶无穷小往往不是一件容易的事．因此对（４．８．１）式的

合理性要给予足够的注意．
下面通过一些实例进一步说明微元法的运用．

　　４．８．２　平面图形的面积

（１） 直角坐标系下平面图形的面积

在本章 ４．１．１中，我们已经指出在直角坐标系下，如何用定积分求平面图形的面

积，这里不再重复，只举两个例子作为复习．

图４．１６

例４．８．１　求由x＝０，x＝１，y＝ｅx 及y＝ｅ－ x所围图形的

面积（见图 ４．１６）．
解　当 ０≤x≤１时，ｅx≥ｅ－ x，因此所求面积为

∫１０（ｅx － ｅ－ x）ｄx ＝ （ｅx ＋ ｅ－ x）
１

０
＝ ｅ ＋ １ｅ － ２． □

　　例 ４．８．２　求椭圆
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＝１所围图形的面积．

解　利用对称性知，所求面积为图形在第一象限内那

部分面积的 ４倍，即为

４∫a

０yｄx＝ ４∫a

０
b
a

a
２ － x

２ｄx ＝ ４∫π／２０ b
a

a
２ － a

２ｓｉｎ２taｃｏｓtｄt
＝ ４ab∫π／２０ ｃｏｓ ２tｄt＝ ２ab∫π／２０ （１ － ｃｏｓ２t）ｄt＝ πab． □

　　（２） 极坐标系下平面图形的面积
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设由曲线r＝r（θ），射线θ＝α及θ＝β围成一个“曲边扇形”（见图４．１７），求它的面

积．假设橙θ∈［α，β］，有 r（θ）≥０．现在我们利用微元法来解这个问题．
取极角 θ为积分变量．在区间［α，β］上取出任意的一小段：［θ，θ＋ｄθ］，设法求出

相应的窄曲边扇形面积的近似值．当 ｄθ很小时，我们用半径为 r＝r（θ），中心角为 ｄθ
的圆扇形面积 ｄS 近似代替相应于［θ，θ＋ｄθ］的窄曲边扇形面积ΔS （见图 ４．１７），即得

到曲边扇形的面积微元

ｄS ＝ １２ ［r（θ）］２ｄθ．
可以证明ΔS－ｄS＝o（Δθ）（这里从略），也就是说 ｄS 是曲边扇形面积 S 的微分，因此

对 θ从α到β积分（相当于求无穷和），便得到曲边扇形的面积

S ＝ １２∫βα［r（θ）］２ｄθ． （４．８．３）

图４．１７ 图４．１８
　　例 ４．８．３　求双纽线 r

２＝a
２ｃｏｓ２θ所围图形的面积（见图 ４．１８）．

解　这图形位于│θ│≤ π４与│θ│≥３π４ 之中．由对称性，利用（４．８．３）式，其面积为

S ＝ ４ · １２∫π／４０ a
２ｃｏｓ２θｄθ＝ a

２． □

　　４．８．３　由已知平面截面面积求体积

　　设一物体位于平面 x＝a 与x＝b（a＜b）之间，设任意一个垂直于 x 轴的平面与此

物体相交的截面积为 A （x），并设 A （x）∈C ［a，b］（见图 ４．１９），求这个物体的体积 V．
在［a，b］中任意取一个小区间［x，x＋ｄx ］，物体中相应的一个薄片的体积，可近

似地用一个底面积为 A （x）、高为 ｄx 的扁柱体的体积来代替．易证物体的体积微元为

ｄV ＝ A （x）ｄx，
从而所求的体积为

V ＝∫b

a
A （x）ｄx． （４．８．４）

　　例４．８．４　设一立体的底面是xy 平面上由曲线y＝ｓｉｎx（０≤x≤π）与x 轴所围成

的区域，该立体的每一个垂直于 x 轴的截面都是一个正方形，而这个正方形的底边位

·８１２· 工科数学分析（上）



于立体的底面上．求这个立体的体积（见图 ４．２０）．
解　由于截面是正方形，其一边为 ｓｉｎx，故截面的面积为

图４．１９ 图４．２０
A （x）＝ｓｉｎ ２x，

于是立体的体积为

V ＝∫π０ｓｉｎ２xｄx ＝ ２∫π／２０ ｓｉｎ２xｄx ＝∫π／２０ （１ － ｃｏｓ２x）ｄx ＝ π２ ． □

　　４．８．４　旋转体的体积

设有一曲边梯形，它由连续曲线 y＝f（x）≥０ 以及两条直线x＝a，x＝b（a＜b）和
x 轴围成．将这个曲边梯形绕 x 轴旋转一周，得到一个旋转体（见图 ４．２１），求这个旋

转体的体积．
由旋转体的特点知道，任何一个垂直于 x 轴的平面与这个立体相交的截面积为

A （x） ＝ πy ２ ＝ π［f（x）］２，
所以由（４．８．４）式得旋转体的体积为

V ＝∫b

a
π［f（x）］２ｄx． （４．８．５）

图４．２１ 图４．２２

例 ４．８．５　求椭圆
x
２

a
２ ＋y

２

b
２ ＝１ 分别绕 x 轴、y 轴旋转而成的椭球的体积（见图

４．２２）．
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解　当椭圆绕 x 轴旋转时，考虑上半椭圆，其方程为

y ＝ b

a
a
２ － x

２　（－ a ≤ x ≤ a），
由公式（４．８．５）知，旋转椭球体的体积为

V ＝∫a

－ a
π b

a
a
２ － x

２ ２ｄx ＝ πb２
a
２∫a

－ a
（a２ － x

２）
＝ πb２

a
２ a

２
x － x

３

３
a

－ a

＝ ４３ πab
２．

　　当椭圆绕 y 轴旋转时，考虑右半椭圆，其方程为

x ＝ a
b

b
２ － y

２　（－ b≤ y ≤ b）．
与公式（４．８．５）类似，椭球的体积应为

V ＝∫b

－ b
π a

b
b
２ － y

２ ２ｄy ＝ ４３ πa２b． □
　　例４．８．６　由连续曲线y＝f（x）≥０，直线x＝a 和x＝b 以及x 轴围成一个曲边梯

形，它绕 y 轴旋转一周所产生的旋转体的体积是多少？
解　在［a，b］上任取一小段［x，x＋ｄx］，则相应的小曲边梯形绕 y 轴旋转一周所

得的体积ΔV ，可近似地用一个小矩形绕 y 轴旋转所得体积来代替，这个小矩形的底

图４．２３

边为 ｄx，高为 f（x）（见图４．２３）．具体地说，就是

ΔV≈ π［（x ＋ ｄx）２ － x
２］f（x）

＝ ２πxf（x）ｄx ＋ πf（x）（ｄx）２
≈ ２πxf（x）ｄx，

即体积微元为 ｄV＝２πxf（x）ｄx．
将 ｄV 在［a，b］上“无限求和”，即得

V ＝ ２π∫b

a
xf（x）ｄx． （４．８．６） □

　　４．８．５　光滑平面曲线
①
的弧长与曲率

（１） 弧长

设有光滑平面曲线 l：y＝f （x）（a≤x≤b），f（x）具有一阶连续导数，求 l的长度．
仍然用微元法来分析．

在［a，b］上任取一小段［x，x＋ｄx］，这一小段所对应的一段弧的长度，可以用曲

线在点（x，f（x））处的切线上相应的一小段的长度来近似代替（见图 ４．２４），即弧长微

元（或弧长微分）

·０２２· 工科数学分析（上）

① 曲线上每一点处都有切线，且切线随切点移动而连续转动，这样的曲线称为光滑曲线．



图４．２４

Δs≈ ｄs＝ （ｄx）２ ＋ （ｄy）２ ＝ １ ＋ ［f′（x）］２ｄx．
将 ｄs在［a，b］上“无限求和”，得弧长公式

s＝∫b

a
１ ＋ ［f′（x）］２ｄx． （４．８．７）

　　当曲线 l是用参数方程

x ＝ φ（t），
y ＝ ψ（t） 　（α≤ t≤ β）

表示时，弧长微分为

ｄs＝ （ｄx）２ ＋ （ｄy）２ ＝ ［φ′（t）］２ ＋ ［ψ′（t）］２ｄt，
故所求弧长为

s＝∫βα ［φ′（t）］２ ＋ ［ψ′（t）］２ｄt （４．８．８）
　　当曲线 l用极坐标方程

r＝ r（θ）　（θ０ ≤ θ≤ θ１）
表示时，其参数方程为

x ＝ r（θ）ｃｏｓθ，
y ＝ r（θ）ｓｉｎθ 　（θ０ ≤ θ≤ θ１）．

因此由（４．８．８）式可得 l的弧长为

s＝∫θ１θ０ ［r′（θ）ｃｏｓθ － r（θ）ｓｉｎθ］２ ＋ ［r′（θ）ｓｉｎθ ＋ r（θ）ｃｏｓθ］２ｄθ
＝∫θ１θ０ r

２（θ） ＋ ［r′（θ）］２ｄθ． （４．８．９）

图４．２５

　　例 ４．８．７　图 ４．２５所示的是悬链线，其方程为

y ＝ １２ （ｅx ＋ ｅ－ x） ＝ ｃｏｓｈx，
它描述两根电线杆之间的电线的形态．试求悬链线上从 x＝
－１到 x＝１之间的一段弧长．

解　因 y′＝ １２ （ｅx－ｅ－ x）＝ｓｉｎｈx，故弧长微分为

ｄs＝ １ ＋ y′２ｄx ＝ １ ＋ ｓｉｎｈ ２xｄx ＝ ｃｏｓｈxｄx．
利用对称性，所求弧长为

s＝ ２∫１０ｃｏｓｈxｄx ＝ ２ｓｉｎｈx

１

０
＝ ２ｓｉｎｈ１ ＝ ｅ － １ｅ ． □

　　例 ４．８．８　求星形线（见图 ４．２６）x＝aｃｏｓ３t，y＝aｓｉｎ３t的弧长．
　　解　由对称性知，只需求它在第一象限内的一段弧长乘４即可，此时参数t由０到
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图４．２６

π２ ．因此所求弧长为

s＝ ４∫π／２０ x′（t）２ ＋ y′（t）２ｄt
＝ ４∫π／２０ （－ ３aｃｏｓ２tｓｉｎt）２ ＋ （３aｓｉｎ ２tｃｏｓt）２ｄt
＝ １２a∫π／２０ ｃｏｓtｓｉｎtｄt＝ ６aｓｉｎ ２t π／２

０
＝ ６a． □

　　（２） 曲率

现在我们利用弧长引进平面曲线的曲率概念，它
能反映曲线弯曲的程度．

设有光滑的平面曲线 l，其参数方程为

x ＝ x（t），
y ＝ y（t） 　（α≤ t≤ β）． （４．８．１０）

在l上任取两点M 和M １，令φ表示l在M 点处的切线与正实轴的夹角，φ＋Δφ表示l在

M １ 点处的切线与正实轴的夹角．又令Δs表示弧长M M １．则比值
ΔφΔs

刻画曲线l在M 点

附近弯曲的程度（见图 ４．２７）．

图４．２７

曲线段M M １的平均曲率定义为

k＝ ΔφΔs
，

若极限 k＝ ｌｉｍΔs→０
ΔφΔs

存在，则称k 为曲线l在M 点处的曲率．根据曲线的参数方程

（４．８．１０），可以算出

ｔａｎφ＝ y′（t）
x′（t）　 即 　φ＝ ａｒｃｔａｎ y′（t）

x′（t）．

故
ｄφｄt＝

y′（t）
x′（t）

′
t

１ ＋ y′（t）
x′（t）

２．

又
ｄsｄt＝ ［x′（t）］２ ＋ ［y′（t）］２ ，

于是得 k＝ ｌｉｍΔs→０

ΔφΔtΔsΔt

＝
ｄφｄtｄsｄt
＝ x′y″－ x″y′（x′２ ＋ y′２）３／２ ． （４．８．１１）

　　若曲线 l由方程 y＝f（x）表示，则由（４．８．１１）式得
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图４．２８

k＝ │y″│（１ ＋ y′２）３／２． （４．８．１２）
　　若曲线 l由极坐标方程 r＝r（θ）表示，则

k＝ │r２ ＋ ２r′２ － rr″│
（r２ ＋ r′２）３／２ ． （４．８．１３）

　　若光滑曲线 l在 M 点的曲率为 k，则数

R ＝ １
k

称为l在M 点的曲率半径．我们在M 点处的曲线的法线上，
在凹的一侧取一点C ，使得C M ＝R （见图４．２８），以C 点为中心、R 为半径作圆，这个圆

称为曲线在点 M 处的曲率圆，而曲率圆的圆心 C 称为曲线在 M 点处的曲率中心．于
是曲率圆与曲线 l在 M 点处有二阶接触，即相交，相切（一阶导数相等，二阶导数也相

等）．
例 ４．８．９　求抛物线 y

２＝２p x 上任一点处的曲率．
解　y′＝ p

y
，y″＝－p

２

y
３．代入（４．８．１２）式得

k＝ － p
２／y ３

（１ ＋ p
２／y ２）３／２ ＝

p
２

（y ２ ＋ p
２）３／２ ＝

p
１／２

（２x ＋ p ）３／２． □
　　例 ４．８．１０　设工件内表面的截线为抛物线 y＝０．４x ２．现在要用砂轮磨削其内表

面．问用直径多大的砂轮才比较合适（见图 ４．２９）？

图４．２９

解　为了在磨削时不使砂轮与工件接触处附近的那

部分工件磨去太多，砂轮的半径应小于或等于抛物线上

各点处曲率半径中的 小值．
抛物线 y＝０．４x ２ 上任一点处的曲率为

k＝ ０．８
［１ ＋ （０．８x）２］３／２ ＝

０．８
（１ ＋ ０．６４x ２）３／２ ，

显然，当 x＝０ 时，曲率 k 大，这个 大曲率为 ０．８，因而

求得抛物线顶点处的曲率半径

R ＝ １０．８ ＝ １．２５．
　　所以选用砂轮的半径不得超过 １．２５单位长．

对于用砂轮磨削一般工件的内表面时，也有类似的结论，即选用的砂轮半径不应

超过这工件内表面的截线上各点处曲率半径中的 小值． □
　　４．８．６　旋转体的侧面积

设平面光滑曲线 l的方程为

y ＝ f（x）， x ∈ ［a，b］，
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并设 f（x）≥０．求曲线 l绕 x 轴旋转一周所得旋转体的侧面积 S．
我们仍用微元法讨论．取［a，b］中的一小段［x，x＋Δx］，过点 x，x＋Δx 分别作垂

直于x 轴的平面，它们在旋转体的侧面截下一条狭带（见图４．３０）．当Δx 很小时，这个

狭带的面积可用小圆台的侧面积近似代替，这个小圆台的侧面积为

２πf（x） ＋ f（x ＋ Δx）２ Δx
２ ＋ Δy

２ ，

图４．３０

其中Δy＝f（x＋Δx）－f（x）．于是

ΔS ≈ ２πf（x） ＋ f（x ＋ Δx）２ · Δx
２ ＋ Δy

２．
（４．８．１４）

　　因为 f′（x）连续，故当Δx 充分小时，有
f（x） ＋ f（x ＋ Δx）２ ≈ f（x），

Δx
２ ＋ Δy

２ ＝ １ ＋ ΔyΔx

２Δx ≈ １ ＋ ［f′（x）］２Δx，
因此（４．８．１４）式变成

ΔS ≈ ２πf（x） １ ＋ ［f′（x）］２Δx，
或 ｄS ＝ ２πf（x） １ ＋ ［f′（x）］２ｄx，
这 又可简单地看作一个圆柱片的侧面积，该圆柱的底圆半径为f（x），厚为 ｄs＝
１＋［f′（x）］２ｄx．积分后即得旋转体的侧面积公式

S ＝ ２π∫b

a
f（x） １ ＋ ［f′（x）］２ｄx． （４．８．１５）

　　例 ４．８．１１　求半径为 R 的球的表面积．
解　问题就是求上半圆周绕 x 轴旋转所得曲面的面积．由公式（４．８．１５）得

S ＝ ２π∫R

－ R
R
２ － x

２ · １ ＋ x
２

R
２ － x

２ ｄx
＝ ２π∫R

－ R
R
２ － x

２ · R

R
２ － x

２ ｄx ＝ ４πR ２． □
　　若曲线 l由参数方程

x ＝ x（t），　y ＝ y（t），　α≤ t≤ β
表示，且设 x′（t）≥０（用来保证曲线上点的 x 坐标单调增加）及y（t）≥０，则 l绕 x 轴旋

转所得旋转体的侧面积公式为

S ＝ ２π∫βαy（t） x′２（t） ＋ y′２（t）ｄt． （４．８．１６）
　　例 ４．８．１２　求由星形线 x＝aｃｏｓ ３t，y＝aｓｉｎ ３t（见图 ４．２６）绕 x 轴旋转所得旋转体

的表面积．
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解　由对称性及公式（４．８．１６），得
S ＝２ · ２π∫π／２０ aｓｉｎ３t （３aｃｏｓ２tｓｉｎt）２ ＋ （３aｓｉｎ ２tｃｏｓt）２ｄt
＝１２πa２∫π／２０ ｓｉｎ ４tｃｏｓtｄt＝ １２５ πa２． □

习　题　４．８
（Ａ）

１．求下列曲线所围图形的面积：
（１） y＝x

２ 与y＝２x＋３；　　　（２） y＝ x 与y＝x；
（３） y

２＝２x 与x＝５； （４） y＝x 与y＝x＋ｓｉｎ２x （０≤x≤π）；
（５） x

２＋９y２＝１； （６） y
２＝１＋２x－x

２ 与x
２＋y

２＝１．
２．求下列极坐标表示的曲线所围图形的面积：
（１） r＝２aｃｏｓθ；　（２） r＝３ｃｏｓθ与r＝１＋ｃｏｓθ所围图形的公共部分．

３．曲线y＝（x－１）（x－２）和x 轴围成一平面图形，求此平面图形绕y 轴旋转一周所成旋转体的体

积．
４．求由曲线y＝ x 及y＝x

２ 所围平面图形绕x 轴旋转所得旋转体的体积．
５．求曲线y＝ｌｎ（１－x

２）上相应于０≤x≤ １２ 的一段弧的长度．
６．求曲线y＝∫x

n

０ n ｓｉｎθｄθ的全长，其中０≤x≤nπ，n 为正整数．
７．求曲线（圆的渐伸线）x＝a（ｃｏｓt＋tｓｉｎt），y＝a（ｓｉｎt－tｃｏｓt）（a＞０，０≤t≤２π）的弧长．
８．求心脏线r＝a（１＋ｃｏｓθ）的全长．

（Ｂ）
１．当曲边梯形的曲边由参数方程 x＝φ（t），y＝ψ（t）（t０≤t≤t１）给出时，曲边梯形的面积为 S＝
∫t１

t０
ψ（t）φ′（t）ｄt，其中t０ 与t１ 分别是对应于曲边的起点及终点的参数值．试利用上述公式计算下列

曲线所围图形的面积：
（１） x＝２t－t

２，
y＝２t２－t

３；　（２）
x＝aｃｏｓ３t，
y＝aｓｉｎ３t；　（３）

x＝a（t－ｓｉｎt），
y＝a（１－ｃｏｓt）　（０≤t≤２π）及y＝０．

２．一立体的底面为一半径为５的圆盘，其垂直于x 轴的截面是一等边三角形．求这个立体的体积．
３．设平面图形A 由x

２＋y
２≤２x 与y≥x 所确定，求图形A 绕直线x＝２旋转一周所得旋转体的体

积．
４．求下列曲线的曲率及曲率半径：
（１） y＝ｌｎx，在点（１，０）；　（２） r

２＝２a２ｃｏｓ２θ（双纽线）；　（３） x＝aｃｏｓ３t，y＝aｓｉｎ３t．
５．证明抛物线y＝ax

２＋bx＋c在顶点处的曲率半径为 小．
６．求下面平面曲线绕指定轴旋转所得旋转体的侧面积：
（１） y＝ｓｉｎx，０≤x≤π，绕x 轴；
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（２） x＝a（t－ｓｉｎt），y＝a（１－ｃｏｓt），０≤t≤２π，绕直线y＝２a；
（３） r＝a（１＋ｃｏｓθ），０≤θ≤２π，绕极轴．

７．求证：球带的面积等于球的 大圆周长与球带高的乘积．
答案与提示

（Ａ）
１．（１） ３２３ ；　（２） １６ ；　（３） ２０３ １０；　（４） π２ ；　（５） π３ ；　（６） π－１．
２．（１） πa２；　（２） ５π４ ．
３．π２ ．
４．３π１０．
５．ｌｎ３－ １２ ．
６．４n．
７．２aπ２．
８．８a．

（Ｂ）
１．（１） ８１５；　（２） ３８ πa２；　（３） ３πa２．
２．５００３ ３ ．
３．π２２ －２π３ ．
４．（１） k＝ １

２ ２ ，R＝２ ２ ；　（２） k＝ ３r２a２，R＝２a
２
３r ；　（３） k＝ １３a│ｓｉｎtｃｏｓt│，R＝３a│ｓｉｎtｃｏｓt│．

６．（１） ２ ２ π＋２πｌｎ（１＋ ２ ）；　（２） ３２３ πa２；　（３） ３２５ πa２．

４．９　定积分在物理上的应用

在 １７世纪，面积、体积和弧长等几何问题极大地推动了微积分的发展，而牛顿成

功地把微积分应用于物理问题，则更加显示了这一新数学工具的威力．本节将介绍变

力作功、重心、引力及液体的静压力等问题．
　　４．９．１　变力作功

由物理学知，若物体沿直线运动时受一不变的力F 作用，且力F 的方向与物体运

动方向一致，则在物体移动了距离 s时，力 F 对物体所作的功为

W ＝ F · s．

·６２２· 工科数学分析（上）



下面考虑 F 是变力的情形．
例 ４．９．１　一条 ２８ ｍ 长、２０ ｋｇ 重的均匀铁链从屋顶悬垂下来（见图 ４．３１）．要对

铁链作多少功才能把整条铁链拉到屋顶上？
解　由于 ２０ ｋｇ 的铁链所具有的重力是

２０× ９．８ ＝ １９６ （Ｎ ），
因此解答似乎是１９６ Ｎ×２８ ｍ＝５４８８ Ｊ．但是，请注意并不是整条铁链都要移动２８ ｍ，
靠近屋顶的部分显然就移动得少一些．

图４．３１

我们在铁链上任取一小段Δy（见图 ４．３１），则这一小段的

重力是 ７Δy （Ｎ ） １９６２８ ＝７ ．当Δy 很小时，y＋Δy≈y，因此，把
这一小段拉到屋顶上所作的功近似等于

７Δy · y ＝ ７yΔy （Ｊ）．
当Δy→０时，即得到微分式

ｄW ＝ ７yｄy
于是将整条铁链拉到屋顶上所作的功为

W ＝∫２８０ ７yｄy ＝ ７２ y
２
２８

０
＝ ２ ７４４ （Ｊ）． □

　　例４．９．２　设有一容器，其顶部所在的平面与铅直轴O x 相交于原点O．设容器中

水表面与O x 轴相截于x＝a，底面与O x 轴相截于x＝b．如果垂直于O x 轴的平面截容

器所得的截面积为已知的 S （x）（见图 ４．３２），试问要把容器中的水全部抽出需作多少

功？

图４．３２

解　如图所示，取［a，b］上任一小区间［x，x＋ｄx］
的一薄层水，其高度为 ｄx．由于水的密度为 １ ０００
ｋｇ／ｍ ３，因此若x 的单位为ｍ，则这薄层水的重量近似等

于１ ０００S （x）ｄx．于是抽出这薄层水需作的功就近似地

等于

ｄW ＝ １ ０００gxS （x）ｄx．
于是将容器内的水全部抽出所需作的功为

W ＝∫b

a
１ ０００gxS （x）ｄx．

其中 g 为重力加速度． □
　　４．９．２　质心

假设平面上有n 个质点P i（x i，yi），质量分别为m i，i＝１，２，…，n．由物理知识可知，
这个质点组的质心（x，y）可表示为
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x ＝∑m ix i

∑m i

，　y ＝∑m iyi

∑m i

， （４．９．１）
其中∑m i＝ M 是质点组的总质量，∑m ix i 与∑m iyi 分别为这个质点组对 y 轴和 x

轴的静力矩．
现在我们讨论平面曲线的质心的求法．设平面曲线 l的参数方程为

x ＝ x（t），　y ＝ y（t）　（α≤ t≤ β），
其中x′（t）与y′（t）连续且不同时为零．假设l的线密度为ρ（t）∈C ［α，β］，我们先导出曲

线 l的质量公式．由本章 ４．８．５知，橙t∈［α，β］，曲线段（对应［α，t］）的弧长为

s（t） ＝∫t

α ［x′（τ）］２ ＋ ［y′（τ）］２ｄτ，
它有反函数t＝t（s），s是弧长．在曲线l上任取一小段曲线［s，s＋ｄs］，当ｄs很小时可近

似看成一个质点，因而质量微元

ｄM ＝ ρ（t（s））ｄs，
于是 l的质量　　　　 M ＝∫s０

０ ρ（t（s））ｄs　（s０ 是 l的全长）
＝∫βαρ（t） ［x′（t）］２ ＋ ［y′（t）］２ｄt． （４．９．２）

　　现在求曲线 l的质心．任取曲线的一小段［s，s＋ｄs］，则将它近似地看成一个质点

时，得关于 y 轴和 x 轴的静力矩微元

ｄM y ＝ ρ（t（s））x（t（s））ｄs，　ｄM x ＝ ρ（t（s））y（t（s））ｄs．
于是曲线 l对 y 轴和 x 轴的静力矩是

M y ＝∫s０
０ ρ（t（s））x（t（s））ｄs＝∫βαρ（t）x（t） ［x′（t）］２ ＋ ［y′（t）］２ｄt，

M x ＝∫βαρ（t）y（t） ［x′（t）］２ ＋ ［y′（t）］２ｄt．
因此，曲线 l的质心是

x ＝ １
M∫βαρ（t）x（t） ［x′（t）］２ ＋ ［y′（t）］２ｄt，

y ＝ １
M∫βαρ（t）y（t） ［x′（t）］２ ＋ ［y′（t）］２ｄt， （４．９．３）

其中 M 由（４．９．２）式给出．
例 ４．９．３　试求半径为 R 的上半圆周的质心．
解　设圆周的参数方程为

x ＝ R ｃｏｓt，
y ＝ R ｓｉｎt，　０ ≤ t≤ π．

由题意知，半圆周是密度均匀的，无妨设 ρ＝１．于是由（４．９．３）式，得

·８２２· 工科数学分析（上）



图４．３３

x ＝ １πR∫π０R ｃｏｓt· R ｄt＝ ０，
y ＝ １πR∫π０R ｓｉｎt· R ｄt＝ ２Rπ． □

　　现在我们再来考虑平面图形质心的求法．
设 f （x）、g（x）∈C ［a，b］，且 f （x）≥g （x ）≥０．设 A

是由y＝f（x），y＝g （x ），x＝a，x＝b 围成的平面图形，
它的质量均匀分布，不妨设面密度为 １．求 A 的质心（见
图 ４．３３）．

任 取 ［x，x＋ ｄx ］，A 中对应的小狭条的质量为

［f（x）－g（x）］ｄx．当 ｄx 很小时，我们可假定这小狭条

的质量全部集中在它的质心上，而小狭条又可近似地看作是一小长方形，因此小狭条

的质心就是小长方形的形心，即质心到x 轴的距离是
１２ ［f（x）＋g（x）］，到y 轴的距离

是 x＋ｄx２ ．于是，小狭条对 x 轴和 y 轴的静力矩分别为

ΔM y ＝ x ＋ ｄx２ ［f（x） － g（x）］ｄx ≈ x［f（x） － g（x）］ｄx，
ΔM x ＝ １２ ［f（x） ＋ g（x）］［f（x） － g（x）］ｄx ≈ １２ ［f ２（x） － g

２（x）］ｄx，
因此静力矩微元是

ｄM y ＝ x［f（x） － g（x）］ｄx，
ｄM x ＝ １２ ［f ２（x） － g

２（x）］ｄx．
于是平面图形 A 的静力矩为

M y ＝∫b

a
x［f（x） － g（x）］ｄx，　M x ＝ １２∫b

a
［f ２（x） － g

２（x）］ｄx．
总质量 M ＝∫b

a
［f（x） － g（x）］ｄx．

因此，质心坐标为

x ＝ M y

M
＝∫

b

a
x［f（x） － g（x）］ｄx
∫b

a
［f（x） － g（x）］ｄx ， （４．９．４）

y ＝ M x

M
＝
１２∫b

a
［f ２（x） － g

２（x）］ｄx
∫b

a
［f（x） － g（x）］ｄx ． （４．９．５）
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　　４．９．３　引力

我们在 ４．７的例 ４．７．３中曾提到引力公式，现在利用定积分来计算引力．
设有两个质点，质量分别为m １ 与m ２．根据万有引力定律可知，这两个质点之间的

引力

F ＝ G
m １m ２

r
２ ， （４．９．６）

其中 G 是引力常数，r 为这两个质点之间的距离．
如果考虑两个物体之间的引力，一般来说需要用到后面讲的重积分才能解决．但

是在某些简单情况下也可以用定积分加以解决．
例 ４．９．４　有一线密度为常数ρ、长度为l的细杆，有一质量为m 的质点到杆右端

的距离为 a．已知引力系数为 G ，求质点与细杆之间的引力．
解　如图 ４．３４所示建立坐标系，将细杆放在 x 轴上，杆的右端放在原点 O 处．我

们用微元法分析一下．在杆上任取一小段［x，x＋ｄx］，其质量为 ρｄx．我们把这一小段

图４．３４

近似地看成一个质点，并把质量全部集中在x 处，则
它 与 已知 质点 的 距 离 为 a－ x．根 据 引 力 公 式

（４．９．６）可知引力微元为

ｄF ＝ G
m ρｄx
（a － x）２ ，

所以细杆与质点间的引力大小为

　　F＝∫０－ l

G m ρ
（a－x）２ｄx＝G m ρ∫０－ l

ｄx
（a－x）２＝G m ρ· １

a－x

０

－ l

＝ G m ρl
a（a＋l）． □

　　４．９．４　液体的静压力

在设计水坝的闸门时，需要考虑水对闸门的静压力．这类求液体的静压力问题，
也可以利用定积分来解决．基本想法是利用压强来求静压力．所谓压强是指单位面积

所受到的压力．关于压强有两点应指出，即
① 在液体中任一点处，各个方向的压强都是相等的；
② 压强随深度的增加而增加（压强＝深度×液体密度×g）．
现在我们考虑一个具体的问题．
例４．９．５　一直径为６ ｍ 的圆形管道，有一道闸门，问盛水半满时，闸门所受的静

压力为多少？
解　如图 ４．３５ 所示建立坐标系．由对称性，我们只需求出圆形闸门在第一象限

部分所受的静压力 P ，则整个闸门所受的静压力就是 ２P．由题设知，圆的方程为

x
２ ＋ y

２ ＝ ９．

·０３２· 工科数学分析（上）



在区间［０，３］上任取一小段［x，x＋ｄx］．用ΔF 表示闸门从深度 x 到x＋ｄx 的一层（见
图 ４．３５），则当 ｄx 很小时，ΔF 上各点的压强≈xg · １０３ （Ｐａ），而 ΔF 的面积≈

图４．３５

９－x
２ｄx （ｍ ２），因此ΔF 上所受到的水的静压力

ΔP ＝ 压强 × 面积 ≈ xg ９ － x
２ · １０３ｄx （Ｎ ）．

于是得到静压力微元

ｄP ＝ xg ９ － x
２ · １０３ｄx，

从而

P ＝∫３０xg ９ － x
２ · １０３ｄx ＝ ９ ０００g （Ｎ ）．

所以，当盛水半满时，整个闸门所受到的水的静压力为

１８ ０００g （Ｎ ）． □

习　题　４．９
（Ａ）

１．若１ ｋｇ 的力能使弹簧伸长１ ｃｍ，问要使这弹簧伸长１０ ｃｍ 需作多少功？
２．长１０ ｍ 的铁索下垂于矿井中，已知铁索重 ８ ｋｇ／ｍ，问将此铁索由矿井全部提出地面，需作多少

功？

图４．３６

３．求曲线y＝x
２ 与直线y＝３x 在区间［０，１］上所围平面图形的质心．

４．用铁锤将一铁钉击入木板，设木板对铁钉的阻力与铁钉击入木板的

深度成正比．在铁锤第一次打击时，能将铁钉击入木板内 １ ｃｍ．如果

铁锤每次打击所作的功相等，问铁锤击第二次能把铁钉又击入多少？
５．高２０ ｃｍ，顶部宽２０ ｃｍ 的半椭圆板（见图４．３６）直立于水中，上沿与水

面平行，试计算它每面所受的压力．
６．高１００ ｃｍ 的铅直水闸，其形状是上底宽 ２００ ｃｍ，下底宽 １００ ｃｍ 的梯

形，求水闸上的压力：（１） 当水深５０ ｃｍ 时；（２） 当水深１００ ｃｍ 时．
（Ｂ）

１．有一锥形水池，池口直径为２０ ｍ，池深１５ ｍ，池中盛满了水．求将池水全部抽到池口外所需作的

功．
２．求曲线x＝aｃｏｓφ，y＝aｓｉｎφ，│φ│≤φ０≤π的质量（设密度为１）与质心坐标．
３．设有质量均匀的细直杆A B ，长度为l，质量为m １．在A B 的中垂线上到杆的距离为a 处有一质量

为m ２ 的质点P．求细杆对P 的引力．
４．一铅直倒立的等腰三角形水闸，底为a（ｍ）、高为h（ｍ），且底与水面相齐．求：
（１） 水闸所受的压力；
（２） 作一水平线把闸分为上、下两部分，使两部分所受压力相等．
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答案与提示

（Ａ）
１．４．９ Ｊ．
２．３ ９２０ Ｊ．
３． ９１４， ６５ ．
４． ２ －１ ｃｍ．
５．２６．１３ Ｎ．
６．P （５０）＝１ ４２９ Ｎ，P （１００）＝６ ５３３．３ Ｎ．

（Ｂ）
１．５．７７×１０７ Ｊ．
２．m＝２aφ０， aｓｉｎφ０φ０ ，０ ．
３．将杆放在x 轴上，原点位于A B 的中点，P 点放在（０，－a）处，则引力的两个分力大小为：F x＝０，

F y＝ ２km １m ２
a ４a２＋l

２．
４．（１）ah

２ρg６ ；　（２）y＝ h２ ．

４．１０　定积分的近似计算

我们知道，通过求原函数以及微积分基本定理（牛顿唱莱布尼兹公式），可以得到

定积分的精确值．但是在应用中，往往并不要求精确的解答．原因是在实际问题中得

到的函数往往是近似的，不是精确的，因此没有必要去求定积分的精确值，而只要求

出近似值就可满足需要．另外，在一些具体问题中，求出原函数并不是一件容易的事；
即使求出原函数，也往往由于它的形式过于复杂而造成计算精确值的困难．由函数的

可积性，如果 f （x）在［a，b］可积，则可以采用任一特殊的黎曼和式逼近它．本节将介

绍定积分的几种近似计算方法．
　　４．１０．１　矩形法

假设函数 y＝f（x）∈C ［a，b］．将区间［a，b］n 等分，其分点为

x i＝ a ＋ i
b－ a

n
　（i＝ ０，１，…，n），

每个小区间的长度为Δx＝b－a
n
．

在小区间［x i－１，x i］上取ξi，则小区间的左端点、右端点或中点，分别为

x i－１，　x i，　 x i－１ ＋ x i

２ ＝ x i－１／２　（１ ≤ i≤ n）．

·２３２· 工科数学分析（上）



记 yi＝ f（x i） ＝ f a ＋ i
b－ a

n
　（i＝ ０，１，…，n），

yi－１／２ ＝ f（x i－１／２） ＝ f a ＋ i－ １２ b－ a
n

　（i＝ １，２，…，n）．
则可以得到三个积分和：

∫b

a
f（x）ｄx ≈∑n

i＝１
f（x i）Δx ＝ b－ a

n ∑
n

i＝１
yi，　 （４．１０．１）

∫b

a
f（x）ｄx ≈∑n

i＝１
f（x i－１）Δx ＝ b－ a

n ∑
n

i＝１
yi－１，　 （４．１０．２）

∫b

a
f（x）ｄx ≈∑n

i＝１
f（x i－１／２）Δx ＝ b－ a

n ∑
n

i＝１
yi－１／２，　 （４．１０．３）

这三个公式分别称为右矩形公式、左矩形公式以及中矩形公式．
从几何意义上看，这些公式都是在每一个区间［x i－１，x i］上用矩形面积来近似代

替曲边梯形的面积（见图 ４．３７）．

图４．３７

　　４．１０．２　梯形法

如果我们在每个小区间［x i－１，x i］上用小梯形近似地代替小曲边梯形（见图

４．３８），就可以得到下面的梯形公式：
∫b

a
f（x）ｄx≈ b－ a

n

１２ （y ０ ＋ y １） ＋ １２ （y １ ＋ y ２） ＋ … ＋ １２ （yn－１ ＋ yn）
＝ b－ a

n

１２ （y ０ ＋ yn） ＋ y １ ＋ y ２ ＋ … ＋ yn－１ ． （４．１０．４）
实际上，这个公式可以看作右矩形公式与左矩形公式相加后除以 ２得到的．可以证明

梯形法的误差为

　∫b

a
f（x）ｄx－b－a

n
１２ （y ０＋yn）＋y １＋y ２＋…＋yn－１ ≤∑n

i＝１
（b－a）３１２n３ M ２

＝（b－a）３
１２n２ M ２，
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图４．３８

其中 M ２ 是│f″（x）│在［a，b］上的 大值．
例 ４．１０．１　试利用梯形公式，计算积分∫１０ｅ－ x ２ｄx

的近似值．
解　将区间［０，１］十等分，分点为

x i＝ i１０　（i＝ ０，１，…，１０），
相应的函数值为　　 yi＝ ｅ－ x

２
i　（i＝ ０，１，…，１０）．

列表如下（由指数函数表可查得 ｅ－ x
２
i的值）：

i ０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０
x i ０ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４ ０．５ ０．６ ０．７ ０．８ ０．９ １
y i １．０００ ００ ０．９９０ ０５ ０．９６０ ７９ ０．９１３ ９３ ０．８５２ １４ ０．７７８ ８０ ０．６９７ ６８ ０．６１２ ６３ ０．５２７ ２９ ０．４４４ ８６ ０．３６７ ８８

　　利用左矩形公式（４．１０．２），得
∫１０ｅ－ x

２ｄx≈ １１０ × （y ０ ＋ y １ ＋ … ＋ y １０）
＝ ０．１× （１ ＋ ０．９９０ ０５ ＋ ０．９６０ ７９ ＋ ０．９１３ ９３ ＋ ０．８５２ １４ ＋ ０．７７８ ８０
　 ＋ ０．６９７ ６８ ＋ ０．６１２ ６３ ＋ ０．５２７ ２９ ＋ ０．４４４ ８６ ＋ ０．３６７ ８８）
＝ ０．７７７ ８２．

利用梯形公式（４．１０．４），得
∫１０ｅ－ x ２ｄx≈ １１０ × y ０ ＋ y １０

２ ＋ y １ ＋ y ２ ＋ … ＋ y ９

＝ ０．１× （０．６８３ ９４ ＋ ０．９９０ ０５ ＋ ０．９６０ ７９ ＋ ０．９１３ ９３ ＋ ０．８５２ １４
　 ＋ ０．７７８ ８０ ＋ ０．６９７ ６８ ＋ ０．６１２ ６３ ＋ ０．５２７ ２９ ＋ ０．４４４ ８６）
＝ ０．１× ７．４６２ １１ ＝ ０．７４６ ２１． □

　　４．１０．３　抛物线法

用梯形法求定积分的近似值，在y＝f（x）在凹曲线时，它偏小；在y＝f（x）为凸曲

线时，它则偏大．若每段改用与它凸性相接近的抛物线来近似时，就可以提高精确度．
现在我们将区间［a，b］作 ２n 等分，分点为

a ＝ x ０ ＜ x １ ＜ … ＜ x ２n ＝ b，　Δx ＝ b－ a２n ．
对应的函数值为

y ０，y １，y ２，…，y ２n

（yi＝ f（x i），i＝ ０，１，…，２n）．
曲线上相应的点为

·４３２· 工科数学分析（上）



P ０，P １，P ２，…，P ２n，
P i＝ （x i，yi），　i＝ ０，１，２，…，２n．

用通过 P ０、P １、P ２ 三点的抛物线（见图 ４．３９）
y ＝ p x

２ ＋ qx ＋ r＝ Q １（x）

图４．３９

来近似代替［x ０，x ２］上的曲线段y＝f（x），然后计算积分：
∫x ２

x ０
Q １（x）ｄx ＝∫x ２

x ０
（p x

２＋qx＋r）ｄx
＝ p３ （x ３２－x

３０）＋ q２ （x ２２－x
２０）＋r（x ２－x ０）

＝x ２－x ０
６ ［（p x

２０＋qx ０＋r）＋（p x
２２＋qx ２＋r）

　＋p （x ０＋x ２）２＋２q（x ０＋x ２）＋４r］．
注意到 x １＝x ０＋x ２

２ ，将它代入上式后整理得

∫x ２
x ０

Q １（x）ｄx＝ x ２ － x ０
６ ［（p x

２０ ＋ qx ０ ＋ r） ＋ ４（p x
２１ ＋ qx １ ＋ r） ＋ （p x

２２ ＋ qx ２ ＋ r）］

＝ x ２ － x ０
６ （y ０ ＋ ４y １ ＋ y ２） ＝ b－ a６n （y ０ ＋ ４y １ ＋ y ２）．

类似地有

∫x ４
x ２

Q ２（x）ｄx ＝ b－ a６n （y ２ ＋ ４y ３ ＋ y ４），
　　┆
∫x ２n

x ２n－２
Q n（x）ｄx ＝ b－ a６n （y ２n－２ ＋ ４y ２n－１ ＋ y ２n）．

将这 n 个积分相加即得 f（x）在［a，b］上的积分的近似值：
∫b

a
f（x）ｄx ≈∑n

i＝１∫x ２i
x ２i－２

Q i（x）ｄx ＝∑n

i＝１
b－ a６n （y ２i－２ ＋ ４y ２i－１ ＋ y ２i）．

即 ∫b

a
f（x）ｄx ≈b－ a６n ［y ０ ＋ y ２n ＋ ４（y １ ＋ y ３ ＋ … ＋ y ２n－１）

＋ ２（y ２ ＋ y ４ ＋ … ＋ y ２n－２）］． （４．１０．５）
称（４．１０．５）式为抛物线形公式，又称为辛卜生（Ｓｉｍｐｓｏｎ）公式．用这个公式求定积分

的近似值，其 大误差可以证明不超过
（b－a）５
１８０n４ M ４，其中 M ４ 是│f （４）x│在［a，b］上的

大值．
例 ４．１０．２　利用辛卜生公式（４．１０．５）计算积分∫１０ｅ－ x

２ｄx（取 n＝５）．
解　∫１０ｅ－ x ２ｄx ≈ １６×５［（y ０＋y １０）＋４（y １＋y ３＋y ５＋y ７＋y ９）＋２（y ２＋y ４＋y ６＋y ８）］
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＝０．１３ ×（１．３６７ ８８＋４×３．７４０ ２７＋２×３．０３７ ９０）
＝０．１３ ×２２．４０４ ７６＝０．７４６ ８３．

习　题　４．１０
１．利用中矩形公式计算积分∫２１ ｄxx 的近似值（取n＝１０）．
２．利用梯形公式计算积分∫１０ ｄx１＋x

２的近似值（取n＝１０）．
３．利用辛卜生公式计算上题积分的近似值，取n＝６．

答案与提示

１．０．６９２ ８４．
２．０．７８５ ０．
３．０．７８５ ４．

总 习 题 （４）
１．是非题：
（１） 若f（x）、g（x）∈C ［a，b］，且f（x）＜g（x），则当a＜b 时，必有∫b

a
f（x）ｄx＜∫b

a
g（x）ｄx．

（２） 若f（x）的某个原函数为常数，则f（x）≡０．
（３） 一切初等函数在其定义区间上都有原函数．
（４） 若f（x）在某一区间内不连续，则在这个区间内f（x）必无原函数．
（５） 定积分∫b

a
f（x）ｄx 的几何意义为：介于函数f（x）的曲线，x 轴与x＝a、x＝b 之间的曲边梯形

的面积．
（６） 若∫b

a
f（x）ｄx＝０，则在［a，b］上必有f（x）≡０．

（７） 若f（x）与g（x）在［a，b］上都不可积，则f（x）＋g（x）在［a，b］上必定不可积．
（８） 若f（x）在［a，b］上可积，而g（x）在［a，b］上不可积，则f（x）＋g（x）在［a，b］上必定不可积．
（９） 若f（x）在（a，b）内有原函数，则f（x）在［a，b］上必定可积．

２．求下列函数的导数：
（１） ｄｄx∫ x

１
x

ｃｏｓ２tｄt　（x＞０）；　　（２） ｄｄx∫x２

x
ｅ－t２ｄt．

３．求 ｌｉｍ
x→０＋
∫ｓｉｎx０ ｔａｎxｄx
∫ｔａｎx０ ｓｉｎxｄx．

４．估计积分I＝∫２π０ ｄx１０＋３ｃｏｓx的值．
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５．已知f（x）∈C ［０，a］，在（０，a）内可导，且f′（x）＜０．讨论F （x）＝ １
x∫kx

０ f（t）ｄt在（０，a）内的单调性，
其中k＞０为常数．

６．求函数y＝∫x

０（t－１）（t－２）２ｄt的极值．
７．设f（x）∈C ［０，１］，单调减少且取正值，求证：对于满足０＜α＜β＜１的任何α，β，都有β∫α０f（x）ｄx＞
α∫βαf（x）ｄx．

８．设f（x）在［０，１］上可微，且f（１）＝２∫１２０ xf（x）ｄx．试证：愁ξ∈（０，１），使f（ξ）＋ξf′（ξ）＝０．
９．设f′（x）∈C ［a，b］，f（a）＝０，求证（ｍａｘ

a≤x≤b
f（x））２≤（b－a）∫b

a
［f′（x）］２ｄx．

１０．设f（x）∈C ［a，b］，单调增加，求证∫b

a
xf（x）ｄx≥a＋b２∫b

a
f（x）ｄx．

１１．填空题：
（１） 设ｅ－x２是f（x）的一个原函数，且f′（x）连续，则∫xf′（x）ｄx＝ ．
（２） 设f（x）连续，且f（x）＝x＋２∫１０f（t）ｄt，则f（x）＝ ．
（３）∫１２－ １２ ｓｉｎx

x
６＋１＋ ｌｎ２（１－x） ｄx＝ ．

（４） 设f（x）＝ １＋x
２，x＜０，

ｅ－x，x≥０， 则∫３１f（x－２）ｄx＝ ．
（５） 设f（x）＝∫x

１
ｌｎt１＋t
ｄt，其中x＞０，则f（x）＋f

１
x
＝ ．

１２．选择题（四个答案中只有一个是正确的）：
（１） 设f（x）为已知连续函数，I＝t∫s

t

０ f（tx）ｄx，其中t＞０，s＞０，则I 的值（　）．
（Ａ） 依赖于s和t；　　　　　　　　　　　（Ｂ） 依赖于s，t，x；
（Ｃ） 依赖于t和x，不依赖于s； （Ｄ） 依赖于s，不依赖于t．

（２） 设M ＝∫π２－ π２ ｓｉｎx１＋x
２ｃｏｓ４xｄx，N ＝∫π２－ π２ （ｓｉｎ３x＋ｃｏｓ４x）ｄx，

P＝∫π２－ π２ （x ２ｓｉｎ３x－ｃｏｓ４x）ｄx，则有（　）．
（Ａ） N ＜P＜M ；　　（Ｂ） M ＜P＜N ； （Ｃ） N ＜M ＜P ；　　（Ｄ） P＜M ＜N ．

（３） 设f（x）∈C ［a，b］，且f（x）＞０，则∫x

a
f（t）ｄt＋∫x

b

１
f（t）ｄt＝０在开区间（a，b）内的根有（　）．

（Ａ）０个；　（Ｂ）１个；　（Ｃ）２个；　（Ｄ）无穷多个．
（４） 下列广义积分发散的是（　）．
（Ａ）∫１－１ ｄxｓｉｎx；　　　（Ｂ）∫１－１ ｄx

１－x
２ ； （Ｃ）∫＋∞０ ｅ－x

２ｄx；　　（Ｄ）∫＋∞２ ｄx
x ｌｎ２x．

１３．计算下列积分：
（１）∫ xｌｎx（１＋x

２）３／２ｄx； （２）∫１－ｃｏｓx１＋ｃｏｓxｄx； （３）∫x
３ １＋x

２ｄx；
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（４）∫ x
３

（１＋x
３）２ｄx； （５）∫π２－ π２ ｅx

１＋ｅx ｓｉｎ４xｄx； （６）∫１２０ ａｒｃｓｉｎ x

１－x
ｄx；

（７）∫５π－π（ｃｏｓxｃｏｓ２xｃｏｓ４x＋ｓｉｎxｓｉｎ２xｓｉｎ４x）ｄx；
（８）∫１－１ ｄｄx １

１＋２ １x ｄx； （９）∫π２－ π２ ｃｏｔxｄx； （１０）∫２０ ｄx
│x ２－１│．

１４．证明题：
（１） 设 f （x）∈C ［a，b］，求证∫b

a
f （x）ｄx＝∫b

a
f （b＋a－x）ｄx，并由此导出等式∫π０xf （ｓｉｎx）ｄx＝

π２∫π０f（ｓｉｎx）ｄx；
（２） 设f″（x）＞０（x∈［a，b］），求证 １

b－a∫b

a
f（x）ｄx≤f（a）＋f（b）２ ；

（３） 证明∫１x ｄx１＋x
２＝∫１x１ ｄx１＋x

２（x＞０）；
（４） 证明∫a

１
１
x

f（x ２＋a
２

x
２ ）ｄx＝∫a

１
１
x

f x＋a
２

x
ｄx．

１５．试确定常数A ，B ，使得

（１）∫ ｄx（a＋bｃｏｓx）２＝ A ｓｉｎx
a＋bｃｏｓx＋B∫ ｄx

a＋bｃｏｓx（│a│≠│b│）；
（２）∫１－１（x ３－A x＋B ）２ｄx 取 小值．

１６．设f（x）∈C ［a，b］，且f（x）＞０．求证：愁ξ∈［a，b］，使得

∫ξaf（x）ｄx ＝∫b

ξf（x）ｄx ＝ １２∫b

a
f（x）ｄx．

１７．求极限：
（１） ｌｉｍ

n→∞
１p＋２p＋…＋n

p

n
p＋１ （p≥１）；

（２） ｌｉｍ
x→０
∫x

０tf（x ２－t
２）ｄt

x
４ ，其中f（x）在x＝０的某邻域内连续，且f（０）＝０，f′（０）＝１．

１８．设f（x）连续，g（x）＝∫１０f（xt）ｄt，且ｌｉｍ
x→０

f（x）
x
＝A （A 为常数）．求g′（x），并讨论g′（x）在x＝０处

的连续性．
１９．设f（x）∈C ［a，b］（a＜b），且单调增加，又设F （x）＝∫x

a

f（t）
x－a

ｄt，x∈（a，b］．（１） 求 ｌｉｍ
x→a

＋F （x）；
（２） 证明F （x）在（a，b）内单调增加．

２０．设f（x）、g（x）∈C ［－a，a］（a＞０），g（x）为偶函数，f（x）满足f（x）＋f（－x）＝A （A 为常数）．
（１） 证明∫a

－a
f（x）g（x）ｄx＝A∫a

０g（x）ｄx；
（２） 利用（１）的结论求∫π２－π２ │ｓｉｎx│ａｒｃｔａｎｅxｄx．

２１．填空题：
（１） 由曲线y＝ｌｎx 与两直线y＝（ｅ＋１）－x 及y＝０所围成的平面图形的面积是 ．
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（２） 曲线y＝∫x

０ ｓｉｎtｄt（０≤x≤π）的弧长为 ．
（３）质点以速度tｓｉｎt２（ｍ／ｓ）作直线运动，则从时刻t１＝ π２ （ｓ）到时刻t２＝ π（ｓ）内质点所经

过的路程等于 ｍ．
（４）岸边有一小帆船，一阵风把它沿直线方向吹出π（ｍ）．已知帆船离岸边x（ｍ）时，帆上所受的

风力为１００ｓｉｎx（Ｎ），则阵风对帆船所作的功为 ．
２２．选择题（四个答案中只有一个是正确的）：
（１） 双纽线（x ２＋y

２）２＝x
２－y

２ 所围成的区域面积可用定积分表示为（　）．
（Ａ） ２∫π／４０ ｃｏｓ２θｄθ；　（Ｂ） ４∫π／４０ ｃｏｓ２θｄθ；　（Ｃ） ２∫π／４０ ｃｏｓ２θｄθ；　（Ｄ） １２∫π／４０ ｃｏｓ２２θｄθ．

（２） 曲线y＝ｅ－x与直线y＝０之间位于第一象限内的平面图形绕x 轴旋转，所产生的旋转体体

积为（　）．
（Ａ） １２ ； （Ｂ） ∞； （Ｃ） π； （Ｄ） π２ ．

（３） 由曲线y
２＝２px 和x

２＝２py 围成的图形的重心坐标为（　）．
（Ａ） ０， ９１０p ； （Ｂ） ９１０p， ９１０p ； （Ｃ） ９１０p，０ ； （Ｄ） （p，p）．

（４）记椭圆x＝aｃｏｓt，y＝bｓｉｎt的周长为s１，正弦曲线y＝ a
２－b

２ｓｉｎ x
b
的一个周期上的弧长为

s２，则（　）．
（Ａ）s１＜s２； （Ｂ）s１＞s２；
（Ｃ）s１＝s２； （Ｄ）以上答案都不正确．

（５） 平面区域y≤ １＋x
２，０≤x≤１绕y 轴旋转所成旋转体的体积为（　）．

（Ａ） π∫２
１ （y２－１）ｄy； （Ｂ） ２ π－π∫２

１ （y２－１）ｄy；
（Ｃ） π∫１０（１＋x

２）ｄx； （Ｄ） ２ π－π∫１０（１＋x
２）ｄx．

２３．问当a 在 ０， π２ 内取何值时，曲线y＝ｓｉｎ（x－a）（０≤x≤ π２ ）与x 轴、y 轴及直线x＝ π２ 所围图

形的面积 小，并求此 小面积．
２４．设由y＝ １

x
２ ，y＝０，x＝１，x＝２所围成的曲边梯形被直线x＝t（１＜t＜２）分成A ，B 两部分，将A ，

B 分别绕直线x＝t旋转，所得旋转体体积分别为V A 和V B．问t为何值时，V A＋V B 小？
２５．若曲线y＝ｃｏｓx（０≤x≤ π２ ）与x 轴、y 轴所围图形面积被曲线y＝aｓｉｎx，y＝bｓｉｎx（a＞b＞０）三

等分，试确定a，b 的值．
２６．一抛物线的轴平行于x 轴，开口向左，且通过原点及点（２，１）．求当它与y 轴之间的面积为 小

时的抛物线方程．
２７．设有一圆柱形蓄水桶，它的底半径为R （ｍ），高为H （ｍ），其中蓄满了水．求：
（１） 将水从桶口抽出一半所作的功；
（２） 将水从桶口全部抽出所作的功；
（３） 如果原来桶中只蓄有半桶水，那么将水全部抽出所作的功是多少？
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２８．某水库的水闸是下底为２ ｍ，上底为６ ｍ，高为１０ ｍ 的梯形．则当水灌满时水闸所受的静压力为

多少？
２９．设非负函数y＝f（x）∈C ［０，＋∞），且f（０）＝０．V （t）表示由曲线y＝f（x），直线x＝t（t＞０），y＝
０所围图形绕直线x＝t旋转而成的几何体的体积．试证明ｄ２Vｄt２ ＝２πf（t）．

３０．求由正切曲线y＝ｔａｎx 从x＝０到x＝ π４ 的部分绕x 轴旋转而成的曲面的面积．

答案与提示

１．（１） 是；　（２） 是；　（３） 是；　（４） 非；　（５） 非；　（６） 非；　（７） 非；　（８） 是；　（９） 非．
２．（１） １

２ x
ｃｏｓx＋ １

x
２ ｃｏｓ １

x
２ ；　（２） ２xｅ－x４－ｅ－x２．

３．１．
４．２π１３≤I≤２π７ ．
６．有极小值－１７１２．
７．利用积分中值定理．
８．利用积分中值定理和罗尔定理．
９．注意到f（x）＝∫x

a
f  （t）ｄt，并利用柯西唱许瓦兹不等式．

１０．将b 换成t，用微分学的方法证明不等式．
１１．（１） －２x ２ｅ－x

２－ｅ－x
２＋C ；　（２） x－１；　（３） ３２ ｌｎ３－２ｌｎ２；　（４） ７３ － １ｅ ；　（５） １２ ｌｎ２x．

１２．（１） （Ｄ）；　（２） （Ｄ）；　（３） （Ｂ）；　（４）（Ａ）．
１３．（１） － ｌｎx

１＋x
２＋ｌｎ １＋x

２－１
x

＋C ；　（２） ２ｔａｎ x２ －x＋C ；
（３） １１５（３x ４＋x

２－２） １＋x
２＋C ；

（４） － x３（１＋x
３）＋ １１８ｌｎ （１＋x）２１－x＋x

２＋ ３９ ａｒｃｔａｎ ２x－１３ ＋C ；　（５） ３π１６；

（６） ２ － ２４ π；　（７） ０；　（８） ２３ ；　（９） 发散；　（１０） π２ ＋ｌｎ（２＋ ３ ）．
１５．（１） A＝ b

b
２－a

２，B＝ a
a
２－b

２；　（２） A＝ ３５ ，B＝０．
１７．（１） １

p＋１；　（２） １４ ．
１８．g  （x） ＝ １

x
２ ［xf（x） －∫x

０f（u）ｄu］，g  （０） ＝ A２ ，g  （x）在 x ＝ ０处连续．
１９．（１） f（a）．
２０．（１） 利用换元法；　（２） 取f（x）＝ａｒｃｔａｎｅx，g（x）＝│ｓｉｎx│，a＝ π２ ，积分＝ π２ ．
２１．（１） ３２ ；　（２） ４；　（３） １２ ；　（４） ２００ Ｊ．

·０４２· 工科数学分析（上）



２２．（１） （Ａ）；　（２） （Ｄ）；　（３） （Ｂ）；　（４） （Ｃ）；　（５） （Ｂ）．
２３．π４ ，２－ ２ ．
２４．４３ ．
２５．a＝ ４３ ，b＝ ５１２．
２６．x＝６y－４y２（提示：设方程为x＝ay

２＋by＋c）．
２７．（１） １８ gπR ２H ２（Ｊ）；　（２） １２ gπR ２H ２（Ｊ）；　（３） ３８ gπR ２H ２（Ｊ）．
２８．５００３ ．
２９．提示：V （t）＝∫t

０２π（t－ x）f（x）ｄx ．
３０．π（ ５ － ２ ）＋πｌｎ ２（ ２ ＋１）

５ ＋１ ．
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第 ５ 章　微 分 方 程

　　我们在第３章中由函数的变化率引进了导数，而在第４章中我们又看到了如何利

用定积分由导数求出原来的函数的总改变量，并且引进了原函数的概念，从导数“还
原”出原来的函数．本章我们将研究一种含有未知函数导数或微分的方程，这样的方

程称为微分方程．并且想从这方程中“还原”出原来的未知函数．
实际上求不定积分∫f（x）ｄx ，就是解微分方程

ｄyｄx ＝ f（x）．
不过，在这一章里我们要讨论的情况要更一般，比方说，上述方程右端的函数 f 可以

依赖于 y，也可以依赖于 x 和 y．本章将介绍微分方程的基本概念，几种常用的微分方

程的解法，以及某些实际问题中的微分方程．

５．１　微分方程的基本概念

先看两个具体的例子．
例 ５．１．１　一条曲线过点（０，１），且其上任一点（x，y）处的切线斜率为 x，求此曲

线的方程．
解　设所求曲线方程为y＝y（x）．由导数的几何意义知，未知函数y（x）满足关系式

ｄyｄx ＝ x （５．１．１）
以及条件 y│x＝０ ＝ １． （５．１．２）
容易验证函数 y＝x

２

２ ＋C 满足方程（５．１．１），其中 C 是任意常数．把条件（５．１．２）代到

这个函数中去，得 C＝１．于是所求曲线的方程为

y ＝ x
２

２ ＋ １． □
　　例 ５．１．２　设一质量为 m 的物体只受重力作用，由静止自由下落，求物体下落的

距离与时间的关系．
解　如图 ５．１所示建立坐标轴（x 轴），正向朝下，物体开始下落时的位置为坐标

原点．设物体在 t时刻的高度为 x（t），物体开始下落时时间 t＝０，初速度为 ０．
由假设，物体下落时只受重力 F＝m g 的作用．根据牛顿第二定律知，物体运动的

加速度应满足



图５．１

m a ＝ m g．
由导数的物理意义知，速度 v＝ｄxｄt，加速度 a＝ｄ２xｄt２ ．于是得到关系式

ｄ２x
ｄt２ ＝ g． （５．１．３）

这就是距离函数 x（t）应满足的方程．根据假设，x（t）还应满足两个条件：
x│t＝０ ＝ ０，　v ＝ ｄxｄt t＝０ ＝ ０． （５．１．４）

　　将方程（５．１．３）改写成
ｄｄt ｄxｄt ＝g，连续积分两次可求得

x ＝ １２ gt
２ ＋ C １t＋ C ２． （５．１．５）

其中 C １，C ２ 为任意常数．将条件（５．１．４）代入（５．１．５）式，可求得 C １＝C ２＝０．于是，在
本题的假设之下，物体自由下落的规律为

x（t） ＝ １２ gt
２． □

我们注意到，关系式（５．１．１）和（５．１．３）都含有未知函数的导数．一般地，含有未知函

数的导数或微分的方程称为微分方程．在微分方程中，未知函数的导数或微分的 高

阶数称为微分方程的阶．例如方程

ｄyｄt＝ １ － y，　 ｄyｄt＋ y ＝ ｓｉｎt，　（x ２ － y
２）ｄx ＋ （x ２ ＋ y

２）ｄy ＝ ０
是一阶微分方程，而方程

ｄ２y
ｄt２ ＋ a

２ｓｉｎt＝ ０，　y＂＋ y  ２ － y ＝ x

是二阶微分方程．
满足微分方程的函数 y＝y（x）称为微分方程的解．也就是说，若将函数代入微分

方程后，使方程变成恒等式，那么这个函数就是微分方程的解．例如方程
ｄyｄx＝y 有解

y＝ｅx；方程
ｄ２s
ｄt２＋s＝０有解s＝ｃｏｓt和 s＝ｓｉｎt．

如果微分方程的解中所含互相独立的任意常数的个数与微分方程的阶数相同，
则称这样的解为该方程的通解或一般解．两个任意常数互相独立，是指它们不能通过

运算合并成一个．例如，对方程
ｄ２y
ｄt２ ＋y＝０，y＝C １ｃｏｓt＋C ２ｓｉｎt 是方程的通解，而

y＝（C １＋２C ２）ｓｉｎt是方程的解，但不是通解，因为此时的两个任意常数C １ 和C ２ 不是互

相独立的，只要令 C＝C １＋２C ２，就合并成了一个任意常数．微分方程解的图形称为这

个方程的积分曲线．
为了确定通解中的任意常数，需要给出一些条件，这些条件称为定解条件．定解
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条件和微分方程构成定解问题．满足定解问题的解称为特解．像例 ５．１．２ 和例 ５．１．１
中的那种反映运动初始状态或曲线在某一点特定状态的定解条件，称为初始条件．初
始 条件和微分方程构成一类常见的且重要的定解问题——初值问题 （或柯西

（Ｃａｕｃｈｙ）问题）．
例如，一阶微分方程的初值问题

ｄyｄx ＝ f（x，y）， （５．１．５）
y│x＝ x ０ ＝ y ０； （５．１．６）

二阶微分方程的初值问题

ｄ２y
ｄx ２ ＝ f（x，y，y  ）， （５．１．７）
y│x＝ x ０ ＝ y ０，y  │x＝ x ０ ＝ y′０　（y ０，y′０ 是常数）； （５．１．８）

一阶微分方程组的初值问题

ｄyi

ｄx ＝ f i（x，y １，…，yn） （i＝ １，２，…，n）， （５．１．９）
yi│x＝ x ０ ＝ yi０　（i＝ １，２，…，n）； （５．１．１０）

等等．微分方程的特解是一条积分曲线，初值问题（５．１．５）、（５．１．６）的几何意义，就是求

方程（５．１．５）通过（x ０，y ０ ）点的那条积分曲线．而初值问题（５．１．７）、（５．１．８）的几何意

义，则是求方程（５．１．７）通过（x ０，y ０）点且在该点处的切线斜率为y′０ 的那条积分曲线．
例 ５．１．３　验证：函数 x＝C １ｃｏｓωt＋C ２ｓｉｎωt是微分方程

ｄ２x
ｄt２ ＋ ω２x ＝ ０ （５．１．１１）

的解．
解　求出函数的导数：
ｄxｄt＝－ ωC １ｓｉｎωt＋ ωC ２ｃｏｓωt，　 ｄ２xｄt２ ＝－ ω２（C １ｃｏｓωt＋ C ２ｓｉｎωt），

将
ｄ２x
ｄt２ 及 x 的表达式代入方程（５．１．１１），得恒等式

－ ω２（C １ｃｏｓωt＋ C ２ｓｉｎωt） ＋ ω２（C １ｃｏｓωt＋ C ２ｓｉｎωt） ＝ ０．
因此，函数是微分方程（５．１．１１）的解． □

例 ５．１．４　证明 y＝ｅ２x不是二阶微分方程
ｄ２y
ｄx ２＋４y＝０的解．

证　直接计算得出

ｄ２y
ｄx ２ ＋ ４y ＝ ｄ２

ｄx ２ （ｅ２x） ＋ ４ｅ２x ＝ ４ｅ２x ＋ ４ｅ２x ＝ ８ｅ２x，
而 ８ｅ２x是不恒为零的，所以 y＝ｅ２x不是解． □

·４４２· 工科数学分析（上）



习　题　５．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 什么叫微分方程？
（２） 微分方程的阶如何定义？
（３） 什么叫微分方程的通解？ 通解中含多少个任意常数？
（４） 什么叫初值问题？ 什么叫微分方程的特解？

２．证明：对任意常数P ０，函数P （t）＝P ０ｅt 满足微分方程ｄPｄt＝P．
３．设Q＝C ｅkt满足微分方程ｄQｄt＝－０．０３Q ，问C 与k 为何值？
４．设y＝ｃｏｓωt，求ω的值，使y 满足方程ｄ２yｄt２ ＋９y＝０．
５．在下列各题中，利用所给的初始条件确定函数关系中的常数：
（１） x

２－y
２＝C ，y│x＝０＝５；

（２） y＝ｅ２x（C １＋C ２x），y│x＝０＝０，y │x＝０＝１；
（３） y＝C １ｓｉｎ（x－C ２），y│x＝π＝１，y │x＝π＝０．

（Ｂ）
１．将图５．２中各图与下面的描述对应起来：
（１） 餐桌上一杯冰水的温度．
（２） 以一定的利率存入银行５０元后，钱数的变化．
（３） 匀减速行驶的汽车的速度．
（４） 在炼钢炉中加热的一块钢锭拿出炉外自然冷却时的温度变化．

图５．２
２．指出下列给出的函数满足哪个微分方程？
　　（１） y＝２ｓｉｎx； （ａ） ｄyｄx＝－２y；
　　（２） y＝ｓｉｎ２x； （ｂ） ｄyｄx＝２y；
　　（３） y＝ｅ２x； （ｃ） ｄ２yｄx ２＝－y；
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　　（４） y＝ｅ－２x． （ｄ） ｄ２yｄx ２＝－４y．
３．指出下列哪个函数是哪个微分方程的解？
　　（１） y＝ｅx； （ａ） y＂－y＝０；
　　（２） y＝x

３； （ｂ） x
２
y＂＋２xy －２y＝０；

　　（３） y＝ｅ－x； （ｃ） x
２
y＂－６y＝０．

　　（４） y＝x
－２．

４．曲线族常常作为微分方程的解出现．试将下列曲线与微分方程对应起来：
　　（１） y＝xｅkx； （ａ） ｄyｄx＝ y

x
；

　　（２） y＝x
p； （ｂ） ｄyｄx＝yｌｎy

x
；

　　（３） y＝ｅkx； （ｃ） ｄyｄx＝ y
x
１＋ｌｎ y

x
；

　　（４） y＝m x． （ｄ） ｄyｄx＝yｌｎy
x ｌｎx．

５．求抛物线族y＝C １（x－C ２）２ 的微分方程．
答案与提示

（Ａ）
３．k＝－０．０３，C 为任意常数．
４．±３．
５．（１） C＝－２５；　（２） C １＝０，C ２＝１．　（３） C １＝１，C ２＝ π２ ＋２kπ，或C １＝－１，C ２＝－ π２ ＋２kπ．

（Ｂ）
１．（１） （ｃ）；（２） （ｄ）；（３） （ａ）；（４） （ｄ）．
２．（１） （ｃ）；（２） （ｄ）；（３） （ｂ）；（４） （ａ）．
３．（１） （ａ）；（２） （ｃ）；（３） （ａ）；（４） （ｂ）及（ｃ）．
４．（１） （ｃ）；（２） （ｄ）；（３） （ｂ）；（４） （ａ）．
５．２yy＂＝y  ２．

５．２　变量可分离方程及齐次方程

本节研究两类较简单的一阶微分方程的解法．
　　５．２．１　变量可分离方程

如果一阶微分方程

y  ＝ F （x，y） （５．２．１）
能写成

g（y）ｄy ＝ f（x）ｄx， （５．２．２）

·６４２· 工科数学分析（上）



则方程（５．２．１）称为变量可分离方程，这里假设函数 f（x）与 g（y）连续．
设 y＝φ（x）是方程（５．２．１）的解，将它代入（５．２．２）式，得恒等式

g［φ（x）］φ （x）ｄx ＝ f（x）ｄx，
两边积分，得 ∫g（y）ｄy ＝∫f（x）ｄx．
设 G （y）与 F （x）分别为 g（y）与 f（x）的原函数，则有

G （y） ＝ F （x） ＋ C． （５．２．３）
因此方程（５．２．１）的解满足关系式（５．２．３）．反之，若 y＝ψ（x）是由方程（５．２．３）确定

的隐函数，则在 g（y）≠０的条件下，y＝ψ（x）也是方程（５．２．１）的解．这是因为如果把

y＝ψ（x）代入（５．２．３）式，就会使（５．２．３）式成为恒等式，再微分这恒等式得

G  ［ψ（x）］ ·ψ （x） ＝ F  （x）
即 g（y）ｄy ＝ f（x）ｄx．
因此，（５．２．３）式是方程（５．２．１）的隐式通解．

如果要求出满足初始条件 y│x＝ x ０＝y ０ 的特解，则可由方程

∫y

y ０
g（y）ｄy ＝∫x

x ０
f（x）ｄx （５．２．４）

确定．（５．２．４）式是将初始条件代入

∫y

y ０
g（y）ｄy ＝∫x

x ０
f（x）ｄx ＋ C

而得到的．
例 ５．２．１　求微分方程

ｄyｄx ＝－ x
y

（５．２．５）
的通解．

解　先分离变量：　　　　 yｄy ＝－ xｄx，
再积分，得 ∫yｄy ＝－∫xｄx，　 １２ y

２ ＝－ x
２

２ ＋ C １，
后得通解 x

２ ＋ y
２ ＝ C ，

其中 C＝２C １ 为任意常数． □
例 ５．２．２　求解微分方程

ｄyｄx ＝ ky． （５．２．６）
这是一个在实际问题中经常遇到的微分方程．

解　分离变量：　　　　　 １
y
ｄy ＝ kｄx，

积分得 ∫１y ｄy ＝∫kｄx，　ｌｎ│y│＝ kx ＋ C １，
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图５．３

C １ 为任意常数．于是得

│y│＝ ｅkx＋ C １ ＝ ｅkxｅC １ ＝ C ２ｅkx，
其中 C ２＝ｅC １是正的．由此得

y ＝ （± C ２）ｅkx ＝ C ｅkx，
其 中 C＝±C ２ 是任意的非零常数．又因为 y＝０也是微分

方程（５．２．６）的解，所以也可以有 C＝０．注意，y＝０ 这个

解是我们在第一步分离变量时所失掉的一个解（因为我

们用 y 去除方程（５．２．６）的两边）．
总之，我们得到微分方程（５．２．６）的通解是

y ＝ C ｅkx，　C 为任意常数．
因此，微分方程

ｄyｄx＝ky 总是反映某种指数增长（当 k＞０时）或指数衰减（当 k＜０时）
的现象．解曲线的图形如图 ５．３所示． □
　　５．２．２　齐次方程

有些微分方程，看上去并不是变量可分离方程，但是通过适当的变量代换，就可

化成变量可分离方程．这类方程的主要代表就是所谓齐次方程．
形如

ｄyｄx ＝ g
y
x

（５．２．７）
的一阶微分方程，称为齐次方程，其中 g 是连续函数．作变量代换 u＝ y

x
，即 y＝ux，则

ｄyｄx ＝ x
ｄuｄx ＋ u．

将上式代入（５．２．７）式，便得到未知函数 u 所适合的方程

x
ｄuｄx ＋ u ＝ g（u），

亦即

ｄuｄx ＝ g（u） － u
x

． （５．２．８）
这是一个变量可分离方程．若 g（u）－u≠０，则用分离变量法可求出隐式通解

∫ ｄu
g（u） － u

＝ ｌｎ│x│－ ｌｎ│C│，
或 x ＝ C ｅｘｐ∫ ｄu

g（u） － u
，

令∫ ｄu
g（u） － u

＝ φ（u） ，并以
y
x
代替 u，则上式变成

x ＝ C ｅｘｐ φ y

x
． （５．２．９）
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若 g（u）－u≡０，即 g（y／x）≡ y
x
，则方程（５．２．７）的形式为

ｄyｄx ＝ y
x
，

这已经是变量可分离方程了．若g（u）－u 在某值u＝u０ 处为零，而在其他地方不为零，
则直接看出 u＝u０ 是方程（５．２．８）的解，从而 y＝u０x 是方程（５．２．７）的解．此时方程

（５．２．７）除了由（５．２．９）式所确定的一整族解外，还有解y＝u０x，而后者显然不包含在

由（５．２．９）式所表示的那一族解中．
例 ５．２．３　求

ｄyｄx＝ y
x
＋ｔａｎ y

x
的通解．

解　令 y＝ux，代入原方程，得
x
ｄuｄx ＋ u ＝ u ＋ ｔａｎu，

或
ｃｏｓuｄuｓｉｎu

＝ ｄx
x
，

积分之，得 ｌｎ│ｓｉｎu│＝ ｌｎ│x│＋ ｌｎ│C│，
ｓｉｎu ＝ C x．

后得通解 ｓｉｎ y
x
＝C x，　C 为任意常数． □

例 ５．２．４　求解微分方程

（x ＋ y）ｄx － （y － x）ｄy ＝ ０．
　　解　不难看出，这是一个齐次方程．由变换y＝ux，有ｄy＝xｄu＋uｄx，原方程写成

（x ＋ xu）ｄx － （ux － x）（xｄu ＋ uｄx） ＝ ０，
或 （１ ＋ ２u － u

２）ｄx ＋ x（１ － u）ｄu ＝ ０．
分离变量

（１ － u）ｄu１ ＋ ２u － u
２ ＋ ｄx

x
＝ ０，

积分之，得 １２ ｌｎ│１ ＋ ２u － u
２│＋ ｌｎ│x│＝ １２ ｌｎ│C│，

即 x
２（１ ＋ ２u － u

２） ＝ C．
所以通解为 x

２ ＋ ２xy － y
２ ＝ C ，　C 为任意常数． □

　　形状为
ｄyｄx ＝ f

a１x ＋ b１y ＋ c１
a２x ＋ b２y ＋ c２ （５．２．１０）

的方程，可用移动坐标原点于两直线a１x＋b１y＋c１＝０和a２x＋b２y＋c２＝０的交点（x １，
y １）处的方法变为齐次方程．下面的例子说明具体的作法．

例 ５．２．５　求解微分方程
ｄyｄx ＝ x － y ＋ １

x ＋ y － ３．
　　解　由 x－y＋１＝０及 x＋y－３＝０求得 x １＝１，y １＝２，作变换 x＝X ＋１，y＝Y＋
２，则有
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ｄYｄX ＝ X － Y
X ＋ Y

，
利用变量代换 Y＝uX ，可得到变量可分离方程

u ＋ X
ｄuｄX ＝ １ － u１ ＋ u

，
即

（１ ＋ u）ｄu
１ － ２u － u

２ ＝ ｄX
X
，

积分得 － １２ ｌｎ│１ － ２u － u
２│＝ ｌｎ│X │－ １２ ｌｎ│C│，

后得通解 x
２ － ２xy － y

２ ＋ ２x ＋ ６y ＝ C． □
　　５．２．３　增长与衰减模型

（１） 单一群体增长模型

我们来讨论控制某些物种增长的微分方程模型．任何一个物种的群体总是按整

数变化的，物种的群体总数怎么会是时间的可微函数呢？这是因为当给定的一个群体

非常庞大，而且突然增加的只是单一的个体时，那么，这种变化与给定的群体规模相

比是非常微小的．因此，当群体总数很大时，我们可以近似地认为群体总数是随时间

连续地、甚至可微地变化的．这样我们便可以用微分方程建立物种的增长模型．
设 P （t）表示一给定物种在时刻 t的总数，r（t，P ）表示该物种的出生率与死亡率

之差．假定这个物种是孤立的，即不出现净迁出和迁入，则总数的变化率
ｄPｄt就等于

r（t，P ）P．为简单起见，我们假设r 是常数a，即它不随时间或总数而变．于是便得到下

面的控制群体增长的微分方程

ｄPｄt ＝ aP （t），　a 为常数． （５．２．１１）
这个方程关于未知函数 P （t）及其导数 P （t）都是一次的，我们称它是一阶线性方程．
这个方程又称为马尔萨斯（Ｍ ａｌｔｈｕｓ）群体总数增长律．如果物种在 t０ 时刻的总数为

P ０，则 P （t）满足初值问题

ｄPｄt ＝ aP （t），　P （t０） ＝ P ０． （５．２．１２）
由本章 ５．２．１例 ５．２．２知，这个初值问题的解为

P （t） ＝ P ０ ｅa（t－ t０）． （５．２．１３）
所以，任何满足马尔萨斯群体增长规律的物种都随时间指数地增长．下面我们来看看

这个数学模型是否与实际情况相吻合．
据估计，１９６１ 年地球上的人口总数为 ３．０６×１０９，而在过去的十年间，人口总数

以每年 ２％的速率增长．因此，我们有以下的数据：
t０ ＝ １ ９６１， P ０ ＝ ３．０６× １０９，　a ＝ ０．０２．
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于是由公式（５．２．１３）得
P （t） ＝ ３．０６× １０９ · ｅ０．０２（t－１９６１）． （５．２．１４）

利用已有的数据计算之后，发现这个公式估计的 １７８０—１９６１年间的人口总数竟是如

此惊人的准确．地球上的人口总数每 ３５年就翻了一番，而我们的方程预测每 ３４．６年
地球的人口总数将翻一番．为证明这一点，我们注意到地球上人类人口总数在

T＝t－t０ 内翻一番，其中 ｅ０．０２T＝２．在这个等式两边取对数，得 ０．０２T ＝ｌｎ２，故 T ＝
５０ｌｎ２≈３４．６．照此推算下去，方程预测在 ２５１０年，地球上人口总数将是 ２ 千亿，２６３５
年 １万 ８千亿，２６７０年为 ３万 ６千亿．这些都是天文数字，它们的意义是难以评价的．
按照地球的总表面积来推算，到了 ２６７０年，人们只得互相踩着肩膀站成两层了．

所以，看来这个数学模型是不合理的，应该舍弃．但是，这个模型与过去的数据惊

人地一致，也是我们应当考虑的．科学家们经过实验、观测和分析，发现只要群体规模

不很大，这个群体增长的模型还是令人满意的．而当群体异常地庞大时，这个模型就

不会很准确了．因为这个模型没有反映这样的事实，即个体成员相互间要为有限的生

存空间、自然资源以及可以得到的食物而进行竞争．所以，我们必须在原有模型中加

上一个竞争项．因为每单位时间两个成员发生冲突的次数的统计平均值与 P
２ 成正

比，因此这个竞争项可以选为－bP
２，b 是一个常数．于是得到改进的模型

ｄPｄt ＝ aP － bP
２， （５．２．１５）

这个方程称为群体增长的逻辑律，数a 与b 称为群体的生命系数．我们看到，（５．２．１５）
式仍是一个可分离变量的方程，它的解为

∫P

P ０
ｄx

ax － bx
２ ＝∫t

t０
ｄs＝ t－ t０．

经过计算，上式左端的积分

∫P

P ０
ｄx

ax － bx
２ ＝ １

a∫P

P ０
１
x
＋ b

a － bx
ｄx

＝ １
a
ｌｎ P

P ０
a － bP ０
a － bP

，
后得到解的表达式为

P （t） ＝ aP ０
bP ０ ＋ （a － bP ０）ｅ－ a（t－ t０）． （５．２．１６）

不难看出 ｌｉｍ
t→＋∞P （t） ＝ aP ０

bP ０ ＝ a

b
，

这就是说，逻辑律模型对群体的预测是这样的：不论初值怎样，群体规模总是趋于极

限值
a

b
，这个值称为环境的承载量．一些数学生物学家进行了某些实验，或对某国人

口进行预测，发现这个模型在某些场合是适用的，但也有其缺陷．在实际问题中，往往

还有许多复杂的因素需要考虑，比方说，移民、战争对人口增长的影响等等．在这里我
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们就不再深入探究了．
（２） 物体冷却模型

牛顿冷却（或加热）定律是：将温度为T 的物体放入处于常温m 的介质中时，T 的

变化速率正比于 T 与周围介质的温度差．
假定介质足够大，那么，当放入一个较热或较冷的物体时，m 基本上不受影响，实

验证明，这是相当好的近似．
现在我们来考虑一个侦破某刑事案件中的重要问题．假定某人被谋杀了，尸体的

初始温度为３７ ℃，并按牛顿冷却定律冷却下来．假设２小时之后尸体的温度是３５ ℃，
而室温为常温２０ ℃．如果尸体是在下午４点钟被发现的，当时尸体的温度是３０ ℃，试
确定该人被谋杀的时间．

首先，我们令H （t）表示尸体的温度，时间t的单位是小时，从死者被谋杀时算起．
牛顿冷却定律指出，对于某个常数 k，

体温的变化率 ＝ k × （体温 － 室温）．
因此有

ｄHｄt ＝ k（H － ２０）．
比例常数k 的符号如何？ 若温度差是正的（亦即H ＞２０），则H 会下降，故变化率必须

为负．于是 k 应该是负的，所以我们将方程写成

ｄHｄt ＝－ k（H － ２０），对某个 k ＞ ０． （５．２．１７）
这是一个变量可分离方程，解之得

H ＝ B ｅ－ kt＋ ２０，
将初始条件 H （０）＝３７代入，可确定常数 B ：

３７ ＝ B ｅ０ ＋ ２０，　B ＝ １７．
于是有 H （t） ＝ １７ｅ－ kt＋ ２０．

图５．４

　　为确定 k，我们利用 ２ 小时后体温为 ３５℃这个条件，
得

３５ ＝ １７ｅ－ k·２ ＋ ２０，
两边取自然对数：

ｌｎ １５１７ ＝ ｌｎ（ｅ－２k），
即 － ０．１２５ ＝－ ２k，　k≈ ０．０６３．
这样便求出了尸体的温度函数

H （t） ＝ １７ｅ－０．０６３t＋ ２０． （５．２．１８）
很明显，t→＋∞时，H →２０，函数的图形如图 ５．４所示．

要求出尸体温度达到 ３０℃时需要的时间，则将 H ＝３０ 代入解的表达式
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（５．２．１８），并解出 t：
３０ ＝ １７ｅ－０．０６３t＋ ２０　 即 　 １０１７ ＝ ｅ－０．０６３t，

取自然对数，得－０．５３１＝－０．０６３t，于是

t≈ ８．４ （小时）
这样，从下午 ４点钟往回推算，即知死者被谋杀的时间大约是上午 ７点 ３６分．

习　题　５．２
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 变量可分离方程具有什么形状？
（２） 什么叫齐次方程？
（３） 用什么办法将齐次方程化为变量可分离方程？

２．对k＞０求微分方程ｄHｄt＝－k（H －２０）的通解，并且画出k＝１时的解曲线（只需画出任意常数取

某三个值时的解曲线）．
３．求初值问题 ｄPｄt ＝ ２P － ２P t，P│t＝０ ＝ ５的解，并画出其图形．
４．求下列初值问题的解：
　　（１） ｄPｄt＝０．０２P ，P （０）＝２０； （２） ｄyｄx＋ y３ ＝０，y（０）＝１０；
　　（３） ｄyｄx＝２y－４，过点（２，５）； （４） ｄzｄt＝tｅz，过原点；
　　（５） ｄyｄx＝５yx ，y│x＝１＝３； （６） ｄuｄt＝u＋ut

２，u（０）＝５；
　　（７） ｄωｄθ＝θω２ｓｉｎθ２，ω（０）＝１； （８） x（x＋１）ｄyｄx＝y

２，y（１）＝１．
５．求微分方程ｄyｄt＝１－y 的通解，并求适合初始条件y│t－０＝０的特解．
６．求下列齐次方程的通解：
　　（１） x

ｄyｄx＝yｌｎ y
x
； （２） y

２＋x
２ ｄyｄx＝xy

ｄyｄx ；
　　（３） ｄyｄx＝２ y

x
＋ y

x
； （４） （x ２＋y

２）ｄx－xyｄy＝０．
７．求下列初值问题的解：
（１） ｄyｄx＝ x

y
＋ y

x
，y│x＝１＝２；　（２） （x ２＋２xy－y

２）ｄx＋（y２＋２xy－x
２）ｄy＝０，y│x＝１＝１．

（Ｂ）
１．化下列方程为齐次方程，并求出其通解：
（１） ｄyｄx＝y－x－２

x＋y＋４；　　（２） （x－y－１）ｄx＋（４y＋x－１）ｄy＝０．
２ 求下列方程的通解：
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（１） １－y
２＝３x ２yy  ；　　（２） xｄy－yｄx＝ x

２＋y
２ｄx．

３．由曲线上任意一点引法线，它在纵轴上截得线段的长度等于该点到坐标原点的距离，求此曲线

的方程．
４．质量为１ ｋｇ 的质点受外力的作用作直线运动，该力和时间成正比，和质点运动的速度成反比．在

t＝１０ ｓ 时速度为５ ｍ／ｓ，力为４ Ｎ．问从运动开始经过２０ ｓ 后的速度是多少？
５．我们所使用的可耕地面积随着世界人口的增加而增加．令A （t）表示在t年所使用的可耕地的总

公顷数（１ ｈｍ＝１×１０４ｍ２）．
（１） 试解释为什么我们期望A （t）满足微分方程ｄAｄt＝kA 是合理的？ 关于世界人口你作了些什

么假设？ 它与可耕地面积有什么关系？
（２） 在１９５０年，约有１×１０９ｈｍ 的可耕地在使用，到１９８０年则有２×１０９ｈｍ．如果可供使用的可

耕地的总公顷数为３．２×１０９，试问，这些耕地何时被开垦并耕种完（t＝０指１９５０年）？
６．将一只白薯放进２００ ℃的烤炉内，其加热情况服从牛顿加热（或冷却）定律．
（１） 写出白薯的温度函数H （t）所满足的微分方程；
（２） 若白薯放进炉内时的温度是２０℃，求解所得的微分方程；
（３） 假设３０分钟后白薯的温度为１２０℃，试确定牛顿加热定律中的比例常数k．

７．放射性元素由于原子中不断放出微观粒子，它的含量不断减少，称为衰变．由实验知道，放射性

元素镭的衰变率与这时镭的存量成正比（比例系数为k）．设在开始时镭的存量为R ０ 克，求任意

时刻t的含量R （t）．经验材料断定，镭经１６００年后，只余原质量之半，试由此确定比例常数k，并
画出R （t）的图形．

８．设在某一溶液中有两种物质，在反应开始时，两种物质的量分别为a 与b；又设在时刻t，两种物质

已经起反应的量相等，记为x，利用化学反应的基本定律：反应进行的速率与尚未起反应的量的

乘积成正比（比例系数为k）．求变量x 随时间t的变化规律．
９．设质量为m 的炸弹在具有水平初速v０ 而不具有垂直初速的情况下在空气中降落．现在，我们不

研究炸弹在水平方向的位移，而只研究炸弹在重力方向的降落．由实验知，空气的阻力与炸弹下

降的速度平方成正比：R＝μv
２，求炸弹下降的速度与时间的关系．

１０．一曲线通过点（２，０），且其切点和y 轴间的切线段有定长２，求这曲线．
１１．一曲线通过点（２，３），它在两坐标轴间的任意切线段均被切点所平分，求这曲线方程．
１２．求曲线y＝y（x），使它正交于圆心在x 轴上且过原点的任何圆（注：两曲线正交是指在交点处两

曲线的切线互相垂直）．
１３．（落体问题）设跳伞运动员从跳伞塔下落后，所受空气的阻力与速度成正比，运动员离塔时的速

度为零，求运动员下落过程中速度和时间的函数关系．
１４．一电动机开动后，每分钟温度升高１０ ℃，同时将按冷却定律不断散发热量．设电动机安置在一

保持１５ ℃恒温的房间里，求电机温度θ与时间t的函数关系．
答案与提示

（Ａ）
２．H ＝２０＋C ｅ－t．
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３．P＝５ｅ２t－t
２．

４．（１） P＝２０ｅ０．０２t；　（２） y＝１０ｅ－ x３ ；　（３） y＝２＋３ｅ２x－４；　（４） z＝－ｌｎ １－ t
２
２ ；

（５） y＝３x ５；　（６） u＝５ｅt＋ １３ t３；　（７） ω＝ ２１＋ｃｏｓθ２；　（８） １－ １y ＝ｌｎ ２x１＋x
．

５．y＝１－ｅ－t．
６．（１） y＝xｅ１＋C x；　（２） Cy＝ｅ y

x ；　（３） y
x
＝ｌｎ│x│＋C ；　（４） y

２＝x
２（ｌｎx ２＋C ）．

７．（１） y
２＝x

２（ｌｎx ２＋４）；　（２） x
２＋y

２＝x＋y．
（Ｂ）

１．（１） ａｒｃｔａｎ y＋１
x＋３＋ １２ ｌｎ［（x＋３）２＋（y＋１）２］＝C ；　（２） ａｒｃｔａｎ ２y

x－１＋ｌｎ［（x－１）２＋４y２］＝C．
２．（１） １－y

２－ １３x＋C＝０，y＝±１；　（２） y＋ x
２＋y

２＝C x
２ 或y＝ C２ x

２－ １２C ，x＝０．
３．x

２＝C （２y＋C ）．
４．２５ ｍ／ｓ．
５．（１） A＝C ｅkt；　（２） 约到２０００年．
６．（１ ）ｄHｄt＝k（H －２００）；　（２） H ＝－１８０ｅkt＋２００；　（３） k＝－０．０２７．
７．R＝R ０ｅkt，　k＝－０．０００ ４３３．
８．x＝a（１－ｅk（a－b）t）（１－ a

b
ｅk（a－b）t）－１．

９．v＝（ｅ２kgt－１）［k（１＋ｅ２kgt）］－１，k＝ μ
m g
．

１０．y＝碢２ｌｎ x＋ ４－x
２

x
± ４－x

２．
１１．xy＝６．
１２．x

２＋（y－C ）２＝C
２．

１３．v（t）＝m g
k
（１－ｅ－ k

m
t）．

１４．θ（t）＝１５－１０
k
（１－ｅkt）（k＜０）．

５．３　一阶线性微分方程

未知函数及其导数都是线性（即一次方）的一阶微分方程称为一阶线性微分方

程，其一般形状为

ｄyｄx ＋ P （x）y ＝ Q （x）， （５．３．１）
其中 P （x）和 Q （x）是某区间（a，b）上的已知连续函数．
　　５．３．１　线性齐次方程

若方程（５．３．１）中的 Q （x）≡０，则方程（５．３．１）变成
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ｄyｄx ＋ P （x）y ＝ ０， （５．３．２）
称方程（５．３．２）为方程（５．３．１）所对应的线性齐次方程．方程（５．３．２）是变量可分离方

程，分离变量后得

ｄy
y
＝－ P （x）ｄx，

然后积分，得 ｌｎ│y│＝－∫P （x）ｄx ＋ ｌｎ│C│
或 y ＝ C ｅ－∫P （x ）ｄx， （５．３．３）
其中 C 是非零常数，∫P （x）ｄx 表示 P （x）的一个原函数．显然y≡０是方程（５．３．２）的
解，但如果认为 C 也可以取零值的话，则 y＝０ 这个解也包含在表达式（５．３．３）中．因
此，线性齐次方程（５．３．２）的通解为

y ＝ C ｅ－∫P （x ）ｄx． （５．３．４）
如果附加上初始条件 y（x ０）＝y ０，则相应的特解形如

y ＝ y ０ｅ－∫x

x０
P （t）ｄt．

　　５．３．２　线性非齐次方程

当 Q （x）不恒为零时，称方程（５．３．１）为线性非齐次方程．我们用所谓常数变易法

解这个方程．具体作法是：把方程（５．３．１）所对应的（即有相同左端的）齐次方程

（５．３．２）的通解 y＝C ｅ－∫P （x ）ｄx

中的 C 看作是 x 的函数 C （x），试试看让它满足非齐次方

程，其实也就是作变量代换

y ＝ C （x）ｅ－∫P （x ）ｄx，
其中 C （x）是新的未知函数．计算上式的导数，得

ｄyｄx ＝ ｄC （x）ｄx ｅ－∫P （x ）ｄx － C （x）P （x）ｅ－∫P （x ）ｄx，
并代入原非齐次方程（５．３．１），得

ｄC （x）ｄx ｅ－∫P （x ）ｄx － C （x）P （x）ｅ－∫P （x ）ｄx ＋ P （x）C （x）ｅ－∫P （x ）ｄx ＝ Q （x），
或

ｄCｄx ＝ Q （x）ｅ∫P （x ）ｄx，
所以 C （x） ＝∫Q （x）ｅ∫P （x ）ｄxｄx ＋ C．

后得非齐次方程（５．３．１）的通解

y ＝ ｅ－∫P （x ）ｄx∫Q （x）ｅ∫P （x ）ｄxｄx ＋ C ． （５．３．５）
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　　如果通解公式（５．３．５）写成形式

y ＝ C ｅ－∫P （x ）ｄx ＋ ｅ－∫P （x ）ｄx∫Q （x）ｅ∫P （x ）ｄxｄx，
则表明，线性非齐次方程（５．３．１）的通解等于对应齐次方程（５．３．２）的通解 C ｅ－∫P （x ）ｄx

与非齐次方程的一个特解 ｅ－∫P （x ）ｄx∫Q （x）ｅ∫P （x ）ｄxｄx 之和，此特解是在方程（５．３．５）中
令 C＝０而得到的．

我们指出，在具体的例子中，利用繁琐而又难以记忆的公式（５．３．５）是不必要的，
重复上述的常数变易法得到要求的解将容易得多．

例 ５．３．１　求方程
ｄyｄx－ y

x
＝x

２ 的通解．
解　先求对应齐次方程的通解．

ｄyｄx － y
x
＝ ０，　 ｄy

y
＝ ｄx

x
，　ｌｎ│y│＝ ｌｎ│x│＋ ｌｎC ，　y ＝ C x．

然后用常数变易法．令
y ＝ C （x）x，

则
ｄyｄx＝ｄC （x）ｄx · x＋C （x），代入原方程后，得

ｄC （x）ｄx · x ＝ x
２，　 或 　ｄC （x） ＝ xｄx，

积分之，得 C （x） ＝ x
２

２ ＋ C １．
因此通解为 y ＝ C １x ＋ x

３

２ ． □
　　例５．３．２　设有一质量为m 的质点作直线运动，从速度等于零的一瞬间开始受到

一个与运动方向一致、大小与时间成正比（比例系数为 k１ ）的力作用；此外，质点又受

到一个与速度成正比（比例系数为 k２）的阻力作用．试求质点的速度的变化规律．
解　设质点运动的速度为v（t）．据假设，质点受到两个力的作用，一个是k１t，方向

与 v 一致；一个是阻力，其大小为 k２v，方向与 v 相反．从而质点所受外力为

F ＝ k１t－ k２v．
　　根据牛顿第二运动定律，有

F ＝ m a　（a 为加速度）．
因此 v（t）应满足的方程为

m
ｄvｄt＝ k１t－ k２v，

初始条件为 v│t＝０ ＝ ０．
　　我们把方程写成如下形式：
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ｄvｄt＋
k２
m

v ＝ k１
m

t．
先求对应齐次方程的通解，则

ｄvｄt＋
k２
m

v ＝ ０，　v ＝ C ｅ－ k２
m

t．
然后将 v＝C （t）ｅ－

k２
m

t

代入非齐次方程，得
ｄC （t）ｄt ｅ

－ k２
m

t－ k２
m

C （t）ｅ－
k２
m

t＋ k２
m

C （t）ｅ－
k２
m

t＝ k１
m

t，　ｄC （t） ＝ k１
m

tｅ
k２
m

tｄt．
两边积分，得　 C （t） ＝ k１

m∫tｅ
k２
m

tｄt＝ k１
m

· m
k２∫tｄ ｅ

k２
m

t ＝ k１
k２ tｅ

k２
m

t－ k１
k２∫ｅk２

m
tｄt

＝ k１
k２ tｅ

k２
m

t－ k１m
k
２２ ｅ

k２
m

t＋ C １，
因此得非齐次方程的通解

v ＝ k１
k２ t－

k１m
k
２２
＋ C １ｅ－

k２
m

t，
将初始条件 v（０）＝０代入，即得 C １＝k１m

k
２２ ，故质点的速度对时间 t的依赖关系为

v（t） ＝ k１
k２ t－

k１m
k
２２ （１ － ｅ

－ k２
m

t）． □

　　５．３．３　伯努利方程

许多微分方程可通过变量代换化为线性方程，伯努利（Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ）方程

ｄyｄx ＋ P （x）y ＝ Q （x）yn　（n ≠ ０，１） （５．３．６）
就是这类方程中的一种．

将方程（５．３．６）变形为

y
－ n ｄyｄx ＋ P （x）y １－ n ＝ Q （x）， （５．３．７）

作变量代换 y
１－ n＝z，则

ｄzｄx ＝ （１ － n）y－ n ｄyｄx ，
将其代入（５．３．７）式，即得线性方程

ｄzｄx ＋ （１ － n）P （x）z＝ （１ － n）Q （x）． （５．３．８）
　　例 ５．３．３　解方程

ｄyｄx ＝ ４
x

y ＋ x y 　（y ＞ ０，x ≠ ０）．
　　解　这是伯努利方程，n＝ １２ ．令 z＝ y ，则ｄzｄx＝ １２ y

１
２ － １ｄyｄx＝ １２ · １z ｄyｄx ，故原方
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程化为

ｄzｄx － ２
x

z＝ １２ x，
直接利用通解公式（５．３．５），得

z＝ ｅ∫２x ｄx

C ＋∫x２ ｅ
－∫２x ｄxｄx ＝ x

２
C ＋∫x２ · １

x
２ｄx ＝ x

２
C ＋ １２ ｌｎ│x│，

所以 y ＝ x
４

C ＋ １２ ｌｎ│x│
２． □

图５．５

　　 后我们给出电学中的一个微分方程模型来结束

本节．
电容器充电放电模型

如图５．５所示的R C 电路，开始时电容C 上没有电

荷，电容两端的电压为零．把开关Ｋ 合至“１”，电池E 就

对电容 C 充电，电容 C 两端的电压 V C 逐渐升高，经过

相当时间后，电容充电完毕．我们再把开关Ｋ 合至“２”，
这时电容就开始了放电过程．求出充电和放电过程中

电容 C 两端的电压 V C 随时间 t变化的规律．
解　取时间t作自变量，未知函数为电容C 两端的

电压V C （t）．根据闭合回路的基尔霍夫第二定律，电池的电势 E 等于回路中电势降之

和．题中给出的是R C 电路，即有电容C 两端的电压V C 与电阻R 的电势降R I，其中I＝
I（t）是回路中的电流．

按基尔霍夫第二定律可列出方程

E ＝ V C ＋ R I． （５．３．９）
又设电容 C 上的电量为 Q （t），则

I（t） ＝ ｄQ （t）ｄt ＝ ｄｄt（C V C （t）） ＝ C
ｄV C （t）
ｄt ． （５．３．１０）

将（５．３．１０）式代入（５．３．９）式得

R C
ｄV C

ｄt ＋ V C ＝ E ， （５．３．１１）
其中 R 、C 、E 都是已知常数．

方程（５．３．１１）是一阶线性非齐次微分方程．为求 V C ，需给出初始条件．由假设

知，开始把Ｋ 合至“１”时，也就是对C 开始充电时，C 的两端电压V C 应为零．所以初始

条件为

V C （０） ＝ ０． （５．３．１２）
　　初值问题（５．３．１１）、（５．３．１２）的求解我们留作习题． □
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习　题　５．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 什么叫一阶线性微分方程？
（２） 常数变易法的基本思想是什么？
（３） 如何将伯努利方程化为线性方程？

２．求下列微分方程的通解：
　　（１） ｄyｄx＋yｔａｎx＝ｃｏｓx； （２） ｄyｄx－yｃｏｔx＝２xｓｉｎx；
　　（３） （y２－６x）ｄyｄx＋２y＝０； （４） y ＋yｃｏｓx＝ｅ－ｓｉｎx．
３．求下列初值问题的解：
（１） （x＋１）y ＋y＝２ｅ－x，y（１）＝０；　　（２） ｄyｄx－yｔａｎx＝ｓｅｃx，y（０）＝０；
（３） ｄyｄx＋ ３x y＝ ２

x
３ ，y（１）＝１；　　　　（４） y ＋ y

x
＋ｅx＝０，y（１）＝０．

４．设一曲线通过原点，且它在点（x，y）处的切线斜率等于２x＋y．求这曲线方程．
５．求解电容器充电放电模型所产生的初值问题（５．３．１１）、（５．３．１２）．
６．设有一个由电阻R＝１０ Ω、电感L＝２ Ｈ 和电源电压E＝２０ｓｉｎ５t（Ｖ）串联组成的电路．开关Ｋ 合上

后，电路中有电流通过．求电流 I 与时间 t的函数关系．（提示：利用回路电压定律 E＝R I＋
L
ｄIｄt．）

７．（溶液混合问题）一容器内盛有５０ Ｌ 的盐水溶液，其中含有 １０ ｇ 的盐．现将每升含 ２ ｇ 盐的溶液

以每分钟５ Ｌ 的速率注入容器，并不断进行搅拌，使混合液迅速达到均匀，同时混合液以每分钟

３ Ｌ 的速率流出容器．问在任一时刻t容器中含盐量是多少？
（Ｂ）

１．求微分方程的初值问题 y  ｓｅｃ２y ＋ x１ ＋ x
２ ｔａｎy ＝ x，y│x＝０ ＝ ０的解．（提示：作代换z＝ｔａｎy．）

２．求下列微分方程的通解：
（１） xy ＝y（２yｌｎx－１）；　　　（２） y ＝x

３
y
３－xy．

３．已知连续函数f（x）满足条件 f（x） ＝∫３x０ f
t３ ｄt＋ ｅ２x ，求f（x）．

４．设f（x）连续，积分∫１０［f（x） ＋ xf（xt）］ｄt与x 无关，求f（x）．

答案与提示

（Ａ）
２．（１） y＝（x＋C ）ｃｏｓx；　（２） （x ２＋C ）ｓｉｎx；　（３） x＝y

２
２ ＋Cy

３；
（４） y＝（x＋C ）ｅ－ｓｉｎx．
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３．（１） y＝ ２
x＋１（ｅ－１－ｅ－x）；　（２） y＝ xｃｏｓx；　（３） y＝２x－１

x
３ ；　（４） １－x

x
ｅx；

４．y＝２（ｅx－x－１）．
５．V C＝E （１－ｅ－ t

R C ）．
６．I＝ｅ－５t＋ ２ ｓｉｎ（５t－ π４ ） Ａ．
７．x＝－２２ ５００ ２ （５０＋２t）－３／２＋２（５０＋２t）．

（Ｂ）
１．ｔａｎy＝ １３ （１＋x

２－ １
１＋x

２ ）．
２．（１） １

y
＝２（１＋ｌｎx＋C x）；　（２）y－２＝x

２＋１＋C ｅx
２．

３．f（x）＝３ｅ３x－２ｅ２x．
４．f（x）＝C ｅ－x．

５．４　可降阶的高阶方程

本节介绍几类常见的高阶（指二阶及二阶以上）微分方程，它们可以采取逐步降

低方程的阶的方法，即所谓降阶法来求解．
　　５．４．１　y

（n）＝f（x）型方程

假设 f（x）在 a＜x＜b 上连续．将方程写成

ｄｄx y
（n－１） ＝ f（x），

并进行积分，即得　　　　　　　 y
（n－１） ＝∫f（x）ｄx ＋ C １．

同理可得 y
（n－２） ＝∫∫f（x）ｄx ＋ C １ ｄx ＋ C ２．

如此连续积分 n 次，便可得到方程 y
（n）＝f（x）的含有 n 个任意常数的通解．

例 ５．４．１　求微分方程 y碶＝xｅx 的通解．
解　对所给方程连续积分三次，得
y＂＝∫xｅxｄx ＋ C １ ＝ xｅx － ｅx ＋ C １，
y  ＝∫（xｅx － ｅx ＋ C １）ｄx ＋ C ２ ＝ xｅx － ２ｅx ＋ C １x ＋ C ２，
y ＝∫（xｅx － ２ｅx ＋ C １x ＋ C ２）ｄx ＋ C ３ ＝ xｅx － ３ｅx ＋ C １

２ x
２ ＋ C ２x ＋ C ３． □

　　５．４．２　y＂＝f（x，y  ）型方程

这类方程的特点是右端不显含未知函数 y．我们可通过变量代换 p＝y  将方程降
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为一阶方程

ｄpｄx ＝ f（x，p ）．
若这个方程的通解为

p ＝ φ（x，C １），
则由 p＝ｄyｄx ，又得一个一阶微分方程

ｄyｄx ＝ φ（x，C １），
积分之，即得原方程的通解

y ＝∫φ（x，C １）ｄx ＋ C ２．
　　例５．４．２　求微分方程y＂＋２xy  ２＝０且满足初始条件y（０）＝１，y  （０）＝－ １２的解．

解　令 y  ＝p ，则原方程化为

p  ＋ ２xp
２ ＝ ０，

分离变量后积分，得
－ ｄp

p
２ ＝ ２xｄx，　 １

p
＝ x

２ ＋ C １．
将条件 y  （０）＝－ １２代入，得 C １＝－２，故有

y  ＝ １
x
２ － ２．

再积分，得 y ＝∫ ｄx
x
２ － ２ ＋ C ２ ＝ １

２ ２ ｌｎ
x － ２
x ＋ ２ ＋ C ２，

将条件 y（０）＝１代入，得 C ２＝１，故所求特解为

y ＝ １ ＋ １
２ ２ ｌｎ

x － ２
x ＋ ２ 　（│x│≠ ２ ）． □

　　５．４．３　y＂＝f（y，y  ）型方程

这种方程的右端不显含自变量 x，用代换 y  ＝p 可将方程降低一阶．这时我们将

p 看作y 的新的未知函数p＝p （y）．因此，导数y＂应当用新未知函数p （y）对y 的导数

来表示，即
ｄyｄx ＝ p ，　 ｄ２yｄx ２ ＝

ｄpｄx ＝ ｄpｄy · ｄyｄx ＝ p
ｄpｄy．

于是方程 y＂＝f（y，y  ）变成一阶方程

p
ｄpｄy ＝ f（y，p ）．

·２６２· 工科数学分析（上）



若它的通解为 p ＝ y  ＝ φ（y，C １），
则分离变量后积分，得通解

∫ ｄyφ（y，C １） ＝ x ＋ C ２．
　　例 ５．４．３　求解微分方程 yy＂－y  ２＝０．

解　令 y  ＝p ，则 y＂＝p
ｄpｄy．原方程化为

yp
ｄpｄy － p

２ ＝ ０．
若 y≠０，p≠０，则可约去 p 并分离变量，得

ｄp
p
＝ ｄy

y
，

积分之，得 ｌｎ│p│＝ ｌｎ│y│＋ ｌｎ│C １│，
于是 p ＝ C １y，　 即 　y  ＝ C １y．
再分离变量并积分，即得所求通解

ｌｎ│y│＝ C １x ＋ ｌｎ│C ２│，　 或 　y ＝ C ２ｅC １x，
其中 C １，C ２ 是任意常数． □

在本节末尾，我们给出几个可用降阶法求解的实际问题．
例 ５．４．４　质量为 m 的质点受力 F 的作用沿 x 轴作直线运动．设力 F 仅是时间 t

的函数，即F＝F （t）．在开始时刻t＝０时，F （０）＝F ０，随着时间t的增大，此力F 均匀地

减小，直到 t＝T 时，F （T ）＝０．如果开始时质点位于原点，且初速为零，求这质点的运

动规律．
解　令x＝x（t）表示质点在时刻t的位置．根据牛顿第二定律，质点运动的微分方

程为

m
ｄ２x
ｄt２ ＝ F （t）． （５．４．１）

由题设知，力F （t）随t增加而均匀地减小，即F （t）的变化率为常数，故F （t）应为线性函

数

F （t） ＝ a ＋ kt．
由条件 F （０）＝F ０ 及 F （T ）＝０可确定 a＝F ０，k＝－F ０

T
，所以

F （t） ＝ F ０ １ － t
T
．

于是方程（５．４．１）可以写成

ｄ２x
ｄt２ ＝

F ０
m
１ － t

T
， （５．４．２）

初始条件为 x（０） ＝ ０， x  （０） ＝ ０． （５．４．３）
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　　方程（５．４．２）是第一种类型的可降阶方程，连续积分两次，并利用初始条件，可求

得质点的运动规律为

x ＝ F ０
m

t
２

２ － t
３

６T ，　０ ≤ t≤ T． □
　　例 ５．４．５（追线问题）　位于坐标原点的我舰向位于 x 轴上点A （１，０）处的敌舰发

射制导鱼雷，使鱼雷永远对准敌舰．设敌舰以 大速度 v０ 沿平行于 y 轴的直线行驶，
又设鱼雷速度的大小是 ５v０．试求鱼雷的轨迹曲线（追线）方程．

解　设在时刻t，鱼雷航迹上点P 的坐标为（x，y），而敌舰在航线上点Q 处，点Q 的

图５．６

坐标设为（１，Y ）（见图５．６），则Y＝v０t，ｄYｄt＝v０．鱼雷的速

度可按坐标轴方向分解，故有

ｄxｄt
２ ＋ ｄyｄt

２ ＝ ５ ｄYｄt
２，

或 １ ＋ ｄyｄx
２ ＝ ５ ｄYｄx．

又由图 ５．６知
ｄyｄx ＝ Y － y１ － x

，
上式两边对 x 求导，得

ｄYｄx ＝ （１ － x） ｄ２yｄx ２ ，

于是可推得 １ ＋ ｄyｄx
２ ＝ ５（１ － x） ｄ２yｄx ２

或 １ ＋ y  ２ ＝ ５（１ － x）y＂． （５．４．４）
根据题设，t＝０时，x＝０，y＝０，y  ＝０．故初始条件为

y│x＝０ ＝ ０，　y  │x＝０ ＝ ０． （５．４．５）
方程（５．４．４）是第二种类型的可降阶方程，令 y  ＝p ，则y＂＝ｄpｄx ，（５．４．４）式可化为一

阶方程

１ ＋ p
２ ＝ ５（１ － x） ｄpｄx ，　 １５ · ｄx１ － x

＝ ｄp
１ ＋ p

２ ，

两边积分，得 － １５ ｌｎ│１ － x│＝ ｌｎ│p ＋ １ ＋ p
２│＋ ｌｎ│C １│，

即 （１ － x）－ １５ ＝ C １（p ＋ １ ＋ p
２ ）．

由 y  │x＝０＝０可确定 C １＝１，故有

（１ － x）－ １５ ＝ p ＋ １ ＋ p
２ ，

·４６２· 工科数学分析（上）



由此解出 y  ＝ p ＝ １２ ［（１ － x）－ １５ － （１ － x） １５ ］，
再积分，得 y ＝ １２ ５６ （１ － x）６／５ － ５４ （１ － x）４／５ ＋ C ２，
由 y│x＝０＝０可确定 C ２＝ ５２４．所以鱼雷的轨迹曲线方程为

y ＝ １２ ５６ （１ － x）６／５ － ５４ （１ － x）４／５ ＋ ５２４． （５．４．６） □
　　例 ５．４．６　在上半平面求一条（下）凸曲线，其上任一点 P （x，y）处的曲率等于此

曲线在该点的法线段 P Q 长度的倒数（Q 是法线与 x 轴的交点），且曲线在点（１，１）处
的切线与 x 轴平行．

解　这是一个几何应用题．设所求曲线为y＝y（x）．因为它在点P （x，y）处的法线

方程为

Y － y（x） ＝－ １
y  （x）（X － x） （y  ≠ ０），

所以法线与 x 轴的交点为 Q （x＋yy  ，０）．于是

│P Q│＝ （yy  ）２ ＋ y
２ ＝ y １ ＋ y  ２ （y ＞ ０）．

根据题设，y（x）应满足方程

y＂（１ ＋ y  ２）３／２ ＝ １
y １ ＋ y  ２ （５．４．７）

（因曲线下凸，故 y＂＞０），初始条件为

y│x＝１ ＝ １，y  │x＝１ ＝ ０．
将（５．４．７）改写成

yy＂＝ １ ＋ y  ２， （５．４．８）
这是第三种类型的可降阶方程．令 y  ＝p ，则 y＂＝p

ｄpｄy ，代入方程（５．４．８），得
yp
ｄpｄy ＝ １ ＋ p

２，　 pｄp
１ ＋ p

２ ＝ ｄy
y
，

两边积分，并利用条件 y  │x＝１＝０，得
y ＝ １ ＋ p

２ ，
即 y  ＝± y

２ － １，　 ｄy
y
２ － １ ＝± ｄx，

两边积分，并利用条件 y│x＝１＝１，得
ｌｎ（y ＋ y

２ － １） ＝± （x － １）．
因此所求曲线为　　　　　 y ＋ y

２ － １ ＝ ｅ± （x－１），
化简整理得　　　　　　　 y ＝ １２ （ｅx－１ ＋ ｅ－（x－１））． □
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习　题　５．４
（Ａ）

１．求下列各微分方程的通解：
（１） y＂＝x＋ｃｏｓx　　　　（２） y＂＝ １１＋x

２　　　　（３） y＂－y ＝x

（４） y＂＋y  ２＝１ （５） yy＂＋y  ２＝０ （６） y＂＝y  ３＋y ．
２．求解下列初值问题：
（１） y

３
y＂＋１＝０，y（１）＝１，y  （１）＝０．　　　　　　（２） y碶＝ｅ２x，y（１）＝y  （１）＝y＂（１）＝０．

（３） y＂＝３ y ，y（０）＝１，y  （０）＝２． （４） y＂－ｅ２y＝０，y（０）＝０，y  （０）＝１．
（５） yy＂＝２（y  ２－y  ），y（０）＝１，y  （０）＝２． （６） y＂＝ ３x ２１＋x

３y  ，y（０）＝１，y  （０）＝４．
３．求方程yy＂＋y  ２＝１经过点（０，１）且在这一点与直线x＋y＝１相切的积分曲线．
４．求方程xy＂＝y  ｌｎ y 

x
的通解．

５．求方程y＂（１＋y
２）＝２yy  ２ 的通解．

（Ｂ）
１．设物体A 从点（０，１）出发，以速度大小为常数v 沿y 轴正向运动．物体B 从点（－１，０）与A 同时出

发，其速度大小为２v，方向始终指向A．求物体B 的运动微分方程及初始条件．
２．设第一象限内的曲线y＝y（x）对应于０≤x≤a 一段的长等于曲边梯形D＝｛０≤y≤y（x），０≤x≤

a｝的面积，其中a＞０是任意给定的，y（０）＝１，求y（x）．
３．一条均匀柔软不可拉伸的细弦，两端悬起，当载荷沿弧均匀分布时，求弦的平衡状态时的形状．
４．一物体只受地球引力作用，自无穷高处落下，求这个物体落向地面的速度．
５．重量为３００ ｋｇ 的摩托艇以６６ ｍ／ｓ 的初速度直线前进，如果水的阻力与速度成正比，且当速度为

１ ｍ／ｓ 时，阻力为１０ ｋｇ．问经过多少时间艇的速度降为８ ｍ／ｓ？
答案与提示

（Ａ）
１．（１） y＝x

３
６ －ｃｏｓx＋C １x＋C ２；　（２） y＝xａｒｃｔａｎx－ １２ ｌｎ（１＋x

２）＋C １x＋C ２；
（３） y＝C １ｅx－x

２
２ －x＋C ２；　（４） y＝±（x＋ｌｎ│１－C ｅ２x│）＋C １；

（５） y
２＝C １x＋C ２；　（６） y＝ａｒｃｓｉｎ（C ｅx）＋C １．

２．（１） y＝ ２x－x
２；　（２） y＝ １８ ｅ２x＋ ｅ

２
４ x

２－ ｅ２４ x－ ｅ２８ ；　（３） y＝ x２ ＋１
４；

（４） x＝１－ｅ－y；　（５） y＝ｔａｎ（x＋ π４ ）；　（６） y＝x
４＋４x＋１．

３．y＝－x＋１．
４．y＝ １

C １ ｅC １x＋１
x－ １

C １ ＋C ２．
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５．y＝ｔａｎ（C １x＋C ２）．
（Ｂ）

１．x
ｄ２yｄx ２＋ １２ １＋ ｄyｄx

２＝０　y（－１）＝０，y  （－１）＝１．
２．y＝ｃｈx．
３．y＝H

gq
ｃｈ gq（x－C １）

H
＋C ２．

４．v＝ ２R g．
５．约６．４５ ｓ．

５．５　二阶微分方程

　　５．５．１　振动与二阶微分方程

振动这种运动形式在日常生活与工程技术中随处可见，例如，汽车减震器中弹簧

的振动，机床主轴的振动，电路中的电磁振荡，有荷载的横梁的振动等等．本节将导出

描述具有小振幅的质点振动的二阶线性微分方程模型．
（１） 线性振动

图５．７

设有一质量为 m 的小物体，连接在长度为 l 的弹簧

上，弹簧则悬挂在刚性水平支架上（见图５．７）．由力学知

道，弹簧使物体回到平衡位置的弹性恢复力 f （它不包括

在平衡位置时和重力 m g 相平衡的那一部分弹性力）与物

体离开平衡位置的位移 y 成正比，即
f ＝－ ky，

其中 k 为弹簧的弹性系数，负号表示弹性恢复力的方向和

物体位移的方向相反．此外，物体和弹簧可以沉浸在介质（例如油）里，介质阻碍物体

在其中运动．工程人员通常把这种系统称为弹簧唱质量唱阻尼系统，或者称为地震仪．
因为这种系统同用来探测地球表面运动的地震仪在原理上是一样的．

弹簧唱质量唱阻尼系统有很多应用．例如，汽车上的减震器就是一个简单的弹簧唱
质量唱阻尼系统．又如，重炮的炮床也是装在这种系统上，以尽量减小重炮的反冲影

响．
现在我们来建立在外力的作用下，物体 m 运动的微分方程．
物体的平衡位置是物体不受外力而静止悬挂时所处的位置．当平衡时，物体的重

量 m g 正好与弹簧的恢复力相平衡．因此，在物体的平衡位置，弹簧被拉伸的距离为

Δl时，就有

kΔl＝ m g．
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我们用 y＝０表示这个平衡位置，并且把向下的方向取为正向．
设 y（t）表示物体在时刻 t的位置．为了求出 y（t），必须计算作用在物体 m 上的总

力．这个总力是四个分力 W 、R 、D 和 F 之和．下面分别计算．
① 力 W ＝m g 是物体的重量，拉物体向下，这个力是正的，因为向下的方向是 y

的正方向．
② 力R 是弹簧的恢复力，它与弹簧的拉伸或压缩量Δl＋y 成正比．力R 的作用总

是使弹簧恢复到它的自然长度．若Δl＋y＞０，则 R 是负的，于是 R＝－k（Δl＋y）；若
Δl＋y＜０，则 R 是正的，于是 R＝－k（Δl＋y）．在两种情形下，都有

R ＝－ k（Δl＋ y）．
　　③ 力D 是介质作用在物体m 上的阻尼或阻力，这个力作用的方向总是与运动的

方向相反，并且通常与速度
ｄyｄt的大小成正比．因此

D ＝－ C
ｄyｄt．

　　④ 力 F 是作用在物体上的外力，F 若向上则为负，若向下则为正．一般来说，外
力 F 明显地依赖于 t．

根据牛顿第二运动定律，有
m
ｄ２y
ｄt２ ＝ W ＋ R ＋ D ＋ F ＝ m g － k（Δl＋ y） － C

ｄyｄt＋ F （t）
＝－ ky － C

ｄyｄt＋ F （t），
这里用到 m g＝kΔl．因此，物体的位置 y（t）满足二阶线性微分方程

m
ｄ２y
ｄt２ ＋ C

ｄyｄt＋ ky ＝ F （t）． （５．５．１）
我们说这个方程是二阶的，是因为方程中所出现的 高阶导数为二阶导数；说它是线

性的，是因为方程中的未知函数及其导数都是一次（线性）的．
（２） 自由振动

对于无阻尼自由振动的情形，方程（５．５．１）中的阻尼项C
ｄyｄt以及强迫力F （t）均恒

为零，这时，方程（５．５．１）简化为

m
ｄ２y
ｄt２ ＋ ky ＝ ０，

或
ｄ２y
ｄt２ ＋ ω２０y ＝ ０， （５．５．２）

其中ω２０＝ k
m
．

（３） 阻尼自由振动

当考虑阻尼的影响，而没有外力作用时，物体运动的微分方程是
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m
ｄ２y
ｄt２ ＋ C

ｄyｄt＋ ky ＝ ０． （５．５．３）
　　（４） 阻尼强迫振动

如果考虑外力 F （t） ＝ F ０ｃｏｓωt，
则物体运动的微分方程是

m
ｄ２y
ｄt２ ＋ C

ｄyｄt＋ ky ＝ F ０ｃｏｓωt． （５．５．４）
　　（５） 无阻尼强迫振动

若去掉系统中的阻尼，外力项是周期的并具有形式F （t）＝F ０ｃｏｓωt，则物体的运

动微分方程形如

ｄ２y
ｄt２ ＋ ω２０y ＝

F ０
m
ｃｏｓωt，　ω２０ ＝ k

m
． （５．５．５）

这时我们一般对ω＝ω０ 的情形感兴趣，因为这正是所谓的共振情形．
我们看到，上面导出的各种情形的振动微分方程都具有共同的形式：

ｄ２y
ｄx ２ ＋ P （x） ｄyｄx ＋ Q （x）y ＝ f（x）， （５．５．６）

或
ｄ２y
ｄx ２ ＋ P （x） ｄyｄx ＋ Q （x）y ＝ ０． （５．５．７）

　　方程（５．５．６）称为二阶线性微分方程，当 f （x）厨０时，方程称为二阶线性非齐次

方程．而方程（５．５．７）则称为二阶线性齐次微分方程．
于 是方程（５．５．２）和（５．５．３）都是二阶线性齐次微分方程，而方程（５．５．４）和

（５．５．５）都是二阶线性非齐次微分方程．由于方程（５．５．２）～（５．５．５）中的系数都是常

数，所以我们又称它们为二阶常系数线性微分方程．
必须指出，二阶线性微分方程在其他许多科学领域也常常出现，例如电磁振荡、

生物医学以及经济学等等．
对于一般的二阶线性微分方程（５．５．６），我们常常附加以下的初始条件：

y（x ０） ＝ y ０，　y  （x ０） ＝ y  ０， （５．５．８）
公式（５．５．６）、（５．５．８）称为二阶线性微分方程初值问题．
　　５．５．２　合理猜测法

在下面两节中，我们将主要讨论常系数的二阶线性微分方程的解法．在系统地介

绍解法之前，我们在这里先做一个铺垫——介绍求微分方程的合理猜测法．
所谓猜测，是指试探唱验证的方法．也许你觉得这种求解方法不正规、不系统，然

而猜测法是十分重要的．我们先来考察一种 简单的情形，即讨论方程

ｄ２y
ｄx ２ ＋ y ＝ ０ （５．５．９）
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的求解问题．
将方程（５．５．９）写成

ｄ２y
ｄx ２ ＝－ y，

这表明方程的解的二阶导数是这个解再乘上－１．我们已熟悉有两个函数具有这种特性：
y（x） ＝ ｃｏｓx　 与 　y（x） ＝ ｓｉｎx．

将它们代入方程，有
ｄ２（ｃｏｓx）
ｄx ２ ＝－ ｃｏｓx，　 ｄ２（ｓｉｎx）ｄx ２ ＝－ ｓｉｎx，

这样我们便得到了方程（５．５．９）的两个特解．不难验证，对于任意的常数 C ，函数

C ｓｉｎx 与 C ｃｏｓx 也都满足方程．还有，ｓｉｎx＋ｃｏｓx 也是（５．５．９）的解．事实上，任给两

个常数 C １ 与 C ２，函数

y（x） ＝ C １ｓｉｎx ＋ C ２ｃｏｓx （５．５．１０）
是满足方程（５．５．９）的，即

ｄ２
ｄx ２ （C １ｓｉｎx ＋ C ２ｃｏｓx）＝ ｄｄx （C １ｃｏｓx － C ２ｓｉｎx） ＝－ C １ｓｉｎx － C ２ｃｏｓx

＝－ （C １ｓｉｎx ＋ C ２ｃｏｓx）．
可以证明，y（x ）＝C １ｓｉｎx＋C ２ｃｏｓx 就是方程（５．５．９）的通解（我们将在下节给出证

明）．
例 ５．５．１　求方程（５．５．９）在条件

y（０） ＝ y ０，　y  （０） ＝ ０ （５．５．１１）
下的解．

解　方程（５．５．９）的通解形如（５．５．１０）式．由条件（５．５．１１），有
y（０） ＝ C １ｓｉｎ０ ＋ C ２ｃｏｓ０ ＝ C ２ ＝ y ０，

y  （０） ＝ （C １ｃｏｓx － C ２ｓｉｎx）│x＝０ ＝ C １ ＝ ０，
所以初值问题（５．５．９）、（５．５．１１）的解为

y（x） ＝ y ０ｃｏｓx． □
　　例 ５．５．２　求方程

ｄ２y
ｄx ２ ＋ ω２０y ＝ ０ （ω０ ＞ ０） （５．５．１２）

的通解．
解　由于方程（５．５．１２）中出现了ω２０ 这个因子，所以很明显，ｓｉｎx 或 ｃｏｓx 不会满

足方程（５．５．１２）．但是，根据求导数的经验，可以用函数 ｓｉｎω０x 去试探一下，即
ｄ２（ｓｉｎω０x）
ｄx ２ ＝ ｄｄx （ω０ｃｏｓω０x） ＝－ ω２０ｓｉｎω０x，

于是我们看到，ｓｉｎω０x 是方程（５．５．１２）的解．同样我们有把握验证 ｃｏｓω０x 也是方程
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（５．５．１２）的解．这样取这两个函数的线性组合，就得到方程（５．５．１２）的通解：
y ＝ C １ｃｏｓω０x ＋ C ２ｓｉｎω０x，

其中 C １ 和 C ２ 是任意常数．这个振动的周期为

T ＝ ２πω０．
这样的振动称为简谐振动． □

例 ５．５．３　求下列初值问题及边值问题的解：
（１） ｄ２yｄx ２＋４y＝０，y（０）＝１，y  （０）＝－６；
（２） ｄ２yｄx ２＋４y＝０，y（０）＝０，y

π４ ＝２０．
解　（１） 这里ω２０＝４，ω０＝２，故微分方程的通解是

y（x） ＝ C １ｃｏｓ２x ＋ C ２ｓｉｎ２x．
将初始条件代入，则

y（０） ＝ C １ｃｏｓ０ ＋ C ２ｓｉｎ０ ＝ C １ ＝ １，
y  （０） ＝ （－ ２ｓｉｎ２x ＋ ２C ２ｃｏｓ２x）│x＝０ ＝ ２C ２ ＝－ ６，

故 C １＝１，C ２＝－３，从而得到解

y（x） ＝ ｃｏｓ２x － ３ｓｉｎ２x．
　　（２） 边值问题是指这个问题中的定解条件是边界条件，即在某个区间的端点处

给出一定的条件，在这里区间的端点是x＝０，x＝π４ ．将边界条件y（０）＝０，y π４ ＝２０
分别代入通解的表达式，得

y（０） ＝ C １ｃｏｓ０ ＋ C ２ｓｉｎ０ ＝ C １ ＝ ０，
y
π４ ＝ C １ｃｏｓ ２π４ ＋ C ２ｓｉｎ ２π４ ＝ C ２ｓｉｎ２ · π４ ＝ C ２ ＝ ２０，

所以 C １＝０，C ２＝２０，函数

y（x） ＝ ２０ｓｉｎ２x
即为所求之解． □
　　５．５．３　二阶线性微分方程解的结构

下面所讨论的问题将为今后求微分方程的解打下必要的理论基础．在微分方程

中线性方程特别重要，许多实际问题都归结于它．线性微分方程理论已相当成熟，求
解方法也相对完善．这里特以二阶线性微分方程为例说明线性微分方程解的结构理

论．它将指导我们求解各类线性微分方程．
（１） 解的存在、唯一性

关于初值问题
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ｄ２y
ｄx ２ ＋ P （x） ｄyｄx ＋ Q （x）y ＝ f（x）， （５．５．１３）
y（x ０） ＝ y ０，y  （x ０） ＝ y ０ （５．５．１４）

的解，有个基本定理，现不加以证明叙述如下．
定理５．５．１（存在和唯一性定理）　设函数P （x）和Q （x）在开区间（a，b）内连续，则

存在唯一的一个函数 y（x）在区间（a，b）上满足微分方程（５．５．１３），并满足给定的初

始条件（５．５．１４）．特别地，对应齐次微分方程

ｄ２y
ｄx ２ ＋ P （x） ｄyｄx ＋ Q （x）y ＝ ０ （５．５．１５）

满足初始条件 y（x ０）＝０和 y  （x ０）＝０的任何解 y（x）必恒等于零．
（２） 线性微分方程解的结构

为讨论方便，我们把方程（５．５．１５）的左端

y＂＋ P （x）y  ＋ Q （x）y
看作为定义了一个“函数的函数”，即把每一个二阶可导的函数 y，同另一个称为Ｌ［y］
的函数，通过下列关系式联系起来：

Ｌ［y］ ＝ y＂＋ P （x）y  ＋ Q （x）y．
用数学术语来说，Ｌ 是一个作用于函数的映射，在微分方程理论中，习惯把这个映射

叫做算子．也就是把 Ｌ 看成为如下的映射：
Ｌ： y → y＂＋ P （x）y  ＋ Q （x）y．

例如，当 P （x）＝０，Q （x）＝x 时，
Ｌ［y］ ＝ y＂＋ xy．

如果 y（x）＝ｃｏｓx，则
Ｌ［y］ ＝ （ｃｏｓx）＂＋ x（ｃｏｓx） ＝ （x － １）ｃｏｓx；

而如果 y（x）＝x
３，则

Ｌ［y］ ＝ （x ３）＂＋ x（x ３） ＝ x
４ ＋ ６x．

因此，Ｌ 作用于函数 ｃｏｓx 时，其结果是函数（x－１）ｃｏｓx；而 L 作用于 x
３ 的结果是

x
４＋６x．

作用于函数的算子或“函数的函数”的概念，同单变量 x 的函数的概念是类似的，
回忆在区间I 上函数的定义：我们把I 上的每一个数x 与一个新的称为f（x）的数联系

起来．而在这里，我们把每一个二阶可导的函数y 与一个新的称为Ｌ［y］的函数联系起

来．这是一个非常抽象的数学概念，因为在某种意义上，我们是把一个函数完全当作

一个点来处理的．
现在我们来推导算子 Ｌ 的两个重要性质．
性质 ５．５．１　Ｌ［Cy］＝C Ｌ［y］，其中 C 为任意常数．
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证　Ｌ［Cy］＝（Cy）＂＋P （x）（Cy） ＋Q （x）（Cy）＝Cy＂＋C P （x）y  ＋C Q （x）y
＝C ［y＂＋P （x）y  ＋Q （x）y］＝C Ｌ［y］． □

性质 ５．５．２　Ｌ［y １＋y ２］＝Ｌ［y １］＋Ｌ［y ２］．
证　Ｌ［y １＋y ２］＝（y １＋y ２）＂＋P （x）（y １＋y ２） ＋Q （x）（y １＋y ２）

＝y＂１ ＋y＂２ ＋P （x）（y′１＋y′２）＋Q （x）（y １＋y ２）
＝y＂１ ＋P （x）y′１＋Q （x）y １＋y＂２ ＋P （x）y′２＋Q （x）y ２
＝Ｌ［y １］＋Ｌ［y ２］． □

算子 Ｌ 的这两个性质称为 Ｌ 的数乘运算和加法运算，合起来称为线性运算：
Ｌ［C １y １ ＋ C ２y ２］ ＝ C １Ｌ［y １］ ＋ C ２Ｌ［y ２］．

由于Ｌ 满足性质５．５．１、５．５．２，或者说Ｌ 具有线性运算性质，故称Ｌ 为线性算子．更确

切地说，这里的 Ｌ 是一个二阶线性微分算子．
利用性质 ５．５．１、５．５．２立刻可以证明下面的结果．
定理５．５．２（线性叠加原理１）　设y １（x）和y ２（x）是二阶线性齐次方程（５．５．１５）的

两个解，则 y １（x）与 y ２（x）的线性组合

y ＝ C １y １（x） ＋ C ２y ２（x） （５．５．１６）
也是方程（５．５．１５）的解，其中 C １ 与 C ２ 为任意常数．

证明留作习题．
（５．５．１６）式中含有两个任意常数，那么（５．５．１６）式是否就是方程（５．５．１５）的通

解呢？ 我们来看下面一个例子．
例 ５．５．４　考虑微分方程 y＂－y＝０，可以看出

y １ ＝ ｅx，　y ２ ＝ ２ｅx

都是方程的解．于是，对于任意两个独立无关的常数 C １ 与 C ２，
y ＝ C １ｅx ＋ C ２２ｅx ＝ （C １ ＋ ２C ２）ｅx

也是方程的解．这个解只是形式上有两个任意常数，实际上C＝（C １＋２C ２）只是一个

任意常数．因此上述解可写成

y ＝ C ｅx，
只含一个任意常数，所以 y＝C １ｅx＋C ２２ｅx 不能成为方程 y＂－y＝０的通解．

为什么在这里y＝C １y １＋C ２y ２ 不能成为通解呢？原因就在于所找到的两个解ｅx 与

２ｅx 只相差常数倍．如果考虑方程 y＂－y＝０的下面两个解：
y １ ＝ ｅx，　y ２ ＝ ｅ－ x，

由于 ｅx 与 ｅ－ x不是相差常数倍，故
y ＝ C １ｅx ＋ C ２ｅ－ x

含有两个独立的任意常数，所以它是方程 y＂－y＝０的通解． □
一般地，我们引进下面的概念．
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定义 ５．５．１　如果存在常数 k，使得

y １（x） ≡ ky ２（x），
则称 y １（x）与 y ２（x）线性相关；如果对任何常数 k，都有

y １（x） 厨 ky ２（x），
则称 y １（x）与 y ２（x）线性无关．

例如，函数 ｅx 与 ２ｅx 线性相关，而 ｅx 与 ｅ－ x线性无关．
定理 ５．５．３　设 y １（x）与 y ２（x）是二阶线性齐次方程

Ｌ［y］ ＝ ０
的两个线性无关解，则

y ＝ C １y １（x） ＋ C ２y ２（x）
是Ｌ［y］＝０的通解，其中C １、C ２ 为任意常数．我们称线性无关的解y １（x）与y ２（x）为方

程 Ｌ［y］＝０的基础解系．
证　首先，由线性叠加原理 １（定理 ５．５．２）知，y＝C １y １（x）＋C ２y ２（x）是方程Ｌ［y］

＝０的解．其次，由于 y １（x）与 y ２（x）线性无关，因此表示式 y＝C １y １（x）＋C ２y ２（x）中的

C １ 与 C ２ 是两个独立的任意常数，因而是 Ｌ［y］＝０的通解． □
例 ５．５．５　求微分方程 y＂＋y＝０的通解．
解 　我们在上节讲合理猜测法时，已经求出了这个方程的两个解 y １＝ｓｉｎx，y ２＝

ｃｏｓx．显然对任意常数 k，都有

ｃｏｓx 厨 kｓｉｎx，
因此这两个解是线性无关的，它们构成方程 y＂＋y＝０ 的基础解系，因此这个方程的

通解为

y ＝ C １ｓｉｎx ＋ C ２ｃｏｓx．
这就解决了上节遗留下来的问题． □

上面我们对二阶线性齐次微分方程Ｌ［y］＝０的解的性质及通解结构作了比较充

分的讨论，现在转向对二阶线性非齐次方程

Ｌ［y］ ＝ f（x）
的通解结构进行探讨．

定理５．５．４　设y １（x）和y ２（x）是齐次方程Ｌ［y］＝０的两个线性无关解，y倡 （x）是
非齐次方程 Ｌ［y］＝f（x）的一个特解，则

y ＝ C １y １（x） ＋ C ２y ２（x） ＋ y
倡（x）

是非齐次方程 Ｌ［y］＝f（x）的通解．
证　由恒等式 Ｌ［C １y １＋C ２y ２］≡０，Ｌ［y倡］≡f（x）可推得

Ｌ［C １y １ ＋ C ２y ２ ＋ y
倡 ］ ＝ Ｌ［C １y １ ＋ C ２y ２］ ＋ L ［y倡］ ≡ ０ ＋ f（x） ≡ f（x），

因此y＝C １y １＋C ２y ２＋y
倡是方程Ｌ［y］＝f（x）的解，且含有两个独立的任意常数，因而

是 Ｌ［y］＝f（x）的通解． □
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例 ５．５．６　求方程 y＂－y＝x 的通解．
解　直接可以看出，对应齐次方程有两个线性无关解 ｅx 和 ｅ－ x；函数 y

倡＝－x 是

非齐次方程 y＂－y＝x 的一个特解．根据定理 ５．５．４知原方程的通解为

y ＝ C １ｅx ＋ C ２ｅ－ x － x． □
　　 后指出，二阶线性非齐次微分方程的解还有下面的重要性质．

定理 ５．５．５（线性叠加原理 ２）　设 y
倡１ 和 y

倡２ 分别是方程

Ｌ［y］ ＝ f １（x）和 Ｌ［y］ ＝ f ２（x）
的解，则 y

倡１ ＋y
倡２ 是方程

Ｌ［y］ ＝ f １（x） ＋ f ２（x）
的解．

证　由 Ｌ［y倡１ ］≡f １（x）及 Ｌ［y倡２ ］≡f ２（x）得
Ｌ［y倡１ ＋ y

倡２ ］ ＝ Ｌ［y倡１ ］ ＋ Ｌ［y倡２ ］ ≡ f １（x） ＋ f ２（x）． □
　　例 ５．５．７　求 y＂＋y＝x＋ｅx 的通解．

解　例５．５．５已给出对应齐次方程y＂＋y＝０的通解为y＝C １ｓｉｎx＋C ２ｃｏｓx．再分

别考察两个方程

y＂＋ y ＝ x，　y＂＋ y ＝ ｅx．
由视察法可以看出，y倡１ ＝x 和 y

倡２ ＝ １２ ｅx 分别为上述两个方程的解，所以由定理 ５．５．５
得原方程的通解

y ＝ C １ｓｉｎx ＋ C ２ｃｏｓx ＋ x ＋ １２ ｅx． □
　　上面所介绍的关于二阶线性微分方程解的结构的理论，可以推广到高阶线性微

分方程的情形，下面仅作简单的介绍．
首先引进 k 个函数 y １，y ２，…，yk 线性无关的定义．
定义５．５．２　设y １，y ２，…，yk 是定义在区间I 上的k 个函数．如果存在不全为零的

k 个常数 C １，C ２，…，C k，使得橙x∈I，有恒等式

C １y １ ＋ C ２y ２ ＋ …＋ C kyk ≡ ０
成立，则称这 k 个函数在区间 I 上线性相关；否则称为线性无关．

前面关于两个函数给出的定义 ５．５．１是符合于这个一般定义的．
如果令

Ｌ［y］ ＝ y
（n） ＋ a１（x）y （n－１） ＋ … ＋ an（x）y， （５．５．１７）

则前面的定理 ５．５．３和定理 ５．５．４都可以搬到这里来．
定理５．５．６　设y １，y ２，…，yn 是n 阶线性齐次方程Ｌ［y］＝０的n 个线性无关解，则

y ＝ C １y １ ＋ C ２y ２ ＋… ＋ C nyn

是齐次方程 Ｌ［y］＝０的通解，其中 C １，C ２，…，C n 是任意常数．称线性无关的解 y １，y ２，
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…，yn 为方程 Ｌ［y］＝０的基础解系．
定理５．５．７　设y

倡 （x）是n 阶线性非齐次方程Ｌ［y］＝f（x）的一个特解，而Y （x）＝
C １y １＋C ２y ２＋…＋C nyn 是对应齐次方程Ｌ［y］＝０的通解，则

y ＝ Y （x） ＋ y
倡（x） ＝ C １y １ ＋ C ２y ２ ＋ … ＋ C nyn ＋ y

倡 （x）
是非齐次方程 Ｌ［y］＝f（x）的通解．

关于定理 ５．５．５也有相应的推广，此处不再详述．
　　５．５．４　常数变易法

在上面的例５．５．６和例５．５．７中，我们都是通过视察法来求得非齐次方程的特解

的，在本节的末尾，我们给出一个求非齐次方程的特解的一般方法（以二阶线性微分

方程为例），即所谓的常数变易法．
假定已知方程（５．５．１５）的两个线性无关的特解 y １ 和 y ２，则其通解为

C １y １ ＋ C ２y ２．
所谓常数变易法，就是把上式中的C １ 和C ２ 看作自变量x 的函数，即C １（x）和C ２（x），然
后设法确定这两个函数，使得

y
倡 （x） ＝ C １（x）y １ ＋ C ２（x）y ２ （５．５．１８）

是非齐次方程（５．５．１３）的一个特解．
为此，将（５．５．１８）式代入方程（５．５．１３），可以得到 C １ （x）与 C ２ （x）应当满足的一

个条件，现在我们有两个待定函数，所以除这个条件外还要再补充一个条件．由（５．５．
１８）式对 x 求导数，得

ｄy倡ｄx ＝ C １（x）y′１ ＋ C ２（x）y′２ ＋ C′１（x）y １ ＋ C′２（x）y ２．
为简单计，我们补充这样一个条件，即

C′１（x）y １ ＋ C′２（x）y ２ ＝ ０． （５．５．１９）
于是

ｄy倡ｄx ＝ C １（x）y′１ ＋ C ２（x）y′２， （５．５．２０）
ｄ２y倡
ｄx ２ ＝ C １（x）y＂１ ＋ C ２（x）y＂２ ＋ C′１（x）y′１ ＋ C′２（x）y′２． （５．５．２１）

将（５．５．１８）、（５．５．２０）及（５．５．２１）式代入方程（５．５．１３），并注意到 y １、y ２ 是对应齐次

方程的解，就得到

C １（x）y １ ＋ C ２（x）y ２ ＝ f（x）． （５．５．２２）
　　联立方程（５．５．１９）和（５．５．２２），在系数行列式 W ＝ y １ y ２

y １ y ２ ＝y １y ２－y １y ２≠０
时，就可确定 C １（x）和 C ２（x）．通过求积分，即可求得 C １（x）和 C ２（x），将求得的 C １（x）
和 C ２（x）代入（５．５．１８）式，也就求出了非齐次方程（５．５．１３）的一个特解 y

倡．
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例 ５．５．８　求方程 y＂＋y＝ｓｅｃx 的通解．
解　容易求出对应齐次方程有两个线性无关的特解y １＝ｓｉｎx，y ２＝ｃｏｓx．所以对

应齐次方程的通解为 C １ｓｉｎx＋C ２ｃｏｓx．
设非齐次方程的一个特解为

y
倡 ＝ C １（x）ｓｉｎx ＋ C ２（x）ｃｏｓx，

则
ｄy倡ｄx ＝ C １（x）ｃｏｓx － C ２（x）ｓｉｎx ＋ C １（x）ｓｉｎx ＋ C ２（x）ｃｏｓx．

令 C １（x）ｓｉｎx ＋ C ２（x）ｃｏｓx ＝ ０， （５．５．２３）
于是得

ｄ２y倡
ｄx ２ ＝－ C １（x）ｓｉｎx － C ２（x）ｃｏｓx ＋ C １（x）ｃｏｓx － C ２（x）ｓｉｎx．

将
ｄy倡ｄx ，ｄ

２
y
倡

ｄx ２ 代入原方程，得
C １（x）ｃｏｓx － C ２（x）ｓｉｎx ＝ ｓｅｃx， （５．５．２４）

再由方程（５．５．２３）、（５．５．２４）联立解得

C １（x） ＝ １，　C ２（x） ＝－ ｓｉｎxｃｏｓx．
于是可取 C １（x） ＝ x，　C ２（x） ＝ ｌｎ│ｃｏｓx│．
故原方程的一个特解为

y
倡 ＝ xｓｉｎx ＋ ｃｏｓx ｌｎ│ｃｏｓx│，

从而原方程的通解为

y ＝ C １ｓｉｎx ＋ C ２ｃｏｓx ＋ xｓｉｎx ＋ ｃｏｓx ｌｎ│ｃｏｓx│． □
　　如果我们只知道齐次方程（５．５．１５）的一个特解 y １（x），那么由计算的经验，可以

设另一个特解的形式为

y ２ ＝ u（x）y １，
其中 u（x）为待定函数，将上式代入方程（５．５．１５），可得到 u 应满足的方程为

y １u＂＋ （２y １ ＋ P （x）y １）u  ＝ ０．
这是本章 ５．４．２ 中所介绍的高阶方程的可积类型中的不显含未知函数 u 的类型．令
u  ＝p ，u＂＝ｄpｄx ，则方程降阶为一阶线性方程

y １p  ＝－ ［２y  １ ＋ P （x）y １］p ，
分离变量后积分，并只取一个原函数，得

p ＝ u  ＝ １
y
２１
ｅ－∫P （x ）ｄx．

再积分，并且也只取一个原函数，得
u ＝∫１y ２１ ｅ－∫P （x ）ｄxｄx．
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后得 y ２ ＝ y １u ＝ y １∫１y ２１ ｅ－∫P （x ）ｄxｄx． （５．５．２５）
由于

y ２
y １＝u 不为常数，故 y １ 与 y ２ 线性无关，y ２ 就是所求的另一个特解． □
例 ５．５．９　已知方程（１－x

２）y＂－２xy  ＋２y＝０的一个解 y １＝x，求其通解．
解　将方程写成 y＂－ ２x

１ － x
２y  ＋ ２

１ － x
２y ＝ ０，

这里 P （x）＝－２x１－x
２．由公式（５．５．２５），有

y ２（x） ＝ x∫１x ２ ｅ－∫－２x

１－ x ２ｄxｄx ＝ x∫１x ２ · １
１ － x

２ｄx ＝ x
１２ ｌｎ １ ＋ x１ － x

－ １
x
，

所求通解为 y ＝ C １x ＋ C ２x １２ ｌｎ １ ＋ x１ － x
－ １

x
． □

习　题　５．５
（Ａ）

１．回答下列问题

（１） “算子”的含义是什么？ 算子Ｌ 把什么函数变成什么函数？
（２） Ｌ 的线性运算性质是什么？
（３） 什么叫两个函数y１（x）与y２（x）线性相关、线性无关？ 方程Ｌ［y］＝０的基础解系是什么？
（４） 方程Ｌ［y］＝０的通解结构是怎样的？ 何谓线性叠加原理１？
（５） 方程Ｌ［y］＝f（x）的通解结构是怎样的？ 何谓线性叠加原理２？

２．验证y＝２ｃｏｓx＋３ｓｉｎx 是方程y＂＋y＝０的解．
３．设y＝A ｃｏｓαx 是方程y＂＋５y＝０满足条件y  （１）＝３的解，试求A 与α的值．
４．求A 、B 及ω的值，使y＝A ｃｏｓωx＋B ｓｉｎωx 成为边值问题

y＂＋ １６y ＝ ０，　y（０） ＝ ２，　y
π８ ＝ ３

的解．
５．设Ｌ［y］＝y＂－３xy ＋３y，试计算

（１） Ｌ［ｅx］；　（２） Ｌ［ｃｏｓ ３ x］；　（３） Ｌ［x ２＋３x］．
６．下列函数组在其定义区间内哪些是线性无关的？
（１） x，x ２；　　 　 　　　（２） ｃｏｓ２x，ｓｉｎ２x；　　　　（３） x，２x；
（４） ｅαx，ｅβx（α≠β）；　　　（５） ｓｉｎ２x，ｃｏｓxｓｉｎx．

７．用合理猜测法及线性叠加原理２求方程y＂＋y＝３ｅ－x＋２x 的通解．
８．验证y１＝ｅx

２
和y２＝xｅx

２
都是方程y＂－４xy ＋（４x ２－２）y＝０的解，并写出该方程的通解．

９．试证明：由Ｔ ［y］＝∫x

a
t
２
y（t）ｄt定义的算子Ｔ 是线性的，即要证

Ｔ ［C y］ ＝ CＴ ［y］， Ｔ ［y１ ＋ y２］ ＝ Ｔ ［y１］ ＋ Ｔ ［y２］．
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（Ｂ）

图５．８

１．设有一个由电阻R 、自感L 、电容 C 和电源E 串联组成的电

路，其中R 、L 及C 为常数，电源电动势是时间t的函数：E＝
E ｍｓｉｎωt，这里E ｍ 及ω也是常数（见图５．８）．

设电路中的电流为I（t），电容器极板上的电量为Q （t），
两极板间的电压为V C，自感电动势为E L ，由电学知

I＝ ｄQｄt，　V C ＝ Q
C
，　E L ＝－ L

ｄIｄt，
试根据回路电压定律，导出串联电路的振荡方程（即关于V C

的微分方程）．
２．设两个相同的重物一起悬挂在弹簧的一端，如果其中一个

重物坠下，试求另一个重物的运动方程，并用合理猜测法求出方程的通解及特解．
３．试构造线性齐次微分方程，已知它的基础解系如下：
（１） y１＝ｓｉｎx，y２＝ｃｏｓx；　（２） y１＝x，y２＝x

２．
４．已知y１＝ｅx 是线性齐次方程（２x－１）y＂－（２x＋１）y ＋２y＝０的一个解，求此方程的通解．
５．已知y１＝x 是线性齐次方程x

２
y＂－２xy ＋２y＝０的一个解，求线性非齐次方程x

２
y＂－２xy ＋２y

＝２x ３ 的通解．
答案与提示

（Ａ）
３．α＝± ５ ，A＝－ ３ ５

５ｓｉｎ ５ ．
４．A＝２，B＝３，ω＝４．
５．（１） （４－３x）ｅx；　（２） ３ ３ xｓｉｎ ３ x；　（３） ２－３x ２．
６．（１），（２），（４）线性无关；（３），（５）线性相关．
７．y＝C １ｃｏｓx＋C ２ｓｉｎx＋ ３２ ｅ－x＋２x．
８．y＝（C １＋C ２x）ｅx

２．
（Ｂ）

１．ｄ２V Cｄt２ ＋２βｄV Cｄt＋ω２０V C＝E m

L C
ｓｉｎωt，β＝ R２L ，ω０＝ １

L C
．

２．设重物质量为m ，重物处于静止状态时使弹簧伸长a，用x 表示只悬挂一个重物时，在铅直方向上

从平衡位置算起的重物的坐标，则x＝aｃｏｓ g
a

t．
３．（１） y＂＋y＝０；　（２） x

２
y＂－２xy ＋２y＝０．

４．y＝C １ｅx＋C ２（２x＋１）．
５．y＝C １x＋C ２x ２＋x

３．
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５．６　二阶常系数线性微分方程

　　５．６．１　常系数线性齐次微分方程

首先讨论二阶常系数线性齐次微分方程

Ｌ［y］ ＝ y＂＋ p y  ＋ qy ＝ ０ （５．６．１）
的解法，其中 p 和 q 都是常数．

本章 ５．５．３中的定理 ５．５．３告诉我们，只要求出方程（５．６．１）的两个线性无关解

y １ 和y ２，则方程（５．６．１）的通解就是y １ 与y ２ 的线性组合y＝C １y １＋C ２y ２．但遗憾的是这

个定理并未说明如何求出方程（５．６．１）的两个解．所以，我们来尝试作一个合理的猜

测．
我们注意到，如果函数 y（x）的二阶导数加上 y （x ）的一阶导数的 p 倍，再加上

y（x）本身的 q 倍（p 、q 均为常数）之后恒等于零，则 y（x）就是方程（５．６．１）的解．一般

来说，只有当 y（x）、y  （x）和 y＂（x）是“同类型的函数”时，y＂、py  和 qy 这三项才能够

相互抵消．比方说，函数y（x）＝x
３ 决不会是方程（５．６．１）的解，因为６x、３p x

２ 和qx
３ 是

x 的不同次数的多项式，所以不能相互抵消．然而，函数 y（x）＝ｅrx （r 为常数）却具有

这样的性质：y  和 y＂都是 y 的倍数．于是可以猜测，取 y（x）＝ｅrx 作为方程（５．６．１）的
解．计算

Ｌ［ｅrx］ ＝ （ｅrx）＂＋ p （ｅrx） ＋ q（ｅrx） ＝ （r２ ＋ p r＋ q）ｅrx，
于是，当且仅当

r
２ ＋ p r＋ q＝ ０ （５．６．２）

时，y（x）＝ｅrx 是方程（５．６．１）的解．代数方程（５．６．２）称为微分方程（５．６．１）的特征方

程．它的两个根由公式

r１，２ ＝ － p ± p
２ － ４q２

给出，称 r１ 和 r２ 为方程（５．６．１）的特征根．
根据特征根的不同情况，可得方程（５．６．１）的不同特解．
（１） 两个不同的实特征根

这时 p
２－４q＞０，r１≠r２ 是实根．在这种情形，方程（５．６．１）有两个线性无关的特

解

y １ ＝ ｅr１x，　y ２ ＝ ｅr２x，
通解为 y ＝ C １ｅr１x ＋ C ２ｅr２x．
　　（２） 一个二重实特征根

这时p
２－４q＝０，r１＝r２＝r 为二重实根．由特征根只能得到一个特解y １＝ｅrx．我们
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再设法求另一个线性无关的特解 y ２，即要求 y ２ 不是 y １ 的常数倍．为此，令
y ２
y １ ＝ u（x）　 或 　y ２（x） ＝ u（x）ｅrx，

u（x）待定．将 y ２＝u（x）ｅrx代入方程（５．６．１），有
Ｌ［y ２］ ＝Ｌ［u（x）ｅrx］ ＝ （u＂ｅrx ＋ ２ru  ｅrx ＋ r

２
uｅrx） ＋ p （u  ｅrx ＋ ruｅrx） ＋ quｅrx

＝［u＂＋ （２r＋ p ）u  ＋ （r２ ＋ p r＋ q）u］ｅrx ＝ ０，
即 u＂＋ （２r＋ p ）u  ＋ （r２ ＋ p r＋ q）u ＝ ０．
由于r 是特征根，故r

２＋p r＋q＝０；又由于２r 是两根之和，故２r＝－p ，即２r＋p＝０．于
是得

u＂＝ ０．
不妨选取 u＝x，就可得到

y ２ ＝ xｅrx．
　　因此，当 r 为二重实特征根时，方程（５．６．１）有两个线性无关的特解 y １＝ｅrx，y ２＝
xｅrx，通解为

y ＝ （C １ ＋ C ２x）ｅrx．
　　（３） 一对共轭复根

当 p
２－４q＜０时，特征方程（５．６．２）有一对共轭复根

r１ ＝ α＋ ｉβ，　r２ ＝ α－ ｉβ．
相应地，方程（５．６．１）有两个线性无关的特解

y １ ＝ ｅ（α＋ ｉβ）x，　y ２ ＝ ｅ（α－ ｉβ）x．
由于这两个特解中含有虚数 ｉ，对讨论解的物理意义不很方便．下面我们设法将其转

化为实值解的形式．为此，先利用欧拉公式

ｅｉθ ＝ ｃｏｓθ ＋ ｉｓｉｎθ
将 y １ 与 y ２ 改写为

y １ ＝ ｅαx（ｃｏｓβx ＋ ｉｓｉｎβx），　y ２ ＝ ｅαx（ｃｏｓβx － ｉｓｉｎβx）．
再利用线性叠加原理 １即可求出方程（５．６．１）的两个线性无关的实值解

y
珦１ ＝ １２ （y １ ＋ y ２） ＝ ｅαxｃｏｓβx，　y

珦２ ＝ １２ｉ（y １ － y ２） ＝ ｅαx ｓｉｎβx．
于是得到通解

y ＝ C １ｅαxｃｏｓβx ＋ C ２ｅαx ｓｉｎβx．
　　例 ５．６．１　求方程

y＂＋ ５y  ＋ ４y ＝ ０ （５．６．３）
的通解．

解　特征方程r
２＋５r＋４＝０有两个不同的实根r１＝－４和r２＝－１．因此y １＝ｅ－４x

和 y ２＝ｅ－ x构成方程（５．６．３）的基础解系，从而（５．６．３）的通解是
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y １ ＝ C １ｅ－４x ＋ C ２ｅ－ x，　C １ 与 C ２ 为任意常数． □
　　例 ５．６．２　求初值问题

y＂＋ ４y  ＋ ４y ＝ ０，　y（０） ＝ １，　y  （０） ＝ ３ （５．６．４）
的解．

解　特征方程r
２＋４r＋４＝０有两个相等的实根，即二重实根r＝－２，因此方程的

通解为

y ＝ （C １ ＋ C ２x）ｅ－２x，
常数 C １ 和 C ２ 由初始条件确定，即

１ ＝ y（０） ＝ C １，　３ ＝ y  （０） ＝－ ２C １ ＋ C ２，
由此得 C １＝１，C ２＝５，故得

y ＝ （１ ＋ ５x）ｅ－２x． □
　　例 ５．６．３　求方程

y＂＋ y  ＋ ２y ＝ ０ （５．６．５）
的通解．

解　特征方程 r
２＋r＋２＝０有一对共轭复根

r１，２ ＝ － １± ｉ ７２ ，
故通解为

y ＝ ｅ－ x

２ C １ｃｏｓ ７２ x ＋ C ２ｓｉｎ ７２ x ． □
　　下面，我们简述 n 阶常系数线性齐次微分方程

　　　　 y
（n） ＋ a１y （n－１） ＋ a２y （n－２） ＋ … ＋ an－１y  ＋ any ＝ ０ （５．６．６）

的类似结果（证明从略）．
特征方程为

r
n ＋ a１rn－１ ＋ a２rn－２ ＋ … ＋ an－１r＋ an ＝ ０． （５．６．７）

　　① 每一个实特征单根 r，对应一个特解：
ｅrx．

　　② 每一个 k 重实特征根 r，对应 k 个线性无关的特解：
ｅrx，xｅrx，x ２ｅrx，…，x k－１ｅrx．

　　③ 每一对复共轭特征单根α±ｉβ（实系数的代数方程的复根必共轭成对出现），
对应一对线性无关的特解：

ｅαxｃｏｓβx，　ｅαx ｓｉｎβx．
　　④ 每一对 k 重复共轭特征根α±ｉβ，对应 k 对线性无关的特解：

ｅαxｃｏｓβx，　xｅαxｃｏｓβx，　x
２ｅαxｃｏｓβx，　…，　x

k－１ｅαxｃｏｓβx，
ｅαx ｓｉｎβx， xｅαx ｓｉｎβx， x

２ｅαx ｓｉｎβx， …， x
k－１ｅαx ｓｉｎβx．

·２８２· 工科数学分析（上）



　　可以证明，以上所有的特解都线性无关．
例 ５．６．４　求方程

y
（５） ＋ ２y （３） ＋ y  ＝ ０ （５．６．８）

的通解．
解　特征方程为　　　r

５＋２r３＋r＝r（r２＋１）２＝０，
特征根为 r＝ ０（单根），　r＝± ｉ（二重根）．
　　相应的特解为

ｅ０x ＝ １，　ｃｏｓx，　ｓｉｎx，　xｃｏｓx，　xｓｉｎx．
通解为

y ＝ C １ ＋ （C ２ ＋ C ３x）ｃｏｓx ＋ （C ４ ＋ C ５x）ｓｉｎx． □
　　 后，我们用本节的方法来求解本章 ５．５．１中的自由振动方程

ｄ２y
ｄt２ ＋ ω２０y ＝ ０ （５．６．９）

与阻尼自由振动方程

m
ｄ２y
ｄt２ ＋ c

ｄyｄt＋ ky ＝ ０． （５．６．１０）
方程（５．６．９）的特征方程是 r

２＋ω２０＝０，特征根为 r＝±ｉω０，故方程（５．６．９）的通解形如

y ＝ C １ｃｏｓω０t＋ C ２ｓｉｎω０t．
我们看到，这与在本章 ５．５．２中用合理猜测法求出的通解完全一样．利用三角函数的

有关公式，我们可以把上述通解改写成下面的形式：
y ＝ A ｓｉｎ（ω０t＋ φ），

其中 A ＝ C
２１ ＋ C

２２ ，　φ＝ ａｒｃｔａｎ C １
C ２．

A 称为运动的振幅，φ称为运动的相角，T＝２πω０为运动的自然周期，而ω０＝ k
m

称为系

图５．９

统的固有频率．这种简谐振动的图形如图 ５．９所示．
下面考察方程（５．６．１０），特征方程是 m r

２＋cr＋k＝０，它的根为

r１，２ ＝ － c ± c
２ － ４km２m ．

分三种情形讨论．
① c

２ － ４km ＞０．这时 r１ 与 r２ 都是负的，方程

（５．６．１０）的通解形如

y（t） ＝ C １ｅr１t＋ C ２ｅr２t． （５．６．１１）
　　② c

２－４km ＝０．这时（５．６．１０）的通解形如

y（t） ＝ （C １ ＋ C ２t）ｅ－ c

２m
t． （５．６．１２）
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　　③ c
２－４km ＜０．这时（５．６．１０）的通解形如

y（t） ＝ ｅ－ c

２m
t（C １ｃｏｓμt＋ C ２ｓｉｎμt）， （５．６．１３）

其中μ＝ ４km －c
２／（２m ）．

情形③是小阻尼情形，将（５．６．１３）改写成

y（t） ＝ A ｅ－ c

２m
tｓｉｎ（μt＋ φ），

位移 y 在曲线 y＝±A ｅ－ ct／（２m ）之间摆动，因此它表示一条振幅逐渐衰减的正弦曲线

（见图 ５．１０），物体的运动周期 T＝２πμ．物体将随时间 t的增大而趋于平衡位置．

图５．１０

前两种情形分别称为超阻尼和临界阻尼．由表达

式（５．６．１１）和（５．６．１２）可见，物体都随时间 t的增大

而趋于平衡位置．
现在我们看到，如果在系统中存在阻尼，则物体

的运动 终总会消失．换句话说，系统的任何初始振

动都将被系统中存在的阻尼消耗尽．这就是机械系统

中广泛采用弹簧唱质量唱阻尼系统的原因之一：弹簧减

震系统能够用来消灭任何有害的扰动．
　　５．６．２　常系数线性非齐次微分方程

下面讨论形如

Ｌ［y］ ＝ y＂＋ p y  ＋ qy ＝ f（x） （５．６．１４）
的二阶常系数线性非齐次微分方程的解法．由本章 ５．５．３ 中的定理５．５．４知，非齐次

微分方程（５．６．１４）的通解等于对应齐次微分方程

Ｌ［y］ ＝ y＂＋ p y  ＋ qy ＝ ０ （５．６．１５）
的通解加上方程（５．６．１４）的一个特解．齐次微分方程（５．６．１５）的通解我们已经会求

了，现在的问题是怎样求方程（５．６．１４）的特解．我们只介绍 f （x）取两种常见形式时

求特解y
倡的方法，这种方法的特点是不用积分就可求出y

倡来，称之为待定系数法．下
面分别介绍．

（１） f（x）＝ｅλx P m （x）
这里λ是常数，P m （x）是 x 的 m 次多项式：

P m （x） ＝ a０x m ＋ a１x m －１ ＋ … ＋ am －１x ＋ am．
　　我们知道，指数函数与多项式乘积的导数，其形式仍为指数函数与多项式的乘

积．因此，运用合理猜测法，可以猜想所求的特解 y
倡具有如下的形式：

y
倡 ＝ ｅλx Q （x），　Q （x）是某多项式．

　　我们把这个 y
倡代到方程（５．６．１４）中试探一下，有
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Ｌ［y倡］ ＝Ｌ［ｅλx Q （x）］ ＝ （ｅλx Q （x））＂＋ p （ｅλx Q （x）） ＋ q（ｅλx Q （x））
＝ｅλx［Q＂（x） ＋ （２λ＋ p ）Q  （x） ＋ （λ２ ＋ pλ＋ q）Q （x）］
≡ｅλx P m （x），

即得

Q＂（x） ＋ （２λ＋ p ）Q  （x） ＋ （λ２ ＋ pλ＋ q）Q （x） ≡ P m （x）． （５．６．１６）
下面分三种情况进行讨论．

① λ不是特征方程r
２＋p r＋q＝０的根，则λ２＋pλ＋q≠０，由于P m （x）是一个m 次

多项式，要使恒等式（５．６．１６）成立，我们可以取 Q （x）为另一个 m 次多项式：
Q （x） ＝ Q m （x） ＝ b０x m ＋ b１x m －１ ＋ … ＋ bm －１x ＋ bm．

将它代入（５．６．１６）式，并比较两端x 同次幂的系数，就得到以b０，b１，…，bm 为未知数的

m ＋１ 个方程的联立方程组，由此便可确定系数 b０，b１，…，bm．这样便求得方程

（５．６．１４）的一个特解

y
倡 ＝ ｅλx Q m （x）．

　　② λ是特征方程 r
２＋p r＋q＝０ 的单根，则λ２＋pλ＋q＝０，但 ２λ＋p≠０．这时，

Q  （x）必须为 m 次多项式才能使（５．６．１６）式成立．故取

Q （x） ＝ xQ m （x），
这时同样用比较系数的方法来确定 Q m （x）的系数 b０，b１，…，bm．

③ λ是特征方程 r
２＋p r＋q＝０的重根，则λ２＋pλ＋q＝０且２λ＋p＝０．因此，要使

（５．６．１６）式成立，必须 Q＂（x）为 m 次多项式．故取

Q （x） ＝ x
２
Q m （x），

并用同样的方法确定 Q m （x）中的系数．
总之，当非齐次微分方程（５．６．１４）的右端函数f（x）＝ｅλx P m （x）时，方程（５．６．１４）

有形如

y
倡 ＝ x

kｅλx Q m （x） （５．６．１７）
的特解，其中 Q m （x）是与 P m （x）同次的多项式，而 k 按λ不是特征方程的根、是特征方

程的单根或是特征方程的重根依次取为 ０，１，２．
例 ５．６．５　求微分方程 y＂＋y＝２x ２－３的一个特解．
解　这是二阶常系数线性非齐次方程，右端函数f（x）＝２x ２－３，是 ｅλx P m （x）型

的，其中λ＝０，P ２（x）＝２x ２－３．对应的齐次方程为 y＂＋y＝０，其特征方程为

r
２ ＋ １ ＝ ０，

特征根为 r＝±ｉ．所以λ＝０不是特征根．令特解为

y
倡 ＝ b０x ２ ＋ b１x ＋ b２．

代入原方程，得 ２b０＋b０x ２＋b１x＋b２≡２x ２－３，
即 b０x ２ ＋ b１x ＋ （２b０ ＋ b２） ≡ ２x ２ － ３，
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比较 x 的同次幂系数，得
b０ ＝ ２，
b１ ＝ ０，
２b０ ＋ b２ ＝－ ３，

　 解得

b０ ＝ ２，
b１ ＝ ０，
b２ ＝－ ７，

因此特解为 y
倡 ＝ ２x ２ － ７． □

　　例 ５．６．６　求 y＂－y＝２xｅx 的通解．
解　特征方程为 r

２－１＝０，特征根为 r１＝１，r２＝－１，f（x）＝２xｅx，其中λ＝１是特

征方程的单根，P １（x）＝２x 为一次多项式．故设

y
倡 ＝ xｅx（b０x ＋ b１）．

将其代入原方程，得 ４b０x ＋ ２（b０ ＋ b１） ≡ ２x，
比较两端 x 的同次幂系数，得

４b０ ＝ ２，　２（b０ ＋ b１） ＝ ０，
解得 b０ ＝ １２ ，　b１ ＝－ １２ ．
所以 y

倡＝ １２ （x ２－x）ｅx，原方程的通解为

y ＝ C １ｅx ＋ C ２ｅ－ x ＋ １２ （x ２ － x）ｅx． □
　　（２） f（x）＝ｅλx［P m （x）ｃｏｓωx＋Q m （x）ｓｉｎωx］

这里多项式P m （x）与Q m （x）中有一个是m 次的，而另一个不超过m 次．利用欧拉

公式 ｅｉθ＝ｃｏｓθ＋ｉｓｉｎθ，把三角函数变成指数函数的形式，则 f（x）的形状变为

f（x） ＝ ｅ（λ＋ ｉω）x
R m （x） ＋ ｅ（λ－ ｉω）x

T m （x）， （５．６．１８）
其中R m （x）与T m （x）都是m 次多项式．于是对f（x）的每一项都可应用前面的规则，即
若 λ＋ｉω不是特征方程的根，那么就可以求形如（５．６．１８）式的特解；若λ＋ｉω是特征

方程的根，那么特解就还要乘上一个因子 x．
若再回到三角函数，那么这个规则可以叙述如下．
① 若λ＋ｉω不是特征方程的根，则应当求形如

y
倡 ＝ ｅλx［R （１）

m （x）ｃｏｓωx ＋ R
（２）
m （x）ｓｉｎωx］

的特解，其中 R
（１）
m （x）与 R

（２）
m （x）是系数待定的 m 次多项式．

② 若λ＋ｉω是特征方程的根，则应当求形如

y
倡 ＝ xｅλx［R （１）

m （x）ｃｏｓωx ＋ R
（２）
m （x）ｓｉｎωx］

的特解．
例 ５．６．７　求 y＂＋４y  ＋４y＝ｃｏｓ２x 的一个特解．
解　特征方程为 r

２＋４r＋４＝０，所以在这里λ＋ｉω＝０＋ｉ２不是特征根，故应当求

形如
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y
倡 ＝ A ｃｏｓ２x ＋ B ｓｉｎ２x

的特解．将 y
倡代入原方程，得
（－ ４A ｃｏｓ２x － ４B ｓｉｎ２x） ＋ ４（－ ２A ｓｉｎ２x ＋ ２B ｃｏｓ２x）

＋４（A ｃｏｓ２x ＋ B ｓｉｎ２x） ≡ ｃｏｓ２x，
即 ８B ｃｏｓ２x － ８A ｓｉｎ２x ≡ ｃｏｓ２x，
比较两端同类项系数，得 ８B ＝ １， － ８A ＝ ０，
即 A＝０，B＝ １８ ．所以特解为

y
倡 ＝ １８ ｓｉｎ２x． □

　　例 ５．６．８　考虑本章 ５．５．２中的无阻尼强迫振动方程

ｄ２y
ｄt２ ＋ ω２０y ＝

F ０
m
ｃｏｓωt， （５．６．１９）

求这个方程的通解．
解　对应齐次方程为

ｄ２y
ｄt２ ＋ ω２０y ＝ ０，

它的通解是 y＝C １ｃｏｓω０t＋C ２ｓｉｎω０t．
我们感兴趣的是ω＝ω０ 的情形，即当外力的频率等于系统的固有频率时的情形，

这种情形称为共振．这时物体的运动微分方程是

ｄ２y
ｄt２ ＋ ω２０y ＝

F ０
m
ｃｏｓω０t． （５．６．２０）

由于±ｉω０ 是特征根，因此方程（５．６．２０）有形如

y
倡 ＝ A tｃｏｓω０t＋ B tｓｉｎω０t

的特解．将它代入方程（５．６．２０），得
（－ ２ω０A ｓｉｎω０t＋ ２ω０B ｃｏｓω０t－ ω２０A tｃｏｓω０t
－ ω２０B tｓｉｎω０t） ＋ ω２０（A tｃｏｓω０t＋ B tｓｉｎω０t）
＝－ ２ω０A ｓｉｎω０t＋ ２ω０B ｃｏｓω０t≡ F ０

m
ｃｏｓω０t，

比较两端同类项的系数，得 A＝０，　B＝ F ０
２m ω０，

所以特解为 y
倡 ＝ F ０

２m ω０tｓｉｎω０t，
从而方程（５．６．２０）的通解为

y ＝ C １ｃｏｓω０t＋ C ２ｓｉｎω０t＋ F ０
２m ω０tｓｉｎω０t． （５．６．２１）

　　我们看到，（５．６．２１）式中前两项为周期函数之和，仍为周期函数．但是第三项则

表示振幅不断增长的振动，如图 ５．１１ 所示．因此，如果外力项 F ０ｃｏｓωt与系统的固有
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图５．１１

频率处于共振状态，则它将会引起无限增长的振

动．这种现象曾经使得 １８３１ 年英国曼彻斯特附近

的布劳顿吊桥倒塌．当时一队士兵以整齐的步伐

通过这座大桥，因而产生了振幅相当大的周期性

的力，这个力的频率正好等于大桥的固有频率．因
此，引起了很大的振动，使得大桥倒塌了．正是由

于这个原因，当士兵列队通过大桥时，就要下令步

伐不要一致． □
　　５．６．３　欧拉方程

我们看到，对于常系数线性微分方程来说，有一套行之有效的解法．然而，对于变

系数线性微分方程来说，一般是很不容易求解的．本节介绍一类可以常系数化的方

程，即欧拉（Ｅｕｌｅｒ）方程．
形如

x
n
y
（n） ＋ p １x n－１

y
（n－１） ＋ … ＋ p n－１xy  ＋ p ny ＝ f（x） （５．６．２２）

的方程称为欧拉方程，其中 p １，p ２，…，p n 为常数．
通过变换 x＝ｅt 或 t＝ｌｎx，可将方程（５．６．２２）化为常系数线性微分方程．我们以

二阶微分方程的情形为例加以介绍．
二阶的欧拉方程形状为

x
２
y＂＋ p １xy  ＋ p ２y ＝ f（x）． （５．６．２３）

令 x＝ｅt 或 t＝ｌｎx，则有

y  ＝ ｄyｄx ＝ ｄyｄt · ｄtｄx ＝ １
x
ｄyｄt，

y＂＝ ｄ２yｄx ２ ＝ １
x
２
ｄ２y
ｄt２ － ｄyｄt ．

于是方程（５．６．２３）化为

ｄ２y
ｄt２ ＋ （p １ － １） ｄyｄt＋ p ２y ＝ f（ｅt）． （５．６．２４）

这是常系数的线性微分方程，未知函数仍记为 y（t），自变量已换成 t．用上两节的方法

求解（５．６．２４），再用 t＝ｌｎx 代回去即得方程（５．６．２３）的解 y（x）．
例 ５．６．９　求解方程

x
２
y＂－ ２y ＝ x． （５．６．２５）

　　解　令 t＝ｌｎx，则方程（５．６．２５）化为

ｄ２y
ｄt２ －

ｄyｄt－ ２y ＝ ｅt， （５．６．２６）
特征方程为 r

２－r－２＝０，特征根为 r１＝２，r２＝－１．由于λ＝１ 不是特征根，故方程

·８８２· 工科数学分析（上）



（５．６．２６）有形如

y
倡 ＝ A ｅt

的特解，代入方程（５．６．２６）后可求得 A＝－ １２ ，故方程（５．６．２６）有特解

y
倡 ＝－ １２ ｅt．

从而方程（５．６．２６）的通解为

y（t） ＝ C １ｅ２t＋ C ２ｅ－ t－ １２ ｅt．
代回原来的变量得方程（５．６．２５）的通解

y（x） ＝ C １x ２ ＋ C ２ １
x
－ １２ x． □

　　例５．６．１０　假设对一切实数x，函数f（x）满足等式f′（x）＝x
２＋∫x

０f（t）ｄt，且f（０）
＝２．试求函数 f（x）．

解　由假设知 f′（x）存在，故 f （x）连续，从而积分∫x

０f （t）ｄt对上限 x 可导，所以

f′（x）可导，在所给等式两端对 x 求导数，得二阶常系数线性微分方程

f″（x） － f（x） ＝ ２x． （５．６．２７）
特征方程为 r

２－１＝０，特征根为 r＝±１．由观察易见，方程（５．６．２７）有一个特解－２x．
因此其通解为

f（x） ＝ C １ｅx ＋ C ２ｅ－ x － ２x，
其中 C １，C ２ 为任意常数．

由题设可知 f（０）＝２，f′（０）＝０，由此求出 C １＝２，C ２＝０．故函数 f（x）＝２（ｅx－x）
即为所求． □

习　题　５．６
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 方程Ｌ［y］＝y＂＋py ＋qy＝０的特征方程是什么？
（２） k 个函数线性无关是怎样定义的？

２．求下列微分方程的通解：
（１） y＂－６y ＋９y＝０； （２） ４y＂－１２y ＋９y＝０； （３） y＂＋６y ＋１３y＝０；
（４） y＂－２y ＋y＝０； （５） y

（４）－y＝０； （６） y碶－６y＂＋３y ＋１０y＝０．
３．求下列初值问题的解：
（１） y＂＋４y ＋２９y＝０，y（０）＝０，y  （０）＝１５；　（２） ４y＂＋４y ＋y＝０，y（０）＝２，y  （０）＝０；
（３） y＂－４y ＋３y＝０，y（０）＝６，y  （０）＝１０； （４） y＂＋２５y＝０，y（０）＝２，y  （０）＝５．
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４．求下列微分方程的通解：
（１） y＂＋y －２y＝－２ｓｉｎx； （２） y＂＋y＝４ｓｉｎx；
（３） y＂＋４y＝１７ｅ－xｃｏｓ２x； （４） y＂＋a

２
y＝ｅx；

（５） y＂＋５y ＋４y＝３－２x； （６） y＂－６y ＋９y＝ｅ２x（x＋１）；
（７） y＂＋y＝３xｅx＋５ｓｉｎx； （８） y＂－y＝ｓｉｎ２x．

５．求下列初值问题的解：
（１） y＂＋y＋ｓｉｎ２x＝０，y（π）＝１，y  （π）＝１； （２） y＂－３y ＋２y＝５，y（０）＝１，y  （０）＝２；
（３） y＂－y＝４xｅx，y（０）＝０，y  （０）＝１； （４） y －４y ＝５，y（０）＝１，y  （０）＝０．

６．求下列微分方程的通解：
（１） y＂＋４y ＋４y＝ｅax； （２） y＂＋a

２
y＝ｓｉｎx （a＞０）．

７．求下列欧拉方程的通解：
（１） x

２
y＂－xy ＋y＝０； （２） x

２
y＂＋xy ＋y＝x；

（３） x
２
y＂＋２xy －n（n＋１）y＝０； （４） xy＂＋２y ＝１２ｌｎx；

（５） x
２
y＂－xy ＋４y＝xｓｉｎ（ｌｎx）； （６） x

２
y＂－３xy ＋４y＝０．

８．求方程x
２
y＂－xy ＋y＝２x 满足条件y（１）＝０，y  （１）＝１的特解．

（Ｂ）
１．一个重p（ｋｇ）的物体挂在弹簧下，把弹簧拉长 a（ｃｍ），再用手把弹簧拉长 A 厘米后无初速地松

开．求弹簧的振动规律（不计介质阻力）．
２．一个质量为m 的质点在一个与距离成正比的外力作用下离开中心O 点，介质的阻力与速度成正

比，求质点的运动规律．

图５．１２

３．在图５．１２所示的电路中先将开关Ｋ 拨向A ，达到稳定状态

后再将开关Ｋ 拨向 B ，求电压 V C （t）及电流 I（t）．已知 E＝
２０ Ｖ，C＝０．５×１０－６ Ｆ，L＝０．１ Ｈ，R＝２０００ Ω．

４．设函数y＝y（x）满足微分方程y＂－３y ＋２y＝２ｅx，且其图形

在点（０，１）处的切线与曲线 y＝x
２－x＋１在该点的切线重

合．求函数y＝y（x）．
５．一质量均匀的链条挂在一无摩擦的钉子上，运动开始时，链

条的一边下垂８ ｍ，另一边下垂 １０ ｍ．试问整个链条滑过钉

子需多少时间？
６．设有长度为l的弹簧，其上端固定，用五个都为m 的重物同时挂于弹簧下端，使弹簧伸长了５a．今

突然取去其中的一个重物，使弹簧由静止状态开始振动．若不计弹簧本身重量，求所挂重物的运

动规律．
７．一质点徐徐沉入液体，当下沉时，液体的阻力与下沉速度成正比，求此质点的运动规律．
８．弹簧的弹性力与其伸缩量成正比．设长度增加１ ｃｍ 时，弹性力等于１ ｋｇ．现把２ ｋｇ 的重物悬挂在

弹簧上，如果先稍微把重物往下拉，然后放开它，求重物由此所产生的振动周期．
９．设重量为 ４ ｋｇ 的物体悬挂在弹簧上，使弹簧伸长 １ ｃｍ．如果弹簧的上端作铅直的简谐振动，即

y＝２ｓｉｎ３０t，且在初始时刻重物处于静止状态（介质阻力不计），求重物的运动规律．
１０．设 f（０） ＝ ０，f  （x） ＝ １＋∫x

０［６ｓｉｎ２t－ f（t）］ｄt，其中f（x）二次可微，求f（x）．

·０９２· 工科数学分析（上）



答案与提示

（Ａ）
２．（１） y＝（C １＋C ２x）ｅ３x；　（２） y＝（C １＋C ２x）ｅ ３２ x；　（３） ｅ－３x（C １ｃｏｓ２x＋C ２ｓｉｎ２x）；
（４） y＝（C １＋C ２x）ｅx；　（５） y＝C １ｅx＋C ２ｅ－x＋C ３ｃｏｓx＋C ４ｓｉｎx；
（６） y＝C １ｅ－x＋C ２ｅ２x＋C ３ｅ５x．

３．（１） y＝３ｅ－２xｓｉｎ５x；　（２） y＝ｅ－ x２ （２＋x）；　（３） y＝４ｅx＋２ｅ３x；　（４） y＝２ｃｏｓ５x＋ｓｉｎ５x．
４．（１） y＝C １ｅx＋C ２ｅ－２x＋ １５ ｃｏｓx＋ ３５ ｓｉｎx；　（２） y＝C １ｃｏｓx＋C ２ｓｉｎx－２xｃｏｓx；
（３） y＝C １ｃｏｓ２x＋C ２ｓｉｎ２x－ｅ－x（ｃｏｓ２x－４ｓｉｎ２x）；
（４） y＝C １ｃｏｓax＋C ２ｓｉｎax＋ ｅx

１＋a
２；　（５） y＝C １ｅ－x＋C ２ｅ－４x－ x２ ＋１１８ ；

（６） y＝（C １＋C ２x）ｅ３x＋ｅ２x（x＋３）；　（７） y＝C １ｃｏｓx＋C ２ｓｉｎx＋ ３２ ｅx（x－１）－ １２ xｃｏｓx；
（８） y＝C １ｅx＋C ２ｅ－x－ １２ ＋ １１０ｃｏｓ２x．

５．（１） y＝－ｃｏｓx－ １３ ｓｉｎx＋ １３ ｓｉｎ２x；　（２） y＝－５ｅx＋ ７２ ｅ２x＋ ５２ ；
（３） y＝（x ２－x＋１）ｅx－ｅ－x；　（４） y＝１１１６＋ ５１６ｅ４x－ ５４ x．

６．（１） a≠－２时，y＝（C １＋C ２x）ｅ－２x＋ １（a＋２）２ｅax；　a＝－２时，y＝（C １＋C ２x＋ １２ x
２）ｅ－２x；

（２） a≠１时，y＝C １ｃｏｓax＋C ２ｓｉｎax＋ １
a
２－１ｓｉｎx；　a＝１时，y＝C １ｃｏｓx＋C ２ｓｉｎx－ １２ xｃｏｓx．

７．（１） y＝（C １＋C ２ｌｎx）x；　（２） y＝C １ｃｏｓ（ｌｎx）＋C ２ｓｉｎ（ｌｎx）＋ x２ ；
（３） y＝C １xn＋C ２x－（n＋１）；　（４） y＝C １＋C ２

x
＋３x（２ｌｎx－３）；

（５） y＝x［C １ｃｏｓ（ ３ ｌｎx）］＋C ２ｓｉｎ（ ３ ｌｎx）＋ x２ ｓｉｎ（ｌｎx）；
（６） y＝C １x ２＋C ２x ２ｌｎx；

８．y＝x（ｌｎx＋ｌｎ２x）．
（Ｂ）

１．x＝A ｃｏｓ g
a

t．
２．x＝ v０

p
２＋４q ｅｘｐ

－p＋ p
２＋４q２ t －ｅｘｐ －p－ p

２＋４q２ t ，p＝k２
m
，q＝k１

m
．

３．V C （t）＝１０９ （１９ｅ－１０
３

t－ｅ－１．９×１０４t） Ｖ，I（t）＝１９１８×１０－２（ｅ－１．９×１０
４

t－ｅ－１０３t） Ａ．
４．y＝ｅx（１－２x）．
５．T＝ ３

g
ｌｎ（９＋４ ５ ）．

６．x＝aｃｏｓ g４at ．
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７．x＝m g
k
－m

２
g

k
２ （１－ｅ－ k

m
t）．

８．T＝２π ２
g
．

９．x＝ １
g（g－９００）（２gｓｉｎ３０t－６０ g ｓｉｎ g t）．

１０．f（x）＝－４ｃｏｓx＋ｓｉｎx＋３＋ｃｏｓ２x．

５．７　微分方程组

单个微分方程有丰富的实际背景，如单种群的增长和衰减、振动等等．这一节我

们将介绍方程组的情形．微分方程组同样也有极其广阔的实际背景，在这里先介绍一

个有趣的生态系统模型．
捕食者唱食饵模型

考虑两个相互作用的生物种群，其中一个是捕食者，而另一个是食饵，即一个群

体完全是另一个群体的捕食对象．这样两个群体组成一个捕食系统．我们来考虑一种

简化的、理想化的情形（即略去若干因素而不予考虑）．
假设知更鸟是捕食者，小爬虫（我们姑且叫做虫子）是食饵．设在时刻 t有 y 千只

知更鸟和 x 百万只虫子．如果没有知更鸟存在，则虫子将按指数增长，即 x 满足下列

方程

ｄxｄt＝ ax，　a ＞ ０为常数．
如果知更鸟单独存在，没有虫子供其捕食，则 y 服从下面的规律而减少：

ｄyｄt＝－ by，　b＞ ０为常数．
通常我们称常数 a 为虫子的出生率，而 b 称为知更鸟的死亡率．

现在把这两个群体的相互影响考虑进去，那么就有

ｄxｄt＝ ax － （知更鸟对虫子的作用），
这里知更鸟对虫子的作用是坏作用，因为知更鸟要吃掉虫子．另一方面，虫子则为知

更鸟提供食物，因而有

ｄxｄt ＝－ by ＋ （虫子对知更鸟的作用）．
那么，这两个群体的相互间作用实际上是怎样的呢？我们设想一个群体对另一个群体

的影响与所谓“遭遇战”的次数有关（“遭遇战”是指知更鸟遇到虫子并吃掉它）．而遭

遇战的数目又与群体总数的乘积成正比，这是因为群体总数越多，遭遇的机会也就越

多．因此，我们假设

·２９２· 工科数学分析（上）



ｄxｄt ＝ ax － cxy　 及 　 ｄyｄt＝－ by ＋ kxy．
其中c 和k 是正的常数．这样，我们就建立了一个描述捕食者唱食饵系统的微分方程组

ｄxｄt＝ ax － cxy，
ｄyｄt＝－ bx ＋ kxy．

（５．７．１）

这个方程组称为 Ｌｏｔｋａ唱Ｖｏｌｔｅｒｒａ 方程组．
　　５．７．１　微分方程组的基本概念

如果有多个未知函数的多个微分方程联立，其中微分方程的个数等于未知函数

的个数，则称这多个联立的方程为一个微分方程组．在微分方程组所含有的所有未知

函数中， 高阶导数的阶数称为微分方程组的阶．例如方程组（５．７．１）就是一个一阶

微分方程组．
下面我们以两个未知函数的情形介绍几个有关的基本概念，多个未知函数的情

形与此类似．
令 t表示自变量，x 和 y 表示因变量，即 x＝x（t），y＝y（t）．一阶微分方程组的一

般形式为

F １ t，x，y，ｄxｄt，ｄyｄt ＝ ０，
F ２ t，x，y，ｄxｄt，ｄyｄt ＝ ０．

（５．７．２）

有时可写成导数已解出的典则形式

ｄxｄt＝ f １（t，x，y），
ｄyｄt＝ f ２（t，x，y）．

（５．７．３）

条件 x│t＝ t０ ＝ x ０，　y│t＝ t０ ＝ y ０ （５．７．４）
称为一阶微分方程组的初始条件．微分方程组连同初始条件一起，称为微分方程组的

定解问题．
对于含两个未知函数的一阶微分方程组来说，含有两个独立的任意常数的解称

为它的通解，记为

x ＝ x（t，C １，C ２），
y ＝ y（t，C １，C ２）． （５．７．５）

如果将通解写成隐函数的形式，则
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Φ１（t，x，y，C １，C ２） ＝ ０，
Φ２（t，x，y，C １，C ２） ＝ ０ （５．７．６）

称为一阶微分方程组的通积分．通积分也称为通解．
二阶微分方程组的一般形式为

F １ t，x，y，ｄxｄt，ｄyｄt，ｄ
２
x

ｄt２ ，
ｄ２y
ｄt２ ＝ ０，

F ２ t，x，y，ｄxｄt，ｄyｄt，ｄ
２
x

ｄt２ ，
ｄ２y
ｄt２ ＝ ０．

（５．７．７）

其典则形式为

ｄ２x
ｄt２ ＝ f １ t，x，y，ｄxｄt，ｄyｄt ，
ｄ２x
ｄt２ ＝ f ２ t，x，y，ｄxｄt，ｄyｄt ．

（５．７．８）

条件 x│t＝ t０ ＝ x ０，　y│t＝ t０ ＝ y ０，　ｄxｄt t＝ t０
＝ x ０，　ｄyｄt t＝ t０

＝ y ０ （５．７．９）
称为二阶微分方程组的初始条件．

对于含两个未知函数的二阶微分方程组，含有 ４ 个独立任意常数的解称为它的

通解，记为

x ＝ x（t，C １，C ２，C ３，C ４），
y ＝ y（t，C １，C ２，C ３，C ４）． （５．７．１０）

若通解写成隐函数形式，则
Φ１（t，x，y，C １，C ２，C ３，C ４） ＝ ０，
Φ２（t，x，y，C １，C ２，C ３，C ４） ＝ ０ （５．７．１１）

称为二阶微分方程组的通积分．
　　５．７．２　常系数线性微分方程组解法举例

如果微分方程组中的每一个微分方程都是常系数线性微分方程，则称其为常系

数线性微分方程组．下面我们通过例子来介绍消元解法．
例 ５．７．１　求解微分方程组

ｄxｄt＝－ ３x － y， （５．７．１２）
ｄyｄt＝ x － y． （５．７．１３）

　　解　由方程（５．７．１２）解出 y，得
y ＝－ ｄxｄt－ ３x， （５．７．１４）

·４９２· 工科数学分析（上）



求导得
ｄyｄt＝－ ｄ

２
x

ｄt２ － ３
ｄxｄt． （５．７．１５）

将（５．７．１４）、（５．７．１５）式代入（５．７．１３）式，得
－ ｄ２xｄt２ － ３ ｄxｄt＝ x － － ｄxｄt－ ３x ，

即
ｄ２x
ｄt２ ＋ ４

ｄxｄt＋ ４x ＝ ０． （５．７．１６）
这是一个二阶常系数齐次线性方程，解出

x ＝ （C １ ＋ C ２t）ｅ－２t （５．７．１７）
将（５．７．１７）式代入（５．７．１４）式，得

y ＝－ ｄxｄt－ ３x ＝－ ［C ２ｅ－２t－ ２（C １ ＋ C ２t）ｅ－２t］ － ３（C １ ＋ C ２t）ｅ－２t

＝－ （C １ ＋ C ２ ＋ C ２t）ｅ－２t．
于是通解为

x ＝ （C １ ＋ C ２t）ｅ－２t，
y ＝－ （C １ ＋ C ２ ＋ C ２t）ｅ－２t． □

　　例 ５．７．２　求解定解问题

ｄxｄt＝ ３x － ２y， （５．７．１８）
ｄyｄt＝ ２x － y， （５．７．１９）
x│t＝０ ＝ １，y│t＝０ ＝ ０． （５．７．２０）

　　解　设法消去未知函数 x．由（５．７．１９）式得

x ＝ １２ ｄyｄt＋ y ， （５．７．２１）
求导得

ｄxｄt＝ １２ ｄ
２
y

ｄt２ ＋
ｄyｄt ． （５．７．２２）

将（５．７．２１）、（５．７．２２）式代入（５．７．１８）式，并整理得

ｄ２y
ｄt２ － ２

ｄyｄt＋ y ＝ ０，
解出 y ＝ （C １ ＋ C ２t）ｅt． （５．７．２３）
再把（７．２３）式代入（７．２１）式，得

x ＝ １２ （２C １ ＋ C ２ ＋ ２C ２t）ｅt． （５．７．２４）
于是（５．７．２３）、（５．７．２４）两式给出方程组的通解．

后将初始条件（５．７．２０）代入（５．７．２３）、（５．７．２４）式，得
１ ＝ １２ （２C １ ＋ C ２），
０ ＝ C １，
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即求得 C １＝０，C ２＝２．因此，所给定解问题的解为

x ＝ （１ ＋ ２t）ｅt，
y ＝ ２tｅt． □

　　我们把消元解法的步骤叙述如下：
① 从方程组中消去一些未知函数及其各阶导数，得到只含一个未知函数的高阶

常系数线性微分方程．
② 解此高阶微分方程，求出满足该方程的未知函数．
③ 把已求得的函数代入原方程组，再求出其余的未知函数．

习　题　５．７
（Ａ）

１．求下列微分方程组的通解或特解：

（１）
ｄxｄt＝y，
ｄyｄt＝x；

　　（２）
ｄxｄt＝y，x（０）＝０，
ｄyｄt＝－x，y（０）＝１；

　（３）
ｄxｄt＝x＋２y，
ｄyｄt＝４x＋３y；

　　（４）
ｄxｄt＝x－５y，
ｄyｄt＝２x－y．

２．炮弹以初速度v０ 且与水平线成α角从炮口射出．设空气阻力与速度成正比，求炮弹的运动方程．
３．设质点M 受力心O 的吸引力与距离成正比，今有一质点从与力心相距a 的点A 出发，以垂直于

线段O A 的初速度v０ 开始运动，求质点M 的轨迹．
答案与提示

（Ａ）
１．（１） x＝C １ｅt＋C ２ｅ－t，y＝C １ｅt－C ２ｅ－t；　（２） x＝ｓｉｎt，y＝ｃｏｓt；
（３） x＝C １ｅ５t＋C ２ｅ－t，y＝２C １ｅ５t－C ２ｅ－t；
（４） x＝C １ｃｏｓ３t＋C ２ｓｉｎ３t，y＝C １－３C ２５ ｃｏｓ３t＋C ２＋３C １５ ｓｉｎ３t．

２．x＝ １
k

v０m ｃｏｓα（１－ｅ－ k
m

t），y＝ m
k
２ （kv０ｓｉｎα＋m g）（１－ｅ－ k

m
t）－m g

k
t．

３．x
２

a
２ ＋k

２
y
２

m v
２０＝１．

总 习 题 （５）
１．填空题：
（１） （y碶）３＋（y  ）４＋x

２＋x＋１＝０是 阶微分方程．
（２） 曲线族y＝ｃｏｓ（x＋c）（c为任意常数）所满足的一阶微分方程是 ．
（３） 已知线性齐次方程的基础解系为y１＝ｅx，y２＝xｅx，则该方程为 ．

·６９２· 工科数学分析（上）



（４） 设方程y＂＋a（x）y ＋b（x）y＝０有非零特解y＝u（x），则与其线性无关的特解为 ．
（５） 设y１＝３，y２＝３＋x

２，y３＝３＋x
２＋ｅx 都是方程

（x ２ － ２x）y＂－ （x ２ － ２）y  ＋ （２x － ２）y ＝ ６x － ６
的解，则方程的通解为 ．

２．选择题（四个答案中只有一个是正确的）：
（１） 若y１ 和y２ 是非齐次线性方程y＂＋ay ＋by＝f（x）的两个特解，则下面结论正确的是（　）．
（Ａ） y１＋y２ 是非齐次线性方程的解；
（Ｂ） y１－y２ 是非齐次线性方程的解；
（Ｃ） y１＋y２ 是y＂＋ay ＋by＝０的解；
（Ｄ） y１－y２ 是y＂＋ay ＋by＝０的解．

（２） 方程（y－ｌｎx）ｄx＋xｄy＝０是（　）．
　　（Ａ）可分离变量方程； （Ｂ）一阶线性非齐次方程；
　　（Ｃ）一阶线性齐次方程； （Ｄ）非线性方程．
（３） 下述函数中（　）可能是二阶微分方程f（x，y，y＂）＝０的通解．
　　（Ａ） C １x＋C ２y＝０； （Ｂ） y－C

２１＝ｅx＋C ２；
　　（Ｃ） C １y＝C ２ｅC ３x； （Ｄ） y＝C １ｌｎx＋C ２x＋C ３．
（４） 某种植物的年生长率随着其当前高度和成熟高度与当前高度之差的乘积而变化，要给这一

问题以恰当的数学描述，应选取参量（　）．
（Ａ） 年变化率，当前高度，成熟高度；
（Ｂ） 年变化率，当前高度，成熟高度，比例常数；
（Ｃ） 当前高度，成熟高度；
（Ｄ） 当前高度，成熟高度，比例常数．

（５） 上述问题（４）可描述为（　）．
（Ａ） y  （t）＝y（t）［H （t）－y（t）］；　　　（Ｂ） y  （t）＝y（t）［H －y（t）］；
（Ｃ） y  （t）＝ky（t）［H －y（t）］；　　　　（Ｄ） y  （t）＝ky（t）［H （t）－y（t）］．

３．已知意大利在１９８０年的人口总数为５ ７００万．假定人口的年增长率保持为２％，试求２０００年的人

口总数．
４．设y１，y２，y３ 是线性方程y ＋P （x）y＝Q （x）的三个相异特解．证明

y３－y１
y２－y１是常数．

５．在某一人群中推广新技术是通过其中已掌握新技术的人进行的．设该人群的总人数为N ．在t＝０
时刻已掌握新技术的人数为x ０，在任意时刻t已掌握新技术的人数为x（t）（将x（t）视为连续可微变

量），其变化率与已掌握新技术人数和未掌握新技术人数之积成正比，比例常数k＞０，求x（t）．
６．设曲线L 的极坐标方程为r＝r（θ），M （r，θ）为L 上任一点，M ０（２，０）为L 上一定点．若极径O M ０，

O M 与曲线L 所围成的曲边扇形面积值等于L 上M ０，M 两点间弧长值的一半，试求曲线L 的方

程．
７．有一种球状的降血压药丸，直径为 ０．５０ ｃｍ．它在胃中溶解时，其半径变小的速度与药丸的表面

积成正比，实验室观察表明，当药丸吞下去两分钟后，直径从０．５０ ｃｍ 减少到０．３８ ｃｍ．问要花多

少分钟药丸的直径才会减小到０．０２ ｃｍ（即几乎完全溶解）？ （提示：单位球的表面积为４π．）
８．物体下落时，空气阻力可以认为与速度的平方成正比．设初速为零．求运动规律．
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９．设二阶常系数线性微分方程y＂＋αy＋βy＝γｅx 的一个特解为y＝ｅ２x＋（１＋x）ｅx，试确定常数α，
β，γ，并求该方程的通解．

１０．求方程y＂－４y ＋３y＝０的积分曲线方程，使其在点（０，２）处与直线２x－２y＋９＝０相切．
１１．求方程y＂＋（４x＋ｅ２y）（y  ）３＝０的通解．提示：ｄyｄx＝ ｄxｄy

－１．
１２．设f（x）为连续函数，
（１） 求初值问题y ＋ay＝f（x），y（０）＝０的解y（x），其中a＞０为常数；
（２） 若│f（x）│≤K （K 为常数），证明当x≥０时，有│y（x）│≤K

a
（１－ｅ－ax）．

１３．设函数u１（x）和u２（x）分别满足下面的关系式：
u１ ＝ a（x）u１ ＋ v（x），　u１（０） ＝ C ， （１）
u２ ≤ a（x）u２ ＋ v（x），　u２（０） ＝ C ， （２）

　　其中a（x），v（x）在x≥０上连续，C 为常数．证明不等式

u２（x） ≤ u１（x），　x ≥ ０．
１４．给定方程

y＂－ a（x）y ＝ ０， （１）
其中a（x）∈C ［０，＋∞），且a（x）＞０．设y（x）是方程的满足初始条件

y（０） ＝ y０，　y  （０） ＝ y ０ （２）
的解，其中y０＞０，y ０＞０．证明：当x≥０时，函数y（x）y  （x）及y（x）都是递增的正函数．

１５．设连续函数f（x）具有性质f（x＋y）＝ f（x）＋f（y）１－f（x）f（y），且f  （０）＝４．试导出f（x）所满足的微分方

程，并求出f（x）．
１６．设微分方程的初值问题

ｄu（t）ｄt ＝ u（t） ＋∫１０u（s）ｄs，　u（０） ＝ １
　　有唯一解，求u（t）．
１７．求满足条件∫１０f（tx）ｄt＝ nf（x） － １ （n＞０，n≠１）的连续函数f（x）．
１８．设 f（x） ＝ ｓｉｎx －∫x

０（x － t）f（t）ｄt，其中f（x）为连续函数．求f（x）．

答案与提示

１．（１） ３；　（２） y ＝－ １－y
２；　（３） y＂－２y ＋１＝０；

（４） y ＝ u∫１u２ ｅ－∫a（x）ｄxｄx ；　（５） y＝C １ｅx＋C ２x ２＋３．
２．（１） （Ｄ）；　（２） （Ｂ）；　（３） （Ｃ）；　（４） （Ｄ）；　（５） （Ｃ）．
３．８ ５００万．
５．x（t）＝N x ０ｅkN t［N ＋x ０ｅkN t－x ０］－１．
６．r＝ｃｓｃ（ π６ 碢θ），或x碢 ３ y＝２．
７．约１５２ ｍｉｎ．

·８９２· 工科数学分析（上）



８．x＝ m
k
ｌｎｃｏｓｈ（t g

k
m
）．

９．α＝－３，β＝２，γ＝－１；y＝C １ｅx＋C ２ｅ２x＋xｅx．
１０．y＝ １２ （５ｅx－ｅ３x）．
１１．x＝C １ｅ－２y＋C ２ｅ２y＋ １４ yｅ２y．
１２．（１）y（x）＝ｅ－ax∫x

０f（t）ｅatｄt＋ C ，C＝０．
１３．令w （x）＝u２（x）－u１（x），设法证明 ｄｄx w （x）ｅ－∫x０a（t）ｄt ≤ ０．
１４．设法证明在x≥０上，［y（x）y  （x）］＞０，y  （x）＞０．
１５．先求出f（０）＝０，再利用导数定义求得f  （x）＝f  （０）＝［１＋f

２（x）］， 后得f（x）＝ｔａｎ４x．
１６．令 a＝∫１０u（s）ｄs．u（t） ＝ ２３ － ｅｅt－ ｅ－ １３－ ｅ．
１７．f（x）＝C x

－n－１
n ＋ １

n－１．
１８．f（x）＝ １２ ｓｉｎx＋ x２ ｃｏｓx．
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附录一　积　分　表

（一）含有 ax＋b 的积分

１．∫ ｄx
ax ＋ b

＝ １
a
ｌｎ│ax ＋ b│＋ C．

２．∫（ax ＋ b）αｄx ＝ １
a（α＋ １）（ax ＋ b）α＋１ ＋ C （α≠－ １）．

３．∫ x
ax ＋ b

ｄx ＝ １
a
２ （ax ＋ b－ bｌｎ│ax ＋ b│）＋ C．

４．∫ x
２

ax ＋ b
ｄx ＝ １

a
３ ［ １２ （ax ＋ b）２ － ２b（ax ＋ b） ＋ b

２ｌｎ│ax ＋ b│］＋ C．
５．∫ ｄx

x（ax ＋ b） ＝－ １
b
ｌｎ ax ＋ b

x
＋ C．

６．∫ ｄx
x
２（ax ＋ b） ＝－ １

bx
＋ a

b
２ ｌｎ ax ＋ b

x
＋ C．

７．∫ x（ax ＋ b）２ｄx ＝ １
a
２ ［ｌｎ│ax ＋ b│＋ b

ax ＋ b
］ ＋ C．

８．∫ x
２

（ax ＋ b）２ｄx ＝ １
a
３ ［ax ＋ b－ ２bｌｎ│ax ＋ b│－ b

２
ax ＋ b

］ ＋ C．
９．∫ ｄx

x（ax ＋ b）２ ＝ １
b（ax ＋ b） － １

b
２ ｌｎ ax ＋ b

x
＋ C．

（二）含有 ax＋b的积分

１０．∫ ax ＋ bｄx ＝ ２３a （ax ＋ b）３ ＋ C．
１１．∫x ax ＋ bｄx ＝ ２１５a２（３ax － ２b） （ax ＋ b）３ ＋ C．
１２．∫x

２
ax ＋ bｄx ＝ ２１０５a３（１５a２x ２ － １２abx ＋ ８b２） （ax ＋ b）３ ＋ C．

１３．∫ x

ax ＋ b
ｄx ＝ ２３a２（ax － ２b） ax ＋ b＋ C．

１４．∫ x
２

ax ＋ b
ｄx ＝ ２１５a３（３a２x ２ － ４abx ＋ ８b２） ax ＋ b＋ C．

１５．∫ ｄx
x ax ＋ b

＝
１

b
ｌｎ ax ＋ b－ b

ax ＋ b＋ b
＋ C　（b＞ ０），

２
－ b
ａｒｃｔａｎ ax ＋ b－ b

＋ C　（b＜ ０）．

１６．∫ ｄx
x
２

ax ＋ b
＝－ ax ＋ b

bx
－ a２b∫ ｄx

x ax ＋ b
＋ C．

１７．∫ ax ＋ b
x

ｄx ＝ ２ ax ＋ b＋ b∫ ｄx
x ax ＋ b

＋ C．

１８．∫ ax ＋ b
x
２ ｄx ＝－ ax ＋ b

x
＋ a２∫ ｄx

x ax ＋ b
＋ C．



（三）含有 x
２±a

２ 的积分

１９．∫ ｄx
x
２ ＋ a

２ ＝ １
a
ａｒｃｔａｎ x

a
＋ C　（a≠ ０）．

２０．∫ ｄx（x ２ ＋ a
２）n ＝ x２（n－ １）a２（x ２ ＋ a

２）n－１ ＋ ２n－ ３２（n－ １）a２∫ ｄx（x ２ ＋ a
２）n－１．

２１．∫ ｄx
x
２ － a

２ ＝ １２aｌｎ x － a
x ＋ a

＋ C．
（四）含有 ax

２＋b（a＞０）的积分

２２．∫ ｄx
ax
２ ＋ b

＝
１

２ － ab
ｌｎ a x － － b

a x ＋ － b
＋ C　（b＜ ０），

２
ab
ａｒｃｔａｎ a

b
x ＋ C　（b＞ ０）．

２３．∫ x
ax
２ ＋ b

ｄx ＝ １２a ｌｎ│ax
２ ＋ b│＋ C．

２４．∫ x
２

ax
２ ＋ b

ｄx ＝ x
a
－ b

a∫ ｄx
ax
２ ＋ b

．
２５．∫ ｄx

x（ax
２ ＋ b） ＝ １２bｌｎ x

２
│ax

２ ＋ b│＋ C．
２６．∫ ｄx

x
２（ax

２ ＋ b） ＝－ １
bx
－ a

b∫ ｄx
ax
２ ＋ b

．
２７．∫ ｄx

x
３（ax

２ ＋ b） ＝ a２b２ ｌｎ │ax
２ ＋ b│
x
２ － １２bx

２ ＋ C．
２８．∫ ｄx（ax

２ ＋ b）２ ＝ x２b（ax
２ ＋ b） ＋ １２b∫ ｄx

ax
２ ＋ b

．
（五）含有 ax

２＋bx＋c（a＞０）的积分

２９．∫ ｄx
ax
２ ＋ bx ＋ c

＝
１

b
２ － ４ac

ｌｎ ２ax ＋ b－ b
２ － ４ac

２ax ＋ b＋ b
２ － ４ac

＋ C　（b２ ＞ ４ac），
２

４ac－ b
２ ａｒｃｔａｎ ２ax ＋ b

４ac－ b
２ ＋ C　（b２ ＜ ４ac）．

３０．∫ x
ax
２ ＋ bx ＋ c

ｄx ＝ １２a ｌｎ│ax
２ ＋ bx ＋ c│－ b２a∫ ｄx

ax
２ ＋ bx ＋ c

．
（六）含有 x

２＋a
２ （a＞０）的积分

３１．∫ ｄx
x
２ ＋ a

２ ＝ ａｒｓｈ x
a
＋ C １ ＝ ｌｎ（x ＋ x

２ ＋ a
２） ＋ C．

３２．∫ ｄx
（x ２ ＋ a

２）３ ＝
x

a
２

x
２ ＋ a

２ ＋ C．
３３．∫ x

x
２ ＋ a

２ｄx ＝ x
２ ＋ a

２ ＋ C．
３４．∫ x

（x ２ ＋ a
２）３ｄx ＝－

１
x
２ ＋ a

２ ＋ C．
３５．∫ x

２

x
２ ＋ a

２ｄx ＝ x２ x
２ ＋ a

２ － a
２
２ ｌｎ（x ＋ x

２ ＋ a
２） ＋ C．

３６．∫ x
２

（x ２ ＋ a
２）３ｄx ＝－

x

x
２ ＋ a

２ ＋ ｌｎ（x ＋ x
２ ＋ a

２） ＋ C．
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３７．∫ ｄx
x x

２ ＋ a
２ ＝ １

a
ｌｎ x

２ ＋ a
２ － a│x│ ＋ C．

３８．∫ ｄx
x
２

x
２ ＋ a

２ ＝－ x
２ ＋ a

２
a
２
x

＋ C．
３９．∫ x

２ ＋ a
２ｄx ＝ x２ x

２ ＋ a
２ ＋ a

２
２ ｌｎ（x ＋ x

２ ＋ a
２） ＋ C．

４０．∫ （x ２ ＋ a
２）３ｄx ＝ x８ （２x ２ ＋ ５a２） x

２ ＋ a
２ ＋ ３a４８ ｌｎ（x ＋ x

２ ＋ a
２） ＋ C．

４１．∫x x
２ ＋ a

２ｄx ＝ １３ （x ２ ＋ a
２）３ ＋ C．

４２．∫x
２

x
２ ＋ a

２ｄx ＝ x８ （２x ２ ＋ a
２） x

２ ＋ a
２ － a

４
８ ｌｎ（x ＋ x

２ ＋ a
２） ＋ C．

４３．∫ x
２ ＋ a

２
x

ｄx ＝ x
２ ＋ a

２ ＋ aｌｎ x
２ ＋ a

２ － a│x│ ＋ C．
４４．∫ x

２ ＋ a
２

x
２ ｄx ＝－ x

２ ＋ a
２

x
＋ ｌｎ（x ＋ x

２ ＋ a
２） ＋ C．

（七）含有 x
２－a

２ （a＞０）的积分

４５．∫ ｄx
x
２ － a

２ ＝ x│x│ａｒｃｈ │x│a ＋ C １ ＝ ｌｎ│x ＋ x
２ － a

２│＋ C．
４６．∫ ｄx

（x ２ － a
２）３ ＝－

x

a
２

x
２ － a

２ ＋ C．
４７．∫ x

x
２ － a

２ｄx ＝ x
２ － a

２ ＋ C．
４８．∫ x

（x ２ － a
２）３ｄx ＝－

１
x
２ － a

２ ＋ C．
４９．∫ x

２

x
２ － a

２ｄx ＝ x２ x
２ － a

２ ＋ a
２
２ ｌｎ│x ＋ x

２ － a
２│＋ C．

５０．∫ x
２

（x ２ － a
２）３ｄx ＝－

x

x
２ － a

２ ＋ ｌｎ│x ＋ x
２ － a

２│＋ C．
５１．∫ ｄx

x x
２ － a

２ ＝ １
a
ａｒｃｃｏｓ a│x│＋ C．

５２．∫ ｄx
x
２

x
２ － a

２ ＝ x
２ － a

２
a
２
x

＋ C．
５３．∫ x

２ － a
２ｄx ＝ x２ x

２ － a
２ － a

２
２ ｌｎ│x ＋ x

２ － a
２│＋ C．

５４．∫ （x ２ － a
２）３ｄx ＝ x８ （２x ２ － ５a２） x

２ － a
２ ＋ ３a４８ ｌｎ│x ＋ x

２ － a
２│＋ C．

５５．∫x x
２ － a

２ｄx ＝ １３ （x ２ － a
２）３ ＋ C．

５６．∫x
２

x
２ － a

２ｄx ＝ x８ （２x ２ － a
２） x

２ － a
２ － a

４
８ ｌｎ│x ＋ x

２ － a
２│＋ C．

５７．∫ x
２ － a

２
x

ｄx ＝ x
２ － a

２ － aａｒｃｃｏｓ a│x│＋ C．
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５８．∫ x
２ － a

２
x
２ ｄx ＝－ x

２ － a
２

x
＋ ｌｎ│x ＋ x

２ － a
２│＋ C．

（八）含有 a
２－x

２ （a＞０）的积分

５９．∫ ｄx
a
２ － x

２ ＝ ａｒｃｓｉｎ x
a
＋ C．

６０．∫ ｄx
（a２ － x

２）３ ＝
x

a
２

a
２ － x

２ ＋ C．
６１．∫ x

a
２ － x

２ｄx ＝－ a
２ － x

２ ＋ C．
６２．∫ x

（a２ － x
２）３ｄx ＝

１
a
２ － x

２ ＋ C．
６３．∫ x

２

a
２ － x

２ｄx ＝－ x２ a
２ － x

２ ＋ a
２
２ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ C．

６４．∫ x
２

（a２ － x
２）３ｄx ＝

x

a
２ － x

２ － ａｒｃｓｉｎ x
a
＋ C．

６５．∫ ｄx
x a

２ － x
２ ＝ １

a
ｌｎ a－ a

２ － x
２

│x│ ＋ C．

６６．∫ ｄx
x
２

a
２ － x

２ ＝－ a
２ － x

２
a
２
x

＋ C．
６７．∫ a

２ － x
２ｄx ＝ x２ a

２ － x
２ ＋ a

２
２ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ C．

６８．∫ （a２ － x
２）３ｄx ＝ x８ （５a２ － ２x ２） a

２ － x
２ ＋ ３a４８ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ C．

６９．∫x a
２ － x

２ｄx ＝－ １３ （a２ － x
２）３ ＋ C．

７０．∫x
２

a
２ － x

２ｄx ＝ x８ （２x ２ － a
２） a

２ － x
２ ＋ a

４
８ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ C．

７１．∫ a
２ － x

２
x

ｄx ＝ a
２ － x

２ ＋ aｌｎ a－ a
２ － x

２
│x│ ＋ C．

７２．∫ a
２ － x

２
x
２ ｄx ＝－ a

２ － x
２

x
－ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ C．

（九）含有 ±ax
２＋bx＋c（a＞０）的积分

７３．∫ ｄx
ax
２ ＋ bx ＋ c

＝ １
a
ｌｎ│２ax ＋ b＋ ２ a ax

２ ＋ bx ＋ c│＋ C．
７４．∫ ax

２ ＋ bx ＋ cｄx ＝ ２ax ＋ b４a ax
２ ＋ bx ＋ c＋ ４ac－ b

２

８ a
３ ｌｎ│２ax

　＋ b＋ ２ a ax
２ ＋ bx ＋ c│＋ C．

７５．∫ x

ax
２ ＋ bx ＋ c

ｄx ＝ １
a

ax
２ ＋ bx ＋ c－ b

２ a
３ ｌｎ│２ax

　＋ b＋ ２ a ax
２ ＋ bx ＋ c│＋ C．

７６．∫ ｄx
c＋ bx － ax

２ ＝－ １
a
ａｒｃｓｉｎ ２ax － b

b
２ ＋ ４ac

＋ C．
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７７．∫ c＋ bx － ax
２ｄx ＝ ２ax － b４a c＋ bx － ax

２ ＋ b
２ ＋ ４ac

８ a
３ ａｒｃｓｉｎ ２ax － b

b
２ ＋ ４ac

＋ C．
７８．∫ x

c＋ bx － ax
２ｄx ＝－ １

a
c＋ bx － ax

２ ＋ b

２ a
３ ａｒｃｓｉｎ ２ax － b

b
２ ＋ ４ac

＋ C．

（十）含有 ±x－a
x－b

或 （x－a）（b－x）的积分

７９．∫ x － a
x － b

ｄx ＝ （x － b） x － a
x － b

＋ （b－ a）ｌｎ（ │x － a│＋ │x － b│）＋ C．
８０．∫ x － a

b－ x
ｄx ＝ （x － b） x － a

b－ x
＋ （b－ a）ａｒｃｓｉｎ x － a

b－ a
＋ C．

８１．∫ ｄx
（x － a）（b－ x） ＝ ２ａｒｃｓｉｎ

x － a
b－ a

＋ C　（a＜ b）．

８２．∫ （x－a）（b－x）ｄx＝２x－a－b４ （x－a）（b－x）＋（b－a）２４ ａｒｃｓｉｎ x－a
b－a

＋C　（a＜b）．
（十一）含有三角函数的积分

８３．∫ｓｉｎxｄx ＝－ ｃｏｓx ＋ C．
８４．∫ｃｏｓxｄx ＝ ｓｉｎx ＋ C．
８５．∫ｔａｎxｄx ＝－ ｌｎ│ｃｏｓx│＋ C．
８６．∫ｃｏｔxｄx ＝ ｌｎ│ｓｉｎx│＋ C．
８７．∫ｓｅｃxｄx ＝ ｌｎ ｔａｎ π４ ＋ x２ ＋ C ＝ ｌｎ│ｓｅｃx ＋ ｔａｎx│＋ C．
８８．∫ｃｓｃxｄx ＝ ｌｎ ｔａｎ x２ ＋ C ＝ ｌｎ│ｃｓｃx － ｃｏｔx│＋ C．
８９．∫ｓｅｃ２xｄx ＝ ｔａｎx ＋ C．
９０．∫ｃｓｃ２xｄx ＝－ ｃｏｔx ＋ C．
９１．∫ｓｅｃxｔａｎxｄx ＝ ｓｅｃx ＋ C．
９２．∫ｃｓｃxｃｏｔxｄx ＝－ ｃｓｃx ＋ C．
９３．∫ｓｉｎ２xｄx ＝ x２ － １４ ｓｉｎ２x ＋ C．
９４．∫ｃｏｓ２xｄx ＝ x２ ＋ １４ ｓｉｎ２x ＋ C．
９５．∫ｓｉｎn

xｄx ＝－ １
n
ｓｉｎn－１

xｃｏｓx ＋ n－ １
n ∫ｓｉｎn－２

xｄx．
９６．∫ｃｏｓnxｄx ＝ １

n
ｃｏｓn－１xｓｉｎx ＋ n－ １

n ∫ｃｏｓn－２xｄx．
９７．∫ｄxｓｉｎn

x
＝－ １

n－ １ · ｃｏｓxｓｉｎn－１
x
＋ n－ ２

n－ １∫ ｄxｓｉｎn－２
x
．

９８．∫ｄxｃｏｓnx ＝ １
n－ １ · ｓｉｎxｃｏｓn－１x ＋ n－ ２

n－ １∫ ｄxｃｏｓn－２x．
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９９．∫ｃｏｓm xｓｉｎn
xｄx ＝ １

m ＋ n
ｃｏｓm －１xｓｉｎn＋１

x ＋ m － １
m ＋ n∫ｃｏｓm－２

xｓｉｎn
xｄx

＝－ １
m ＋ n

ｃｏｓm＋１xｓｉｎn－１
x ＋ n－ １

m ＋ n∫ｃｏｓm
xｓｉｎn－２

xｄx．
１００．∫ｓｉｎaxｃｏｓbxｄx ＝－ １２（a＋ b）ｃｏｓ（a＋ b）x － １２（a－ b）ｃｏｓ（a－ b）x ＋ C．
１０１．∫ｓｉｎaxｓｉｎbxｄx ＝－ １２（a＋ b）ｓｉｎ（a＋ b）x ＋ １２（a－ b）ｓｉｎ（a－ b）x ＋ C．
１０２．∫ｃｏｓaxｃｏｓbxｄx ＝ １２（a＋ b）ｓｉｎ（a＋ b）x ＋ １２（a－ b）ｓｉｎ（a－ b）x ＋ C．

１０３．∫ ｄx
a＋ bｓｉｎx ＝ ２

a
２ － b

２ａｒｃｔａｎ
aｔａｎ x２ ＋ b

a
２ － b

２ ＋ C　（a２ ＞ b
２）．

１０４．∫ ｄx
a＋ bｓｉｎx ＝ １

b
２ － a

２ ｌｎ
aｔａｎ x２ ＋ b－ b

２ － a
２

aｔａｎ x２ ＋ b＋ b
２ － a

２ ＋ C　（a２ ＜ b
２）．

１０５．∫ ｄx
a＋ bｃｏｓx ＝ １

a＋ b
a＋ b
b－ a

ｌｎ ｔａｎ
x２ ＋ a＋ b

b－ a

ｔａｎ x２ － a＋ b
b－ a

＋ C　（a２ ＜ b
２）．

１０６．∫ ｄx
a＋ bｃｏｓx ＝ ２

a＋ b
a＋ b
a－ b

ａｒｃｔａｎ a－ b
a＋ b

ｔａｎ x２ ＋ C　（a２ ＞ b
２）．

１０７．∫ ｄx
a
２ｃｏｓ２x ＋ b

２ｓｉｎ２x ＝ １
ab
ａｒｃｔａｎ b

a
ｔａｎx ＋ C．

１０８．∫ ｄx
a
２ｃｏｓ２x － b

２ｓｉｎ２x ＝ １２ab
ｌｎ bｔａｎx ＋ a

bｔａｎx － a
＋ C．

１０９．∫xｓｉｎaxｄx ＝ １
a
２ ｓｉｎax － １

a
xｃｏｓax ＋ C．

１１０．∫x
２ｓｉｎaxｄx ＝－ １

a
x
２ｃｏｓax ＋ ２

a
２ xｓｉｎax ＋ ２

a
３ xｃｏｓax ＋ C．

１１１．∫xｃｏｓaxｄx ＝ １
a
２ ｃｏｓax ＋ １

a
xｓｉｎax ＋ C．

１１２．∫x
２ｃｏｓaxｄx ＝ １

a
x
２ｓｉｎax ＋ ２

a
２ xｃｏｓax － ２

a
３ xｓｉｎax ＋ C．

（十二）含有反三角函数的积分（其中 a＞０）
１１３．∫ａｒｃｓｉｎ x

a
ｄx ＝ xａｒｃｓｉｎ x

a
＋ a

２ － x
２ ＋ C．

１１４．∫xａｒｃｓｉｎ x
a
ｄx ＝ x

２
２ － a

２
４ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ x４ a

２ － x
２ ＋ C．

１１５．∫x
２ａｒｃｓｉｎ x

a
ｄx ＝ x

３
３ ａｒｃｓｉｎ x

a
＋ １９ （x ２ ＋ ２a２） a

２ － x
２ ＋ C．

１１６．∫ａｒｃｃｏｓ x
a
ｄx ＝ xａｒｃｃｏｓ x

a
－ a

２ － x
２ ＋ C．

１１７．∫xａｒｃｃｏｓ x
a
ｄx ＝ x

２
２ － a

２
４ ａｒｃｃｏｓ x

a
－ x４ a

２ － x
２ ＋ C．

１１８．∫x
２ａｒｃｃｏｓ x

a
ｄx ＝ x

３
３ ａｒｃｃｏｓ x

a
－ １９ （x ２ ＋ ２a２） a

２ － x
２ ＋ C．
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１１９．∫ａｒｃｔａｎ x
a
ｄx ＝ xａｒｃｔａｎ x

a
－ a２ ｌｎ（a２ ＋ x

２） ＋ C．
１２０．∫xａｒｃｔａｎ x

a
ｄx ＝ １２ （a２ ＋ x

２）ａｒｃｔａｎ x
a
－ a２ x ＋ C．

１２１．∫x
２ａｒｃｔａｎ x

a
ｄx ＝ １３ x

３ａｒｃｔａｎ x
a
－ a６ x

２ ＋ a
３
６ ｌｎ（a２ ＋ x

２） ＋ C．
（十三）含有指数函数的积分

１２２．∫a
xｄx ＝ １ｌｎaa

x ＋ C．
１２３．∫ｅaxｄx ＝ １

a
ｅax ＋ C．

１２４．∫xｅaxｄx ＝ １
a
２ （ax － １）ｅax ＋ C．

１２５．∫x
nｅaxｄx ＝ １

a
x

nｅax － n
a∫x

n－１ｅaxｄx．
１２６．∫xa

xｄx ＝ xｌｎaa
x － １（ｌｎa）２ax ＋ C．

１２７．∫x
n
a

xｄx ＝ １ｌｎax
n
a

x － nｌｎa∫x
n－１

a
xｄx．

１２８．∫ｅaxｓｉｎbxｄx ＝ １
a
２ ＋ b

２ｅax（aｓｉｎbx － bｃｏｓbx） ＋ C．
１２９．∫ｅaxｃｏｓbxｄx ＝ １

a
２ ＋ b

２ｅax（bｓｉｎbx ＋ aｃｏｓbx） ＋ C．
１３０．∫ｅaxｓｉｎn

bxｄx ＝ １
a
２ ＋ b

２
n
２ｅaxｓｉｎn－１

bx（aｓｉｎbx － nbｃｏｓbx） ＋ n（n－ １）b２
a
２ ＋ b

２
n
２∫ｅaxｓｉｎn－２

bxｄx．
１３１．∫ｅaxｃｏｓn

bxｄx ＝ １
a
２ ＋ b

２
n
２ｅaxｃｏｓn－１bx（aｃｏｓbx ＋ nbｓｉｎbx） ＋ n（n－ １）b２

a
２ ＋ b

２
n
２∫ｅaxｃｏｓn－２bxｄx．

（十四）含有对数函数的积分

１３２．∫ｌｎxｄx ＝ x ｌｎx － x ＋ C．
１３３．∫ｄxxｌｎx ＝ ｌｎ│ｌｎx│＋ C．
１３４．∫x

nｌｎxｄx ＝ １
n＋ １xn＋１（ｌｎx － １

n＋ １）＋ C．
１３５．∫（ｌｎx）nｄx ＝ x（ｌｎx）n － n∫（ｌｎx）n－１ｄx ＋ C．
１３６．∫x

m （ｌｎx）nｄx ＝ １
m ＋ １xm＋１（ｌｎx）n － n

m ＋ １∫x
m （ｌｎx）n－１ｄx ＋ C．

（十五）含有双曲函数的积分

１３７．∫ｓｈxｄx ＝ ｃｈx ＋ C．
１３８．∫ｃｈxｄx ＝ ｓｈx ＋ C．
１３９．∫ｔｈxｄx ＝ ｌｎｃｈx ＋ C．
１４０．∫ｓｈ２xｄx ＝－ x２ ＋ １４ ｓｈ２x ＋ C．
１４１．∫ｃｈ２xｄx ＝ x２ ＋ １４ ｓｈ２x ＋ C．

·６０３· 工科数学分析（上）



（十六）定积分

１４２．∫π－πｃｏｓnxｄx ＝∫π－πｓｉｎnxｄx ＝ ０．
１４３．∫π－πｃｏｓm xｓｉｎnxｄx ＝ ０．
１４４．∫π－πｃｏｓm xｃｏｓnxｄx ＝ ０　（m ≠ n），

π　（m ＝ n）．
１４５．∫π－πｓｉｎm xｓｉｎnxｄx ＝ ０　（m ≠ n），

π　（m ＝ n）．
１４６．∫π０ｓｉｎm xｓｉｎnxｄx ＝∫π０ｃｏｓm xｃｏｓnxｄx ＝ ０ （m ≠ n），

π／２ （m ＝ n）．
１４７．In ＝∫π２０ ｓｉｎn

xｄx ＝∫π２０ ｃｏｓnxｄx，In ＝ n－ １
n

In－２，I１ ＝ １，I０ ＝ π２ ．
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附录二　几种常用的曲线

　　（１） 三次抛物线

y＝ax
３．

　　（２） 半立方抛物线

y
２＝ax

３．

　　（３） 概率曲线

y＝ｅ－x
２．

　　（４） 箕舌线

y＝ ８a３
x
２＋４a２．

　　（５） 蔓叶线

y
２（２a－x）＝x

３．
　　（６） 笛卡儿叶形线

x＝ ３at１＋t
３，y＝ ３at

２
１＋t

３．



　　（７） 星形线（内摆线的一种）
x
２／３＋y

２／３＝a
２／３， x＝aｃｏｓ３θ，

y＝aｓｉｎ３θ．

　　（８） 摆线

x＝a（θ－ｓｉｎθ），
y＝a（１－ｃｏｓθ）．

　　（９） 心形线（外摆线的一种）
x
２＋y

２＋ax＝a x
２＋y

２，
ρ＝a（１－ｃｏｓφ）．

　　（１０） 阿基米德螺线

ρ＝aφ．

　　（１１） 对数螺线

ρ＝ｅaφ．
　　（１２） 双曲螺线

ρφ＝a．

·９０３·附　　录



　　（１３） 伯努利双纽线

（x ２＋y
２）２＝２a２xy，

ρ２＝a
２ｓｉｎ２φ．

　　（１４） 伯努利双纽线

（x ２＋y
２）２＝a

２（x ２－y
２），

ρ２＝a
２ｃｏｓ２φ．

　　（１５） 三叶玫瑰线

ρ＝aｃｏｓ３φ．
　　（１６） 三叶玫瑰线

ρ＝aｓｉｎ３φ．

　　（１７） 四叶玫瑰线

ρ＝aｓｉｎ２φ．
　　（１８） 四叶玫瑰线

ρ＝aｃｏｓ２φ．

·０１３· 工科数学分析（上）
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内 容 提 要

本书是第二版，是针对我国各重点院校对数学教学的要求及教学实际予以修订

的．上册内容为一元函数微积分和微分方程，下册内容为空间解析几何、多元函数微

积分及无穷级数，每节末附有习题答案与提示．
本书与一般工科枟高等数学枠教材相比，适当地补充了实数基本定理、一致连续

性、一致收敛和含参量积分等内容，加强了微积分的理论基础；注重无穷小分析等数

学思想的讲解和应用；在数学逻辑性、严谨性及抽象性方面也有相应要求和训练；引
进现代数学语言、术语和符号，为读者进一步学习现代数学理论和方法提供了帮助；
同时注重学生的工程应用意识的训练，培养学生应用数学解决实际问题的能力．

本书结构严谨、条理清晰、通俗易懂、例题典范、习题分层、可读性强，便于使用．
适用于理工科（非数学）专业中对数学要求较高的专业使用，若略去部分内容也完全

适合一般工科专业使用．



前　　言

　　随着科学技术的飞速发展，数学的科学地位发生了巨大的变化．高技术本质上是

数学技术的观念已日益为人们所共识．计算机和信息技术的迅速发展正在改变着

人们对数学知识的需求，冲击着传统的观念和方法．面临着培养 ２１ 世纪人才的挑战

性任务，许多高等院校理工科（非数学）专业和管理、经济类专业对数学基础课程提出

了新的更高的要求．数学基础课程不再仅仅是学到某些知识，为专业课程提供数学工

具，更重要的是提高学生的数学素质和数学修养水平．
本书正是在这种形势下应运而生的．本书的宗旨是，在传授知识的同时，加强和

拓宽基础，加强应用；注意传授数学思想，培养学生的创造性思维；着重提高学生的数

学素养和能力．本书与传统的高等数学教材的主要区别是，本书加强了微积分的理论

基础，注重无穷小分析的思想的运用．在数学的逻辑性、严谨性及抽象性方面也有相

应的要求和训练．但本书又与数学专业用的数学分析教材不同，在内容的深度和广度

上没有数学分析教材要求那么高．我们注意了对学生的工程意识的培养，即通过典型

例题的介绍及相应习题的训练，培养学生运用数学知识解决实际问题的能力．基于上

述理由，我们将本书定名为枟工科数学分析枠．
本书有以下特点．
１．引进一些近代数学的术语、符号和概念．如集合、映射、度量性等，这将有助于

学生进一步阅读使用数学工具较多的现代科技文献．
２．拓宽和加强数学基础．本书加强了极限理论，从确界定理出发，介绍并证明了

实数理论的几个基本定理：证明了有界闭区间上连续函数的基本性质；简要介绍了欧

氏空间Ｒ
n 中关于点集的某些基本概念，并在此基础上引进多元函数的极限与连续性

概念；增加了理科数学分析中的一些重要内容，如一致连续、一致收敛、向量值函数的

导数、含参变量的积分等．这些知识不仅有实用价值，而且对学生的逻辑思维训练是

十分有益的．
３．突出数学建模，培养学生把实际问题转化为数学问题并加以解决的能力．本

书除介绍微积分应用的经典例子（如物理、力学、几何等方面的例子）外，还介绍了若

干工程、经济、人口、生态等领域中的例子，在习题中设置了许多实际应用的问题，这
些问题在提高学生对数学应用的兴趣及能力方面有较大的作用．

４．重视数学思想方法的训练．本书注意突出无穷小分析的思想，将逼近的思想

贯穿始终．尽可能将演绎与归纳的方法有机地结合起来，通过“问题（包括背景）—观

察与思考—归纳总结—给出解答”这种模式来组织若干教学内容（如最优化问题—极

·Ⅰ·



值与条件极值等），以利于培养学生的创造能力．
５．在习题的配置上，本书把每节的习题分成（Ａ ）、（Ｂ）两类．（Ａ ）类为基本要求

题，用于巩固基础知识和基本技能；（Ｂ）类为提高题，用于扩大视野和熟练技巧，提高

学生的综合能力．另外，每章还配有总习题，供学生作综合练习或复习使用．
本书适用于理工科（非数学）专业和管理、经济类专业中对数学要求较高的专业．

但如果略去理论性较强的部分及“倡”号部分，一般工科及经济、管理类专业也可使用

本书．
在本书的编写过程中，得到华中科技大学教务处的大力支持．本书的第一版曾得

到李楚霖教授，李静瑶、何瑞、杨林锡和乔维佳等 ４位副教授的支持和具体的帮助．华
中科技大学出版社的有力支持，以及责任编辑龙纯曼老师和周芬娜老师的辛勤劳动，
使得本书能顺利出版并再版．在此我们一并表示衷心的感谢！

对于书中的不足和错误，恳请专家、同行及热心的读者批评指正．

编　　者

２００４年 ３月于华中科技大学
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第 ６ 章　向量代数与空间解析几何

　　到目前为止，我们讨论的基本上都是一元函数，即 y＝f （x），这个函数关系中只

有一个自变量和一个因变量．但是在实际问题中，经常要考虑多种因素、多方面的关

系，因此必须考虑有多个自变量的情形．为此，我们需要作一些相应的准备工作．本章

所要介绍的向量代数与空间解析几何的内容，就是这种准备的一部分．
向量是描述那些既有大小、又有方向的量，它是一种重要的数学工具，在工程技

术中有着广泛的应用．本章将介绍向量的概念及向量的几种基本运算．
我们知道，平面解析几何的知识是学习一元函数的基础．类似地，学习多元函数

微积分时，我们必须首先学习空间解析几何的基础知识．本章将介绍空间的平面和直

线的方程，平面与直线的关系，以及空间曲面、曲线的方程．

６．１　向量及其线性运算

　　６．１．１　空间直角坐标系

　　通过平面直角坐标系，可以用有序数对来表示平面上任意一点的位置．为了确定

空间中任一点的位置，我们需要建立空间直角坐标系．为此，引进三条互相垂直的直

线，称之为 x 轴、y 轴和 z 轴，它们相交于一点 O ，称之为原点．通常将这三个坐标轴按

右手系规则排列（见图６．１）．当右手握拳的方向是从 x 轴的正向到 y 轴的正向时，右
手大姆指的指向便是 z 轴的正向．

图６．１ 图６．２ 图６．３
在空间中任取一点P ，过P 点作三个平面分别垂直于x 轴、y 轴和z 轴，并交x 轴、

y 轴和z 轴于M 、N 、R 三点（见图６．２）．M 、N 、R 这三个点分别称为点P 在x 轴、y 轴和

z 轴上的投影．设M 、N 、R 在x 轴、y 轴、z 轴上的坐标分别为x、y 和z．于是，点P 的坐

标就可以表示成一个三元有序组（x，y，z）．易见，xy 平面上的点满足 z＝０．



反过来，给定一个三元有序组（x，y，z），我们可以在x 轴上取坐标为x 的点M ，在
y 轴上取坐标为 y 的点 N ，在 z 轴上取坐标为 z 的点 R ，然后通过 M 、N 及 R 分别作 x

轴、y 轴及 z 轴的垂直平面，这三个垂直平面的交点 P 便是以有序组（x，y，z）为坐标

的点．由此可见，空间的点与有序组（x，y，z）之间便建立了一一对应的关系．
三条坐标轴中的任意两条可以确定一个平面，称之为坐标面．三个坐标面把空间

分成八个部分，每一部分叫做卦限．满足 x≥０，y≥０，z≥０ 的那个卦限称为第一卦限

（见图 ６．３）．第一到第八卦限内点的坐标的符号如下表所示：
卦限 Ⅰ Ⅱ Ⅲ Ⅳ Ⅴ Ⅵ Ⅶ Ⅷ

x ＋ － － ＋ ＋ － － ＋
y ＋ ＋ － － ＋ ＋ － －
z ＋ ＋ ＋ ＋ － － － －

我们知道，在实直线Ｒ上，两个点 a１ 与 b１ 之间的距离定义为

│b１ － a１│＝ （b１ － a１）２ ，
其中“ 　”表示取非负平方根．现在把两点间的距离公式推广到平面和空间中去．

为了表述方便，我们把由n 个一维实空间（即实直线）Ｒ构成的乘积集合称为n 维

实空间，记作

Ｒ
n ＝Ｒ× Ｒ× … × Ｒ．

于是，平面就是二维实空间Ｒ
２，而空间就是三维实空间Ｒ

３．在Ｒ
n 中，其元素称为点，它

是n 元有序组x＝（x １，x ２，…，x n），其中x i（i＝１，２，…，n）是实数．现在考察Ｒ
n 中两点间

的距离．
Ｒ
２ 中两点间的距离公式是熟知的，即若点（x １，y １）∈Ｒ

２，则该点到原点的距离为

（见图 ６．４）
（x １ － ０）２ ＋ （y １ － ０）２ ＝ x

２１ ＋ y
２１

图６．４ 图６．５

·２· 工科数学分析（下）



　　类似地，由几何知识得知，在空间Ｒ
３ 中，点（x １，y １，z１）到原点（０，０，０）的距离为

（见图 ６．５） x
２１＋y

２１＋z
２１．一般地，在空间Ｒ

n 中，很自然地把点（x １，x ２，…，x n）到原点

（０，０，…，０）的距离定义为

x
２１ ＋ x

２２ ＋ … ＋ x
２
n ＝ 钞n

i＝１
x
２
i．

由此可知，若（a１，a２，…，an）和（b１，b２，…，bn）是Ｒ
n 中任意两点，则可定义这两点间的距

离为

（b１ － a１）２ ＋ （b２ － a２）２ ＋ … ＋ （bn － an）２ ＝ 钞n

i＝１
（bi－ ai）２．

　　６．１．２　向量及其坐标表示

我们曾把有序组（a１，a２，…，an）叫做Ｒ
n 中的一个点，现在在Ｒ

n 中引进向量的概念．
先考虑Ｒ

２ 中的情形．设 P 、Q 是平面Ｒ
２ 中的两个点，它们确定一条有向线段，记

作P Q．我们称这样的有向线段为平面向量，P 称为向量P Q 的起点，Q 称为这个向量

的终点．P Q 的指向是这个向量的方向，而P Q 的长短则表示这个向量的大小．如果

P １Q １和P ２Q ２是两个有向线段，它们有相同的长度和方向，则认为它们表示了同一个

向量．这就是说，这两个有向线段是互相平行的，且长度、方向完全相同．有向线段具

有确定的、特殊的位置，而向量则不然，图 ６．６中所有的箭头均表示同一个向量．这正

如分数
２３ 与

４６ 表示同一个有理数那样，两个长度相等、方向相同的有向线段P １Q １和

P ２Q ２表示同一个向量．因此，若一个向量能够由另一个向量经平行移动得到，则认为

这两个向量相等．
我们可以根据不同场合的需要来选取向量的某种表示方式．有时把向量的起点

放在直角坐标系的原点 O 上（见图 ６．７（ａ）），有时则可以把向量放在平面上的任何地

方（见图 ６．７（ｂ））．

图６．６ 图６．７
一般地，我们把具有大小和方向的量称为向量．例如质点运动的速度，拖曳重物

·３·第６章　向量代数与空间解析几何



的作用力等．在物理上，向量常用有向线段来作为几何表示，因此，前面所述的平面向

量的概念可以推广到三维空间Ｒ
３ 中以及一般的 n 维空间Ｒ

n 中．
我们用黑体字母 A ，B ，F ，r，v 等表示向量，向量的长度则表示为│A│＝A ，│r│＝r

等．向量的长度又称为向量的模，向量的模是一个数量．模为 １的向量称为单位向量．
如果把向量A 的起点放在原点O 处，则向量A＝O A 就与点A 有一一对应的关系．

即给定向量A ，把它的起点放在O 点，就可以得到它的终点A．反之，给定一点A ，则O A

确定一个向量．如果平面向量 A 的起点放在坐标原点处，终点坐标是（x，y），则称数 x

和 y 为向量 A 的（数量）分量．在几何上，│x│及│y│是向量 A 在 x 轴及 y 轴上的投影线

段的长度（见图６．８）．因此，我们亦称x 是向量A 在x 轴上的投影，y 为A 在y 轴上的投

影．于是，又可将向量 A 表示为

A ＝ ｛x，y｝
并称之为A 的坐标表示，由勾股定理知，向量A 的模│A│＝ x

２＋y
２．类似地，在Ｒ

３ 中，
若向量 A 的起点在坐标原点 O 处，终点坐标为（x，y，z），则 A 的坐标表示为

A ＝ ｛x，y，z｝，
其模│A│＝ x

２＋y
２＋z

２ （见图 ６．９）．推而广之，我们把

A ＝ ｛x １，x ２，…，x n｝
称为Ｒ

n 中起点在原点 O＝（０，０，…，０）、终点在 A ＝（x １，x ２，…，x n）的 n 维向量，其模

│A│＝ x
２１＋x

２２＋…＋x
２
n．

图６．８ 图６．９ 图６．１０
有固定起点O 的向量称为点A 的向径，或称为位置向量．A 点的向径的分量就是

A 点的坐标．分量均为零的向量称为零向量，记作 ０，它的长度是零而没有方向（或者

认为它的方向是任意的）．例如，在Ｒ
n 中，零向量 ０＝｛０，０，…，０｝．

如果向量a 与b 的夹角等于０或π，则称向量a 与b 共线（或平行），记作a∥b．由于

零向量的方向可看作任意的，于是可以认为零向量与任何向量都平行．
例 ６．１．１　设向量P Q 的起点为 P （１，２），终点为 Q （４，３），求P Q 的坐标表示．
解　把P Q 的起点移到原点 O 处，而将向量P Q 平行地移动成O R （见图 ６．１０），并

·４· 工科数学分析（下）



取│O R│＝│P Q │．则O R 和P Q 表示同一个向量．易见点 R 的坐标是（３，１）．因此向量

P Q 可表示为P Q＝｛３，１｝． □
例 ６．１．２　设 P＝（４，１，－１），Q＝（７，－３，１）．求三维向量P Q 的模．
解　P Q 的三个数量分量分别为

x ＝ ７ － ４ ＝ ３，　y ＝－ ３ － １ ＝－ ４，　z＝ １ － （－ １） ＝ ２，
因此P Q＝｛３，－４，２｝，它的模为

│P Q│＝ ３２ ＋ （－ ４）２ ＋ ２２ ＝ ２９． □
　　６．１．３　向量的方向余弦

现在我们进一步找出向量的坐标与向量的模、方向之间的联系．

图６．１１

将向量 a＝｛a１，a２，a３｝的起点放在坐标原点，向量 a 与

三个坐标轴的正向的夹角分别设为α、β、γ，并规定０≤α≤π，
０≤β≤π，０≤γ≤π，则称 α、β、γ为向量 a 的方向角（见图

６．１１）．
因为向量的坐标就是向量在坐标轴上的投影，所以有

　a１＝│a│ｃｏｓα，　a２＝│a│ｃｏｓβ，　a３＝│a│ｃｏｓγ． （６．１．１）
而 │a│＝ a

２１ ＋ a
２２ ＋ a

２３ ，
因此得　ｃｏｓα＝ a１

a
２１＋a

２２＋a
２３
，　ｃｏｓβ＝ a２

a
２１＋a

２２＋a
２３
，　ｃｏｓγ＝ a３

a
２１＋a

２２＋a
２３
，

且 ｃｏｓ２α＋ｃｏｓ２β＋ｃｏｓ２γ＝１．
　　我们称 ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ为向量 a 的方向余弦．

例６．１．３　设有两点P （１，２， ２ ）和Q （２，１，０），求向量P Q 的模、方向余弦和方向

角．
解　P Q＝｛２－１，１－２，０－ ２ ｝＝｛１，－１，－ ２ ｝；

则 │P Q│＝ １２ ＋ （－ １）２ ＋ （－ ２ ）２ ＝ １ ＋ １ ＋ ２ ＝ ４ ＝ ２；
ｃｏｓα＝ １２ ，　ｃｏｓβ＝－ １２ ，　ｃｏｓγ＝－ ２２ ；

α＝ π３ ，　β＝ ２π３ ，　γ＝ ３π４ ． □

　　６．１．４　向量的线性运算

现在我们引进向量的加法和数乘这两种运算，称之为向量的线性运算．
（１） 向量的加法

根据力学中两个力或两个速度的合成法则，我们用平行四边形法则来定义两个
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向量的相加．
将两向量a，b 平移至同一起点O （原点），以此两向量为邻边作平行四边形，定义由

起点O 到平行四边形对顶点B 所作成的向量O B 为向量a 与b 之和（见图 ６．１２（ａ）），即
a ＋ b＝ O B．

图６．１２
　　为了解决两个平行向量相加的问题，我们进一步引进下面的三角形法则．

将两向量 a，b 首尾相接，则由起点到终点的向量O B 为向量 a，b 之和（见图 ６．１２
（ｂ）），即

a ＋ b＝ O B．
　　不难看出，三角形法则蕴含了平行四边形法则．

下面我们给出向量加法的坐标表示．不妨先考察平面向量的情形．设 a＝O A ＝
｛a１，a２｝，b＝A B＝｛b１，b２｝，并设 B 点的坐标为（x，y）（见图 ６．１３），则

图６．１３

a ＋ b＝ O B ＝ ｛x，y｝．
由于 A 点的坐标为（a１，a２），因此

A B ＝ ｛x － a１，y － a２｝．
由向量A B 的坐标的唯一性知，

b１ ＝ x － a１，　b２ ＝ y － a２，
亦即有 x ＝ a１ ＋ b１，　y ＝ a２ ＋ b２．
由此可得向量 a＋b 的坐标表示为

a ＋ b＝ ｛a１ ＋ b１，a２ ＋ b２｝． （６．１．２）
类似地，对于Ｒ

３ 中的向量 a＝｛a１，a２，a３｝，b＝｛b１，b２，b３｝，a＋b 的坐标表示为

a ＋ b＝ ｛a１ ＋ b１，a２ ＋ b２，a３ ＋ b３｝． （６．１．３）
而对于Ｒ

n 中的向量 a＝｛a１，a２，…，an｝及b＝｛b１，b２，…，bn｝，a＋b 的坐标表示为

a ＋ b＝ ｛a１ ＋ b１，a２ ＋ b２，…，an ＋ bn｝．
这就是说，两向量和的坐标等于两向量对应坐标之和．

（２） 向量的数乘

数 k 与向量 a 的乘积（称为数乘）定义为一个向量，记作 ka，其大小为│ka│＝

·６· 工科数学分析（下）



│k││a│，方向与 a 平行．当 k＞０时，ka 与 a 同向；当 k＜０时，ka 与 a 反向（见图 ６．１４），
即

ka ＝ │k│a， k＞ ０，
－ │k│a， k＜ ０；

当 k＝０时，ka＝０a＝０．
由向量的数乘可以导出向量的减法，即 a 与 b 相减定义为

a － b＝ a ＋ （－ １）b，
也就是将 b 变成－b 再和 a 相加（见图 ６．１５）．

图６．１４ 图６．１５ 图６．１６
如果用记号 ea 表示与向量 a 同方向的单位向量，则依向量的数乘的定义，有

a ＝ │a│ea．
因此，一个非零向量除以它的模便可得到一个同方向的单位向量，即

a│a│＝ ea． （６．１．４）
根据（６．１．１）式，单位向量 ea 又可以用方向余弦表示为

ea ＝ ｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝． （６．１．５）
　　下面我们给出向量的数乘的坐标表示．还是以平面向量为例．令a＝｛a１，a２｝，k 为

任意实数，设a 的方向角为α，β，ka 的方向角为α′，β′．当k＞０时，向量ka 与a 同方向，
故α＝α′，β＝β′（见图６．１６）．因此，ka 的坐标为

x ＝ │k││a│ｃｏｓα，　y ＝ │k││a│ｃｏｓβ．
而 a１ ＝ │a│ｃｏｓα，a２ ＝ │a│ｃｏｓβ，故有

x ＝ ka１，　y ＝ ka２．
当 k＜０时，向量 ka 与 a 反方向，故α＝π－α′，β＝π－β′．这时，ka 的坐标应为

x ＝ │ka│ｃｏｓα′＝－ k│a│（－ ｃｏｓα） ＝ ka１，
y ＝ │ka│ｃｏｓβ′＝－ k│a│（－ ｃｏｓβ） ＝ ka２．

因此，不论 k 是正数还是负数，均有

ka ＝ ｛ka１，ka２｝．
　　类似地，对于Ｒ

３ 中的向量 a＝｛a１，a２，a３｝，有

·７·第６章　向量代数与空间解析几何



ka ＝ ｛ka１，ka２，ka３｝．
对于Ｒ

n 中的向量 a＝｛a１，a２，…，an｝，则有

ka ＝ ｛ka１，ka２，…，kan｝．
　　可以证明，对于向量 a，b，若 a≠０，则 a∥b 的充要条件是存在实数 k，使得 b＝ka．
（证明留作习题）

例６．１．４　在Ｒ
２ 中，向量a＝｛１，－３｝与向量b＝｛２，－６｝是平行的，并且它们有相

同的方向．而向量 a＝｛１，－３｝与向量 d＝｛２，－７｝是不平行的． □
例 ６．１．５　设│a│＝５，则

│３a│＝ │３││a│＝ ３ · ５ ＝ １５，
且 ３a 与 a 同向．但是，－７a 与 a 的方向相反， 而

│－ ７a│＝ │－ ７││a│＝ ７ · ５ ＝ ３５． □
　　例 ６．１．６　设有Ｒ

４ 中的向量 a＝｛１，－２，０，４｝，b＝｛２，３，－１，１｝，则
３a － ５b＝ ｛３， － ６，０，１２｝ － ｛１０，１５， － ５，５｝ ＝ ｛－ ７， － ２１，５，７｝． □

　　下面我们给出向量加法和数乘的运算律，其证明留作练习．
定理 ６．１．１　对于任意向量 a，b，c 以及任意的数α，β，以下的运算律成立：
（１） a＋b＝b＋a（交换律）；
（２） （a＋b）＋c＝a＋（b＋c）（结合律）；
（３） α（βa）＝（αβ）a（数乘的结合律）；
（４） （α＋β）a＝αa＋βa（分配律）；
（５） α（a＋b）＝αa＋αb（分配律）．
有了向量的加法和数乘运算后，我们还可以给出向量的分解表达式．为此，以Ｒ

３

为例，我们在空间直角坐标系 O xyz 中的三个坐标轴上分别取单位向量

i＝ ｛１，０，０｝，　j＝ ｛０，１，０｝，　k ＝ ｛０，０，１｝，
称之为 Ｒ

３ 中的单位坐标向量．于是任何向量 a＝｛a１，a２，a３ ｝可有如下的分解表达

式：　　　
a＝ ｛a１，a２，a３｝ ＝ ｛a１，０，０｝ ＋ ｛０，a２，０｝ ＋ ｛０，０，a３｝
＝ a１｛１，０，０｝ ＋ a２｛０，１，０｝ ＋ a３｛０，０，１｝，

即 a ＝ a１i＋ a２j＋ a３k． （６．１．６）
（６．１．６）式称为向量a 的按单位坐标向量的分解表达式，而向量a１i、a２j、a３k 分别称为

a 在 x 轴、y 轴、z 轴上的分向量．
例６．１．７　设向量a 的起点为P （５，１，２），终点为Q （７，２，４）．求单位向量ea 关于单

位坐标向量的分解式．
解 a＝P Q＝｛７－５，２－１，４－２｝＝｛２，１，２｝，

故 │a│＝ ２２ ＋ １２ ＋ ２２ ＝ ９ ＝ ３，

·８· 工科数学分析（下）



因此， ea ＝ a│a│＝ ｛ ２３ ， １３ ， ２３ ｝，
即 ea ＝ ２３ i＋ １３ j＋ ２３ k． □

习　题　６．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） Ｒ３的空间直角坐标系是怎样建立的？
（２） Ｒn 中两点的距离如何定义？
（３） 向量是怎样的量？ 向量与有向线段有什么不同？
（４） 什么叫单位向量？ 给定一个非零向量a，你能写出一个与a 同方向的单位向量吗？
（５） 向量的模及方向余弦怎样定义？
（６） 向量的加法与数乘是怎样定义的？

２．在空间直角坐标系中，定出下列各点的位置：
A （１，２，３）；　B （－１，２，４）；　C （２，－３，－４）；　D （３，４，０）；　E （０，２，１）；　F （４，０，０）．

３．求下列各点间的距离：
（１） （０，０，０），（２，３，４）；　　（２） （４，－１，２），（－２，１，３）．

４．求点M （２，－１，３）与原点及各坐标轴间的距离．
５．证明：以三点A （４，１，９）、B （１０，－１，６）、C （２，４，３）为顶点的三角形是等腰直角三角形．
６．给定一点（a，b，c）∈Ｒ

３，试写出该点关于（１） 各坐标面；（２） 各坐标轴；（３） 坐标原点的对称点的

坐标．
７．求下列向量的模：
（１） ｛１，２，３｝；　　（２） ｛－１，０，５｝；　　（３）｛２，－４，７｝．

８．求下列向量的和，并画出a＋b：
（１） a＝｛２，１｝，b＝｛１，４｝；　　　　　　　（２） a＝｛２，２｝，b＝｛１，－１｝；
（３） a＝｛１，２，０｝，b＝｛２，３，５｝； （４） a＝｛３，－２，１｝，b＝｛－４，３，２｝．

９．求下列向量的差，并画出a－b：
（１） a＝｛４，３｝，b＝｛２，０｝； （２） a＝｛１，１｝，b＝｛－２，４｝；
（３） a＝｛２，３，４｝，b＝｛１，５，０｝； （４） a＝｛３，４，２｝，b＝｛０，０，０｝．

１０．计算并画出kA ，假设A＝２i＋３j＋k，而k 为

（１）２；　（２）－２；　（３） １２ ；　（４）－ １２ ．
１１．求一个单位向量，使它与向量i＋２j＋３k 同方向．
１２．求向量a＝２i＋３j＋４k 的方向余弦．
１３．设A＝a－b＋２c，B＝－a＋３b－c．试用a、b、c 表示向量２A－３B．

（Ｂ）
１．设风速为每小时４８ ｋｍ，风向为东北．一架飞机相对于风以每小时１６０ ｋｍ 的速度飞行，由飞机的
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图６．１７

尾部到飞机头部的指向是东南方向（见图６．１７）．
（１） 求飞机相对于地面的速度大小；
（２） 飞机相对于地面的飞行方向是什么？

２．证明本节定理６．１．１中的各条运算律．
３．证明，若a≠０，则向量a 与b 平行的充要条件是存在实数k，使得b

＝ka．
答案与提示

（Ａ）
３．（１） ２９；　（２） ４１．
４畅M O＝ １４，dx＝ １０，dy＝ １３，dz＝ ５ ．
５．A B＝ ４９，B C＝ ９８，C A＝ ４９，A B

２＋A C
２＝B C

２．
６．（１） （a，b，－c），（－a，b，c），（a，－b，c）；　（２） （a，－b，－c），（－a，b，－c），（－a，－b，c）；
（３） （－a，－b，－c）．

７畅（１） １４；　（２） ２６；　（３） ６９．
８畅（１） ｛３，５｝；　（２） ｛３，１｝；　（３） ｛３，５，５｝；　（４） ｛－１，１，３｝．
９．（１） ｛２，３｝；　（２） ｛３，－３｝；　（３） ｛１，－２，４｝；　（４） ｛３，４，２｝．
１０．（１） ４i＋６j＋２k；　（２） －４i－６j－２k；　（３） i＋ ３２ j＋ １２ k；　（４） －i－ ３２ j－ １２ k．
１１．l

０＝ １
１４i＋ ２

１４ j＋ ３
１４ k．

１２畅 ２
２９ ，

３
２９ ，

４
２９．

（Ｂ）
１．（１）速度大小为１６７（ｋｍ／ｈ）；　（２） 方向为东偏南２８畅３°．

６．２　向量的点积与叉积

　　６．２．１　两个向量的点积

我们先来看一个简单的物理问题．设一物体在常力F 的作用下，沿直线从P 点移

动到 Q 点．令 r＝P Q．由物理学的知识可知，力 F 所作的功为

W ＝ │F││r│ｃｏｓθ，
其中 θ为 F 与 r 的夹角（见图 ６．１８）．

由于功 W 是数量，这个实例表明两个向量可能产生一个数量．这是两个向量间

的一种特殊运算，它在理论和实际中是经常遇到的．为此，我们给出下面的定义．
定义 ６．２．１（点积） 向量 a 与 b 的点积（或称为数量积）定义为

·０１· 工科数学分析（下）



图６．１８

a · b＝ │a││b│ｃｏｓθ，
其中 θ为向量 a 与 b 之间的夹角，０≤θ≤π．

由于│b│ｃｏｓθ是向量 b 在向量 a 的方向上的投影（射
影 ），记作 ba，因此，a 与 b 的点积等于其中一个向量的模和

另一个向量在这个向量的方向上的投影的乘积，即 a· b＝
│a│ba．

例６．２．１　设b 是一固定单位向量，向量a 可以自由旋转，其长度为６．试问当a 旋

转到什么位置时可使点积 a· b 达到 大值和 小值？
解　因为 a · b＝ │a││b│ｃｏｓθ＝ ６ｃｏｓθ，

所以当a 与b 同向时，即θ＝０时，a· b 取 大值６．当a 与b 反向时，即θ＝π时，a· b 取

小值－６． □
　　６．２．２　点积的性质

由点积的定义可以推得：
（１） 对任一向量 a，有 a· a＝│a│２，例如在Ｒ

３ 中，三个单位坐标向量 i、j、k 满足：
i· i＝１，j· j＝１，k· k＝１．

（２） 两个非零向量正交（即相互垂直）的充要条件是它们的点积等于零，即
a ⊥ b骋a · b＝ ０．

例如 i· j＝ ０，j · k ＝ ０，i· k ＝ ０．
对于向量 a，b，c 及数λ，由定义知点积符合下列运算规律：
（１） a· b＝b· a（交换律）；
（２） a· （λb）＝λ（a· b）＝（λa）· b（结合律）；
（３） （a＋b）· c＝a· c＋b· c（分配律）．

请读者给出证明．
我们还可以利用向量的分量来计算两个向量的点积．假设在Ｒ

３ 中有向量

a ＝ a１i＋ a２j＋ a３k，　b＝ b１i＋ b２j＋ b３k．
则 a · b＝（a１i＋ a２j＋ a３k） · （b１i＋ b２j＋ b３k）

＝a１b１i· i＋ a１b２i· j＋ a１b３i· k ＋ a２b１j · i＋ a２b２j · j

＋ a２b３j · k ＋ a３b１k · i＋ a３b２k · j ＋ a３b３k · k

＝a１b１ ＋ a２b２ ＋ a３b３．
　　一般地，在Ｒ

n 中，若 a＝｛a１，a２，…，an｝，b＝｛b１，b２，…，bn｝，则
a · b＝ a１b１ ＋ a２b２ ＋ … ＋ anbn ＝钞n

i＝１
aibi．

　　例 ６．２．２　设有Ｒ
３ 中的三个向量：

u ＝ i＋ ３ k， v＝ i＋ ３ j， w ＝ ３ i＋ j－ k，
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试问：其中相互正交的是哪两个向量？
　　 解 　 　　　v · u ＝（i＋ ３ j＋ ０k） · （i＋ ０j＋ ３ k）

＝１ · １ ＋ ３ · ０ ＋ ０ · ３ ＝ １，
v · w ＝（i＋ ３ j＋ ０k） · （ ３ i＋ j－ k）

＝１ · ３ ＋ ３ · １ ＋ ０ · （－ １） ＝ ２ ３ ，
w · u ＝（ ３ i＋ j－ k） · （i＋ ０j＋ ３ k）

＝ ３ · １ ＋ １ · ０ ＋ （－ １） · ３ ＝ ０．
因此，只有向量 w 和 u 是互相正交的． □

在n 维空间Ｒ
n 中，一个点又可称为一个n 维向量．元素a＝（a１，a２，…，an）∈Ｒ

n，一
方面 a 可以看作是以 a１，a２，…，an 为分量的向量，另一方面 a 又可以看作是以 a１，a２，
…，an 为坐标的点．看作向量时，我们习惯上写作

a ＝ ｛a１，a２，…，an｝，
这个向量起点在原点，终点在（a１，a２，…，an）处，由于这个缘故，我们又可以把点 a 到

原点的距离表示为

钞n

i＝１
a
２
i ＝ a · a ＝ │a│，

　　６．２．３　Ｒ
３ 中两个向量的叉积

我们仍然从一个简单的物理问题开始．我们知道，把一个钉子直接锤击入桌面，
和把一个螺丝钉拧入桌面是不同的．当然，这两种运动都有力的作用，但是，对锤击钉

子的情形，所用的力和钉子的运动方向都是铅直的；而对拧螺丝钉的情形，所用的力

是水平方向的（见图６．１９），而螺丝钉的运动方向则不仅与力F 垂直，并且还垂直于半

径向量 r．下面将探讨如何计算这种垂直于两个给定向量的向量．

图６．１９ 图６．２０

·２１· 工科数学分析（下）



　　定义 ６．２．２（叉积）　设 a，b∈Ｒ
３，a 与 b 的叉积（或称向量积）定义为

a × b＝ （│a││b│ｓｉｎθ）en，
其中θ是向量a 和b 的夹角，０≤θ≤π，en 是垂直于a 和b 的单位向量，en 的指向按右手

系规则从 a 转向 b 来确定（见图 ６．２０）．
注意，叉积 a×b 是一个向量，而点积 a· b 是一个数量．叉积只对三维空间Ｒ

３ 中

的向量定义，而点积则适用于一般的Ｒ
n 中的向量，其中 n 是任意给定的自然数．

例 ６．２．３　设 i和 j 是Ｒ
３ 中的单位坐标向量，求 i×j．

解　向量i与j 的模都是１，它们的夹角是
π２ ，按右手系规则，i×j的方向向量为k，故

i× j＝ （│i││j│ｓｉｎ π２ ）k ＝ k． □
　　例 ６．２．４　设 v 是任意的三维向量，求 v×v．

解　v 与 v 的夹角为 ０，所以

v × v＝ ０．
即 v 与自身的叉积为零向量． □

例 ６．２．５　设 a∈Ｒ
３ 是一个长度为 ２的固定向量，其方向指向 x 轴的正向，b∈Ｒ

３

是一个长度为 ３的向量，它在 xy 平面上可自由旋转．求向量 a×b 的模的 大值和

小值．当 b 旋转时，a×b 的方向如何？
　　 解 │a × b│＝ │a││b│ｓｉｎθ＝ ２ · ３ｓｉｎθ ＝ ６ｓｉｎθ，
因此，当θ＝ π２时，│a×b│取 大值，即当a 和b 正交时，│a×b│有 大值６；而当θ＝０或
π时，即当 a 与 b 平行时，│a×b│有 小值 ０．

当b 位于xy 平面的第一或第二象限时，a×b 的方向指向z 轴的正向；当b 位于xy

平面的第三或第四象限时，a×b 的方向指向 z 轴的负向． □
向量的叉积符合下列运算律：
（１） a×b＝－b×a（反交换律）；
（２） （λa）×（b）＝λ（a×b）＝a×（λb），λ是数（结合律）；
（３） a×（b＋c）＝a×b＋a×c（分配律）．
对于Ｒ

３ 中的单位坐标向量 i，j，k，不难验证有 i×j＝k，j×i＝－k，k×i＝j，j×k

＝i，i×i＝j×j＝k×k＝０．所以，若
a ＝ a１i＋ a２j＋ a３k，　b＝ b１i＋ b２j＋ b３k，

则 a × b＝（a１i＋ a２j＋ a３k）× （b１i＋ b２j＋ b３k）
＝a１b１i× i＋ a１b２i× j＋ a１b３i× k ＋ a２b１j × i＋ a２b２j × j

＋ a２b３j × k ＋ a３b１k × i＋ a３b２k × j＋ a３b３k × k

＝０ ＋ a１b２k ＋ a１b３（－ j） ＋ a２b１（－ k）
＋ ０ ＋ a２b３i＋ a３b１j＋ a３b２（－ i） ＋ ０
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＝（a２b３ － a３b２）i＋ （a３b１ － a１b３）j＋ （a１b２ － a２b１）k．
　　为方便记忆，我们引进行列式的记号．称记号

a１１ a１２

a２１ a２２
＝ a１１a２２ － a１２a２１

为二阶行列式．它含有两行，两列．横写的称为行，竖写的称为列．行列式中的数 aij称

为行列式的元素，例如 a１２就是在第 １行、第 ２列上的元素．由上式可知，二阶行列式就

是这样两个项的代数和：一个是在从左上角到右下角的对角线（又称为行列式的主对

角线）上两个元素的乘积，取正号；另一个是在从右上角到左下角的对角线（又称为行

列式的次对角线）上两个元素的乘积，取负号．例如

　２ 　５
－ ４ － ６ ＝ ２（－ ６） － ５（－ ４） ＝ ８．

下面的记号是三阶行列式：
a１１ a１２ a１３

a２１ a２２ a２３

a３１ a３２ a３３

＝ a１１
a２２ a２３

a３２ a３３
－ a１２

a２１ a２３

a３１ a３３
＋ a１３

a２１ a２２

a３１ a３２
，

它含有三行、三列，实际上等于 ６个项的代数和：
a１１ a１２ a１３

a２１ a２２ a２３

a３１ a３２ a３３

＝a１１（a２２a３３－a２３a３２）－a１２（a２１a３３－a２３a３１）＋a１３（a２１a３２－a２２a３１）．

例如

２ １ － ３
０ ３ － １
４ ０ 　５

＝ ２ ３ － １
０ 　５ － １

０ － １
４ 　５ ＋ （－ ３）

０ ３
４ ０

＝ ２（１５ － ０） － １（０ － （－ ４）） ＋ （－ ３）（０ － １２） ＝ ３２．
于是 a × b＝ （a２b３ － a３b２）i＋ （a３b１ － a１b３）j＋ （a１b２ － a２b１）k，

可用行列式表示为　　　　 a × b＝
i j k

a１ a２ a３

b１ b２ b３

．
将这个行列式展开即得

i j k

a１ a２ a３

b１ b２ b３

＝ （a２b３ － a３b２）i－ （a１b３ － a３b１）j＋ （a１b２ － a２b１）k ＝ a × b．

　　例６．２．６　求向量v＝２i＋j－k 与w＝i－j＋２k 的叉积，并考察v×w 是否与v 及w

都正交．
解

·４１· 工科数学分析（下）



v × w ＝
i 　j 　k

２ 　１ － １
１ － １ 　２

＝ i
　１ － １
－ １ 　２ － j

２ － １
１ 　２ ＋ k

２ 　１
１ － １

＝i－ ５j－ ３k．
为检查 v×w 是否与 v、w 都正交，我们来计算点积：

v · （v × w ） ＝ （２i＋ j－ k） · （i－ ５j－ ３k） ＝ ２ － ５ ＋ ３ ＝ ０，
w · （v × w ） ＝ （i－ j＋ ２k） · （i－ ５j－ ３k） ＝ １ ＋ ５ － ６ ＝ ０．

所以，v×w 与 v 及 w 都正交． □
例 ６．２．７　设平面上一平行四边形的顶点为（０，０），（a１，a２），（b１，b２）和（a１＋b１，a２

＋b２）．求它的面积．
解　如图 ６．２１所示，该平行四边形由向量

A ＝ a１i＋ a２j＋ ０k，　B ＝ b１i＋ b２j＋ ０k

图６．２１

张成．由向量叉积的定义知，A ×B 的大小为

│A × B│＝ │A││B│ｓｉｎθ，
它恰好表示以A 、B 为邻边的平行四边形的面积．因此，由

A × B ＝
i j k

a１ a２ ０
b１ b２ ０

＝ ０i＋ ０j＋ （a１b２ － a２b１）k

即得平行四边形的面积为

│A × B│＝ │a１b２ － a２b１│． □
　　６．２．４　向量的混合积

定义 ６．２．３（混合积）　三个向量 a，b，c 中两个向量的叉积与另一个向量作点积，
如 a· （b×c），（a×b）· c，称为这三个向量的混合积．

若已知

a ＝a１i＋ a２j＋ a３k，　b＝b１i＋ b２j＋ b３k，　c＝c１i＋ c２j＋ c３k，

图６．２２

则由叉积和点积的计算公式可以推出混合积的坐标表达式：

a· （b×c）＝
a１ a２ a３

b１ b２ b３

c１ c２ c３

．

可以证明：混合积 a· （b×c）的绝对值等于以 a，b，c
为邻边所作成的平行六面体的体积（见图 ６．２２）．

当混合积 a· （b×c）＝０时，平行六面体的体积为零，
即该六面体的三条棱落在同一平面上，换句话说，三个向

量 a、b、c 共面，反之亦然．因此我们得到下面的命题．

·５１·第６章　向量代数与空间解析几何



三向量 a、b、c 共面的充要条件是 a· （b×c）＝０，即
a１ a２ a３

b１ b２ b３

c１ c２ c３

＝０．

习　题　６．２
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 两个向量的点积是什么？
（２） 如何用点积来刻划两个向量互相正交？
（３） 两个三维向量的叉积怎样定义？
（４） 点积与叉积的区别是什么？
（５） 叉积的几何意义是什么？
（６） 如何用叉积来刻划两个向量互相平行？

２．在下列各题中计算A · B ：
（１） A 的长度为３，B 的长度为４，A 与B 之间的夹角为π／４．
（２） A 是零向量，B 的长度是５．
（３） A＝２i－３j＋５k，B＝i－j－k．
（４） A＝P Q ，B＝P R ，其中P＝（１，０，２），Q＝（１，１，－１），R＝（２，３，５）．

３．设A＝（１，２，－５），B＝（１，０，１），C＝（０，－１，３），D＝（２，１，４）．求A B 与C D 之间夹角的余弦．
４．求向量a＝｛４，－３，４｝在向量b＝｛２，２，１｝上的投影及与a 同向的单位向量．
５．设向量a 与向量b＝２i－j＋２k 共线，且满足关系a· b＝－１８．求向量a．
６．在下列各题中计算A×B ：
（１） A＝k，B＝i＋j；　　　　　　　　　（２） A＝i＋j＋k，B＝i＋j；
（３） A＝２i－３j＋k，B＝i＋j＋２k； （４） A＝i－j，B＝j＋４k．

７．已知平行四边形的三个顶点是（０，０，０），（１，５，４）和（２，－１，３），求它的面积．
８．求同时垂直于i－３j＋２k 与－２i＋j－５k 的向量．

（Ｂ）
１．证明：若B＝λA ，λ是常数，则A×B＝０．
２．证明：a×（b＋c）＝a×b＋a×c．
３．证明混合积a· （b×c）的绝对值等于以a，b，c 为邻边所作成的平行六面体的体积．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ６ ２ ； （２） ０； （３） ０； （４） －６．

·６１· 工科数学分析（下）



３． １
３ １０．

４．ab＝２，ea＝ １
４１ ｛４，－３，４｝．

５．a＝｛－４，２，－４｝．
６．（１）－i＋j；　（２）－i＋j；　（３）－７i－３j＋５k；　（４）－４i－４j＋k．
７．１３ ３ ．
８．l＝±（１３i＋j－５k）．

（Ｂ）
２．利用行列式的性质．
３．注意平面六面体的高h 等于向量a 在向量b×c 上的投影．

６．３　直线与平面

本节讨论直线与平面的基本几何性质．
　　６．３．１　Ｒ

２ 中的直线

设 n＝ai＋bj 是一个非零的平面向量，（x ０，y ０）是 xy 平面上某一点．如图 ６．２３所
示，显然，过点（x ０，y ０）且垂直于向量 n 的直线只有一条．我们称 n 为这条直线的法向

量．下面我们来导出这条直线的方程．

图６．２３ 图６．２４
设（x，y）是这条直线上的任一点（见图 ６．２４）．则向量（x－x ０）i＋（y－y ０ ）j 是垂

直于 n 的．因此有

０ ＝ ［（x － x ０）i＋ （y － y ０）j］ · n ＝ a（x － x ０） ＋ b（y － y ０）．
反之，如果 a（x－x ０）＋b（y－y ０）＝０，则点（x，y）必定在过点（x ０，y ０）且垂直于 n 的直

线上．这是因为数 a（x－x ０）＋b（y－y ０）是向量 n 与向量（x－x ０）i＋（y－y ０）j 的点积，
而点积等于 ０正说明这两个向量是互相垂直的．这样我们便得到了过（x ０，y ０）点且垂

直于向量 n 的（Ｒ２ 中的）直线方程

a（x － x ０） ＋ b（y － y ０） ＝ ０． （６．３．１）
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　　若直线L 的方程为ax＋by＋c＝０，由中学几何课程知，点P １（x １，y １）到L 的距离为

│ax １ ＋ by １ ＋ c│
a
２ ＋ b

２ ． （６．３．２）

　　６．３．２　Ｒ
３ 中的平面

一个非零向量垂直于一平面，是指该向量垂直于这个平面上的每一条直线（见图

６．２５）．如果一个非零向量n 垂直于一平面π，则称n 为平面π的法向量．利用法向量以

及向量的点积，我们可以导出平面的方程．
设 n＝A i＋B j＋C k 是平面π的法向量，P ０＝（x ０，y ０，z０）是平面π上一个定点，则

向量

P ０P ＝ （x － x ０）i＋ （y － y ０）j＋ （z－ z０）k，
并且 n 与P ０P 正交（见图 ６．２６）．于是有

n · P ０P ＝ （A i＋ B j＋ C k） · ［（x － x ０）i＋ （y － y ０）j＋ （z－ z０）k］，
即 A （x － x ０） ＋ B （y － y ０） ＋ C （z－ z０） ＝ ０． （６．３．３）

图６．２５ 图６．２６
称方程（６．３．３）为平面的点法式方程．若记 D ＝－（A x ０＋By ０＋C z０），则方程（６．３．３）
又可写成

A x ＋ B y ＋ C z＋ D ＝ ０． （６．３．４）
以上的推导表明，一个平面可以用一个三元一次方程表示．

反过来，如果任给一个三元一次方程

A x ＋ B y ＋ C z＋ D ＝ ０， （６．３．５）
我们任取满足该方程的一组数 x ０，y ０，z０，即

A x ０ ＋ B y ０ ＋ C z０ ＋ D ＝ ０． （６．３．６）
将（６．３．５）、（６．３．６）两式相减，得

A （x － x ０） ＋ B （y － y ０） ＋ C （z－ z０） ＝ ０， （６．３．７）
这恰好是通过点（x ０，y ０，z０）且以 n＝｛A ，B ，C ｝为法向量的平面的点法式方程．由此可

知，任何一个三元一次方程（６．３．５）的图形总是一个平面，我们称（６．３．５）为平面的一

般方程．

·８１· 工科数学分析（下）



如果一平面与x、y、z 三轴分别交于点P （a，０，０）、Q （０，b，０）、R （０，０，c），将这三个

点的坐标分别代入平面的一般方程（６．３．５），即得

A ＝－ D
a
，　B ＝－ D

b
，　C ＝－ D

c
，

将其再代回（６．３．５）式并遍除 D （D ≠０），得
x
a
＋ y

b
＋ z

c
＝ １． （６．３．８）

方程（６．３．８）称为平面的截距式方程，数 a、b、c 分别为平面在 x、y、z 轴上的截距．
例 ６．３．１　求过点（１，０，４）且以 n＝｛－１，３，２｝为法向量的平面的方程．
解　平面的点法式方程为

－ （x － １） ＋ ３（y － ０） ＋ ２（z－ ４） ＝ ０，
化简得 － x ＋ ３y ＋ ２z－ ７ ＝ ０． □
　　例 ６．３．２　求下列平面的法向量：

（１） x－y＋２z＝５；　　　　　（２） z＝０．５x＋１．２y．
解　（１）法向量的三个（数值）分量是平面方程中 x、y、z 的系数，故法向量为

n ＝ ｛１， － １，２｝．
　　（２）先把平面方程写成下列标准形状：

０．５x ＋ １．２y － z＝ ０，
则法向量为　　　　　　　　　n＝｛０．５，１．２，－１｝． □

例 ６．３．３　求通过 x 轴及点（４，－３，－１）的平面的方程．
解　因平面通过 x 轴，故其法向量垂直于 x 轴，于是法向量 n 在 x 轴上的投影为

零．设所求平面方程为 A x＋By＋C z＋D ＝０，则 A ＝０．又平面通过 x 轴，必通过原点，
于是 D ＝０．因此平面方程形如

B y ＋ C z＝ ０．
又因这平面过点（４，－３，－１），故有

－ ３B － C ＝ ０　 或 　C ＝－ ３B．
于是平面方程变成 By－３B z＝０．用 B 除等式两端（B≠０），便得所示平面方程

y － ３z＝ ０． □
　　例 ６．３．４　求过三点 P （１，３，０），Q （３，４，－３）和 R （３，６，２）的平面的方程．

解　由于点 P 、Q 在平面上，故下列向量也在平面上：
v＝ P Q ＝ （３ － １）i＋ （４ － ３）j＋ （－ ３ － ０）k ＝ ２i＋ j－ ３k．

同理，向量 w＝P R＝２i＋３j＋２k 也在平面上．于是这个平面的法向量为

n ＝ v × w ＝
i j k

２ １ － ３
２ ３ ２

＝ １１i－ １０j＋ ４k．
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由于点 P （１，３，０）在这个平面上，故该平面的点法式方程为

１１（x － １） － １０（y － ３） ＋ ４（z－ ０） ＝ ０，
即 １１x － １０y ＋ ４z＋ １９ ＝ ０． □
　　６．３．３　Ｒ

３ 中的直线

我们仍然利用向量来导出空间Ｒ
３ 中的直线的方程．

设空间直线L 过点P ０（x ０，y ０，z０），且平行于向量a＝a１i＋a２j＋a３k（见图６．２７），则
点P （x，y，z）在直线L 上的充要条件是向量P ０P 平行于a．因此我们可以这样表示向量

P ０P ：
P ０P ＝ ta，　t∈Ｒ． （６．３．９）

于是 （x － x ０）i＋ （y － y ０）j＋ （z－ z０）k ＝ ta１i＋ ta２j＋ ta３k，
亦即 x － x ０ ＝ ta１，　y － y ０ ＝ ta２，　z－ z０ ＝ ta３．

图６．２７

这样我们便得到了过点（x ０，y ０，z０）且平行于向量 a 的

空间直线 L 的参数方程：
x ＝ x ０ ＋ a１t，
y ＝ y ０ ＋ a２t，
z＝ z０ ＋ a３t，

　　t∈Ｒ． （６．３．１０）

　　方程（６．３．１０）可写成向量形式

P ＝ P ０ ＋ ta， （６．３．１１）
其中 P＝O P ，P ０＝O P ０．

当 a１、a２、a３ 都不等于零时，（６．３．１０）式又可写为如下的形式：
x － x ０

a１ ＝ y － y ０
a２ ＝ z－ z０

a３ ， （６．３．１２）
上式称为直线L 的对称式方程．注意：如果a１、a２、a３ 中有一个为零，例如a１＝０，而a２≠
０，a３≠０，则（６．３．１２）式应理解为

x － x ０ ＝ ０，
y － y ０

a２ ＝ z－ z０
a３ ；

若 a１、a２、a３ 中有两个为零，例如 a１＝a２＝０，而 a３≠０，则（６．３．１２）式应理解为

x － x ０ ＝ ０，
y － y ０ ＝ ０．

　　例６．３．５　写出过点（１，２，２）且平行于向量３i－j＋５k 的直线的参数方程．点（１０，
－１，１６）是否在此直线上？

解　根据（６．３．１０）式可得参数方程

x ＝ １ ＋ ３t， y ＝ ２ － t， z＝ ２ ＋ ５t．

·０２· 工科数学分析（下）



为判断点（１０，－１，１６）是否在此直线上，只需验明该点是否满足上述参数方程．假定

有

１０ ＝ １ ＋ ３t，　 － １ ＝ ２ － t，　１６ ＝ ２ ＋ ５t，
则由 １０＝１＋３t得 t＝３．但 t＝３这个值却不满足上面的第三个方程．所以点（１０，－１，
１６）不在这条直线上． □

由于空间直线可以看成是两平面的交线，因此，如果两个平面的方程分别为

π１：A １x ＋ B １y ＋ C １z＋ D １ ＝ ０，
π２：A ２x ＋ B ２y ＋ C ２z＋ D ２ ＝ ０，

则它们的交线 L 上的点的坐标应满足方程组

A １x ＋ B １y ＋ C １z＋ D １ ＝ ０，
A ２x ＋ B ２y ＋ C ２z＋ D ２ ＝ ０， （６．３．１３）

我们称方程组（６．３．１３）为空间直线的一般方程．
下面，我们给出直线的方向数和方向余弦的概念．
若向量a＝a１i＋a２j＋a３k 平行于直线L ，则称a１、a２、a３ 为直线L 的方向数，而称a 为

直线L 的方向向量．若直线L 平行于向量a，则a 的方向余弦亦称为直线L 的方向余弦．
例 ６．３．６　求直线

x＋２y＋３z－６＝０
２x－３y＋４z－８＝０的方向余弦．

解　由于两平面的交线与这两平面的法向量 n１＝｛１，２，３｝，n２＝｛２，－３，４｝都垂

直，所以直线的方向向量可取为

s＝ n１ × n２ ＝
i j k

１ ２ ３
２ － ３ ４

＝ １７i＋ ２j－ ７k．

由方向余弦公式得

ｃｏｓα＝ １７
１７２ ＋ ２２ ＋ （－ ７）２ ＝

１７
３４２，　ｃｏｓβ＝

２
３４２，　ｃｏｓγ＝

－ ７
３４２． □

习　题　６．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） Ｒ３ 中平面的方程有哪些表示形式？
（２） Ｒ３ 中直线的方程有哪些表示形式？
（３） 怎样求平面的法向量？ 法向量唯一吗？
（４） 怎样求直线的方向数？ 方向数唯一吗？

２．求下列平面的法向量：
（１） ２x＋y－z＝２３； （２） １．５x＋３．２y＋z＝０；
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（３） ２（x－z）＝３（x＋y）； （４） π（x－１）＝（１－π）（y－z）＋π．
３．求下列直线的方向数：
（１） x１ ＝ y２ ＝z－６－３ ； （２） x＝２＋t，y＝－１＋２t，z＝１＋t；
（３） ４x＋y＋３z＝０，

２x＋３y＋２z＝９； （４） ３x－２y＋z＋５＝０，
x－３y－２z＝３．

４．求下列过点P ，法向量为n 的平面的方程：
（１） P＝（－１，２，３），n＝｛－４，１５，－ １２ ｝． （２） P＝（π，０，－π），n＝｛２，３，－４｝．
（３） P＝（９，１７，－７），n＝｛２，０，－３｝． （４） P＝（－１，－１，－１），n＝ ２２ （i＋j－k）．
（５） P＝（２，３，５），n＝j．

５．求下列过点P ，方向向量为s的直线的方程：
（１） P＝（－２，１，０），s＝｛３，－１，５｝． （２） P＝（３，４，５），s＝｛ １２ ，－ １３ ， １６ ｝．
（３） P＝（２，０，５），s＝２j＋３k． （４） P＝（４，２，－１），s＝j．

６．（１） 求过三点（０，０，０），（４，１，２）和（２，５，０）的平面方程．
（２） 求过点（１，１，－１），（０，２，３）和（４，１，５）的平面方程．
７．求过两点（３，－２，１）和（－１，０，２）的直线方程．
８．用对称式方程和参数方程表示直线

　　　　　　 x－y＋z＝１，
２x＋y＋z＝４．

９．求过两点（１，０，３）和（２，１，－１）的直线的对称式方程．
１０．写出过两点（１，２，３）和（４，５，７）的直线的参数方程．

（Ｂ）
１．求过原点且方向数为１，－１，１的直线方程．
２．求直线

x＋y＋３z－５＝０
２x－y＋z－２＝０ 的方向余弦．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ｛２，１，－１｝；　（２） ｛１．５，３．２，１｝；　（３） ｛１，３，２｝；　（４） ｛π，π－１，１－π｝．
３．（１） １，２，－３；　（２） １，２，１；　（３） －７，－２，１０；　（４） ７，７，－７．
４．（１） ８x－３０y＋z＋６５＝０；　（２） ２x＋３y－４x－６π＝０；
（３） ２x－３z－３９＝０；　（４） x＋y－z＋１＝０；　（５） y＝３．

５．（１） x＋２３ ＝y－１－１ ＝ z５ ；　（２） x－３１／２ ＝ y－４－１／３＝z－５１／６ ；
（３） x＝２， y２ ＝z－５３ ；　（４） x－４＝０，z＋１＝０．

６．（１） ５x－２y－９z＝０；　（２） ２x＋６y－z－９＝０．
７．x－３－４ ＝y＋２２ ＝z－１１ ．
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８．对称式：x－３－２ ＝ y１ ＝z＋２３ ；参数式：x＝３－２t，y＝t，z＝－２＋３t．
９．x－１１ ＝ y１ ＝z－３－４ ．
１０．x＝１＋３t，y＝２＋３t，z＝３＋４t．

（Ｂ）
１．x＝－y＝z．
２． ４

５０ ，
５
５０ ，

－３
５０．

６．４　直线与平面的位置关系

本节讨论直线与直线、平面与平面以及直线与平面之间的位置的关系．
　　６．４．１　两直线的夹角

两直线的方向向量之间的夹角称为两直线的夹角（通常取锐角）．
设直线 L １ 的方向数为 m １，n１，p １，而直线 L ２ 的方向数为 m ２，n２，p ２，则它们的方向

向量分别为

s１ ＝ ｛m １，n１，p １｝，　s２ ＝ ｛m ２，n２，p ２｝．
由点积公式 s１ · s２ ＝ │s１││s２│ｃｏｓφ　 （φ是 L １ 与 L ２ 的夹角）
可得 ｃｏｓφ＝ s１ · s２

│s１││s２│＝
m １m ２ ＋ n１n２ ＋ p １p ２

m
２１ ＋ n

２１ ＋ p
２１ m

２２ ＋ n
２２ ＋ p

２２
， （６．４．１）

由此即可确定角φ．
请读者验证下列结论：
两直线 L １ 与 L ２ 垂直的充要条件是　m １m ２＋n１n２＋p １p ２＝０；
两直线 L １ 与 L ２ 平行的充要条件是　m １

m ２＝
n１
n２＝

p １
p ２．

例 ６．４．１　求两直线　　　L １：x－１１ ＝ y－４＝z＋３１ ，　L ２：
x＝２t，
y＝－２－２t，
z＝－t

之间的夹角．
解　L １ 与 L ２ 的方向向量分别为

s１ ＝ ｛１， － ４，１｝，　s２ ＝ ｛２， － ２， － １｝．
由公式（６．４．１），有　ｃｏｓφ＝ １· ２＋（－４）· （－２）＋１· （－１）

１２＋（－４）２＋１２ ２２＋（－２）２＋（－１）２＝
２２ ，

故 φ＝ π４ ． □
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　　６．４．２　两平面的夹角

两平面的法向量之间的夹角称为两平面的夹角（通常取锐角）．
设有两个平面

π１：　A １x ＋ B １y ＋ C １z＋ D １ ＝ ０，
π２：　A ２x ＋ B ２y ＋ C ２z＋ D ２ ＝ ０，

图６．２８

则它们的法向量分别为

n１ ＝ ｛A １，B １，C １｝，　n２ ＝ ｛A ２，B ２，C ２｝．
于是 n１ 与 n２ 的夹角 θ（见图 ６．２８）可由下面的公式确定：
　　 ｃｏｓθ ＝ A １A ２ ＋ B １B ２ ＋ C １C ２

A
２１ ＋ B

２１ ＋ C
２１ A

２２ ＋ B
２２ ＋ C

２２
． （６．４．２）

　　读者容易证明：
两平面π１ 与π２ 垂直的充要条件是　A １A ２＋B １B ２＋C １C ２＝０；
两平面π１ 与π２ 平行的充要条件是　A １

A ２＝
B １
B ２＝

C １
C ２．

例 ６．４．２　求两平面 x＋２y－z－４＝０与 ２x＋y＋z－５＝０的夹角．
解　由公式（６．４．２），有

ｃｏｓθ＝ １ · ２ ＋ ２ · １ ＋ （－ １） · １
１２ ＋ ２２ ＋ （－ １）２ ２２ ＋ １２ ＋ １２ ＝

１２ ，

故 θ＝ π３ ． □

　　６．４．３　直线与平面的夹角

直线和它在平面上的投影直线所成的两邻角中的任何一个都可以定义为直线与

图６．２９

平面的夹角φ（见图 ６．２９）．这两个角互为补角，它们的正

弦值相等，一般取

０ ≤ φ≤ π２ ．
　　设直线 L 的方向向量为 s＝｛m ，n，p ｝，平面的法向量

为n＝｛A ，B ，C ｝， 则s 与n 的夹角就是
π２ －φ或 π２ ＋φ．由两

向量夹角余弦的公式，有
ｃｏｓ（ π２ － φ） ＝ ｃｏｓ（ π２ ＋ φ） ＝ │A m ＋ B n ＋ C p│

A
２ ＋ B

２ ＋ C
２

m
２ ＋ n

２ ＋ p
２ ，

而 ｓｉｎφ＝ｃｏｓ（ π２ －φ），所以有

·４２· 工科数学分析（下）



ｓｉｎφ＝ │A m ＋ B n ＋ C p│
A
２ ＋ B

２ ＋ C
２

m
２ ＋ n

２ ＋ p
２． （６．４．３）

　　不难证明：
直线与平面垂直的充要条件是　 A

m
＝ B

n
＝ C

p
；

直线与平面平行的充要条件是　A m ＋B n＋Cp＝０．
例 ６．４．３　求过点（１，２，－１）且与直线 x＝－t＋２，y＝３t－４，z＝t－１垂直的平面

方程．
解　直线的方向向量为｛－１，３，１｝，依题意，所求平面的法向量应为 n＝｛－１，３，

１｝，于是所求平面的点法式方程为

（－ １）（x － １） ＋ ３ · （y － ２） ＋ １ · （z＋ １） ＝ ０，
即 x－３y－z＋４＝０． □
　　６．４．４　点到平面的距离

设 P ０（x ０，y ０，z０）是平面 A x＋By＋C z＋D ＝０外一点，求点 P ０ 到这个平面的距离

（见图 ６．３０）．
在平面上任取一点P １（x １，y １，z１），并作法向量n，如图６．３０所示，P ０ 到平面的距离

d＝│P １P ０在 n 上的投影│＝│en· P １P ０│，
其中 en 是与 n 的方向一致的单位法向量，即

en ＝ A

A
２ ＋ B

２ ＋ C
２ ， B

A
２ ＋ B

２ ＋ C
２ ， C

A
２ ＋ B

２ ＋ C
２ ，

而 P １P ０ ＝ ｛x ０ － x １，y ０ － y １，z０ － z１｝，
故推得 d ＝ A （x ０ － x １） ＋ B （y ０ － y １） ＋ C （z０ － z１）

A
２ ＋ B

２ ＋ C
２ ，

图６．３０

利用 A x １＋By １＋C z１＋D ＝０将上式化简整理，得
d ＝ │A x ０ ＋ B y ０ ＋ C z０ ＋ D │

A
２ ＋ B

２ ＋ C
２ ． （６．４．４）

　　例 ６．４．４　求原点到平面 x＋ y－４＋ z３ ＝１的距离．
解　将平面方程写成一般式

１２x － ３y ＋ ４z－ １２ ＝ ０，
由公式（６．４．４）得

d ＝ │－ １２│
１２２ ＋ （－ ３）２ ＋ ４２ ＝

１２１３． □

　　例 ６．４．５　求点 P （１，２，－１）到直线 L ：x－１２ ＝y＋１－１ ＝z－２３ 的距离．
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解法一　过点P 且垂直于直线L 的平面的方程为２（x－１）－（y－２）＋３（z＋１）＝
０，即

２x － y ＋ ３z＋ ３ ＝ ０．
该平面与直线的交点可如下求出：由直线 L 的方程，可令

x － １２ ＝ y ＋ １－ １ ＝ z－ ２３ ＝ t，
则x＝２t＋１，y＝－t－１，z＝３t＋２，代入平面方程中可求得t＝－ ６７ ，因此平面与直线L

的交点为 Q （－ ５７ ，－ １７ ，－ ４７ ），从而 P 点到直线 L 的距离为

d ＝ │P Q│＝ （１ ＋ ５７ ）２ ＋ （２ ＋ １７ ）２ ＋ （－ １ ＋ ４７ ）２ ＝ ３７ ４２．
　　解法二　如图６．３１所示，点P ０（１，－１，２）在直线L 上，而L 的方向向量为s＝｛２，

图６．３１

－１，３｝．所以 P 点到直线 L 的距离为

d ＝ │P P ０│ｓｉｎθ，
θ是 s 与P P ０的夹角．

由向量的叉积定义知，
│P P ０ × s│＝ │P P ０││s│ｓｉｎθ，

所以 d ＝ │P P ０ × s│
│s│ ．

而 P P ０ × s＝
i 　 j 　 k

０ 　 ３ － ３
２ － １ 　 ３

＝ ６i－ ６j－ ６k，

因此 d ＝ ６２ ＋ （－ ６）２ ＋ （－ ６）２
２２ ＋ （－ １）２ ＋ ３２ ＝ １０８１４ ＝ ３７ ４２． □

　　６．４．５　平面束

设有两个不平行的平面

π１：　A １x ＋ B １y ＋ C １z＋ D １ ＝ ０，
π２：　A ２x ＋ B ２y ＋ C ２z＋ D ２ ＝ ０．

对于不全为 ０的常数λ，μ，作方程

λ（A １x ＋ B １y ＋ C １z＋ D １） ＋ μ（A ２x ＋ B ２y ＋ C ２z＋ D ２） ＝ ０， （６．４．５）
它可以写成

（λA １ ＋ μA ２）x ＋ （λB １ ＋ μB ２）y ＋ （λC １ ＋ μC ２）z＋ （λD １ ＋ μD ２） ＝ ０．（６．４．６）
由于π１ 与π２ 不平行，故（６．４．６）式中x，y，z 的系数不会全为 ０．因此，对于任何两个不

全为 ０的常数λ，μ，三元一次方程（６．４．５）恒表示平面．当λ和μ取不同值时所得到的
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平面的全体称为由不平行的平面π１ 和π２ 所决定的平面束．
由于λ和μ不全为 ０，因此平面束方程也常写成如下含一个参数λ的形式：

（A １x ＋ B １y ＋ C １z＋ D １） ＋ λ（A ２x ＋ B ２y ＋ C ２z＋ D ２） ＝ ０． （６．４．７）
　　可以证明，由平面π１ 与π２ 所决定的平面束中的任一个平面，都通过平面π１ 与π２
的交线 L．反之，通过平面π１ 与π２ 的交线 L 的任何平面必为由π１、π２ 所决定的平面束

中的一个平面．
例６．４．６　一平面过直线L ： x＋２y－z＝０

３x－y＋z－５＝０且过点（２，３，－４），求此平面的方程．
解　所求平面的方程必具有如下的形式：

（x ＋ ２y － z） ＋ λ（３x － y ＋ z－ ５） ＝ ０． （６．４．８）
由于此平面过点（２，３，－４），故这点的坐标必满足方程（６．４．８），即有

（２＋６＋４）＋λ（６－３－４－５）＝０，
由此求得λ＝２，将其代入（６．４．８）式，即得所求平面的方程

（x ＋ ２y － z） ＋ ２（３x － y ＋ z－ ５） ＝ ０，
即 ７x ＋ z－ １０ ＝ ０． □

习　题　６．４
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 两直线的夹角怎样定义？
（２） 两直线垂直或平行的充要条件是什么？
（３） 两平面的夹角怎样定义？
（４） 两平面垂直或平行的充要条件是什么？
（５） 直线与平面的夹角怎样定义？
（６） 直线与平面垂直或平行的充要条件是什么？

２．求满足下列条件的平面方程：
（１） 垂直于n＝－i＋２j＋k 且过点（１，０，２）；
（２） 垂直于n＝２i－３j＋７k 且过点（１，－１，２）；
（３） 平行于平面２x＋４y－３z＝１且过点（１，０，－１）；
（４） 过直线L １ 且平行于直线L ２，其中

L １：x － １１ ＝ y ＋ １０ ＝ z－ ２－ ２ ，　　L ２：x ＋ １３ ＝ y － １１ ＝ z２ ．
３．求过原点且与两直线

L １：
x ＝ １，
y ＝－ １＋ t，
z＝ ２＋ t，

　　L ２：x ＋ １１ ＝ y ＋ ２２ ＝ z－ １１
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都平行的平面方程．
４．求满足下列条件的直线方程：
（１） 过点（４，－１，３）且平行于直线x－３２ ＝y＝z－１５ ；
（２） 过点（２，４，０）且与直线

x＋２z－１＝０，
y－３z－２＝０ 平行；

（３） 过点（－１，２，３）且平行于平面７x＋８y＋９z＋１０＝０，又垂直于直线 x４ ＝ y５ ＝ z６ ；
（４） 过点（１，２，３）和z 轴相交，且垂直于直线x＝y＝z．

５．求下列两直线的夹角：
L １：x － １１ ＝ y － ５－ ２ ＝ z＋ ８１ ，　　L ２： x － y ＝ ６，

２y ＋ z＝ ３．
６．设平面π通过z 轴，且与平面π１：２x＋y－ ５ z＝０的夹角为 π３ ，求平面π的方程．
７．求直线

x＋y＋３z＝０
x－y－z＝０ 与平面x－y－z＋１＝０间的夹角．

８．试确定下列各组中直线和平面间的关系：
（１） x＋３－２ ＝y＋４－７ ＝ z３ 和４x－２y－２z＝３；　　（２） x３ ＝ y－２＝ z７ 和３x－２y＋７z＝８；
（３） x－２３ ＝y＋２１ ＝z－３－４和x＋y＋z＝３．

９．求点M （３，－１，２）到直线
x＋y－z＋１＝０，
２x－y＋z－４＝０的距离．

（Ｂ）
１．求过点（２，１，３）且与直线x＋１３ ＝y－１２ ＝ z－１垂直相交的直线的方程．
２．已知一平面通过平面π１：x＋y－z＝０和平面π２：x－y＋z－１＝０的交线，且过点（１，１，－１），求这

个平面的方程．
３．求直线L ： ２y＋３z－５＝０，

x－２y－z＋７＝０在平面π：x－y＋３z＋８＝０上的投影直线方程．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） x－２y－z＋１＝０；　（２） ２x－３y＋７z－１９＝０；
（３） ２x＋４y－３z－５＝０；　（４） ２x－８y＋z－１２＝０．

３．x－y＋z＝０．
４．（１） x－４２ ＝y＋１１ ＝z－３５ ；　（２） x－２－２ ＝y－４３ ＝ z１ ；
（３） x＋１１ ＝y－２－２ ＝z－３１ ；　（４） x１ ＝ y２ ＝z－６－３ ．

５．π３ ．
６．x＋３y＝０或３x－y＝０．

·８２· 工科数学分析（下）



７畅０．
８畅（１） 直线与平面平行，但直线不在平面上；　（２） 直线与平面垂直；　（３） 直线在平面上．
９畅３ ２２ ．

（Ｂ）
１．x－２２ ＝y－１－１ ＝z－３４ ．
２．５x－y＋z－３＝０．
３． x－y＋３z－８＝０，

x－２y－z＋７＝０．

６．５　曲　　面

　　６．５．１　曲面及其方程

取定一个空间直角坐标系 O xyz．设有一个三元的函数方程

F （x，y，z） ＝ ０． （６．５．１）
如果空间曲面 S 与方程（６．５．１）之间有下列关系：若点 P （x，y，z）∈S ，则其坐标必满

足方程（６．５．１）；反过来，若一组数x、y、z 满足方程（６．５．１），则点P （x，y，z）∈S．则称

方程（６．５．１）为曲面 S 的方程，称曲面 S 是方程（６．５．１）的图像．通常称方程（６．５．１）
为曲面 S 的一般方程．

例如，三元一次方程 A x＋By＋C z＋D ＝０ 是平面的方程．由于这个方程是一次

的，又称平面为一次曲面．
曲面还可以用参数方程来表示．设有方程组

x ＝ x（u，v），
y ＝ y（u，v），
z＝ z（u，v），

　u ∈ I，　v ∈ J， （６．５．２）

其中x（u，v）、y（u，v）和z（u，v）是u、v 的表达式，I 和J 是某两个区间．如果曲面S 与方

程组（６．５．２）之间有如下关系：若点 P （x，y，z）位于曲面 S 上，则必存在确定的数 u∈
I，v∈J，使得 x（u，v）＝x，y（u，v）＝y，z（u，v）＝z；反过来，若对于任意的数 u∈I，v∈
J，由方程组（６．５．２）所确定的一组数 x、y、z 总使得点 P （x，y，z）位于曲面 S 上．则称

方程组（６．５．２）为曲面S 的参数方程，其中u、v 为参数．我们将在第９章中介绍并运用

某些曲面的参数方程．
例 ６．５．１　平面 A x ＋ B y ＋ C z＋ D ＝ ０（C ≠ ０）可用参数方程表示如下：

x ＝ u，　y ＝ v，　z＝－ A
C

u － B
C

v － D
C
． □

下面介绍一些常见的曲面及其方程．
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　　６．５．２　柱面

先看一个例子．
例６．５．２　方程y＝x

２ 在空间Ｒ
３ 中的图像有如一堵弯曲的墙（见图６．３２），它竖立

在xOy 平面内的抛物线y＝x
２ 上面．这是一个曲面．类似地，方程z＝x

２ 在空间中的图

像有相同的模样，但是曲面是凹向上的（见图 ６．３３）． □

图６．３２ 图６．３３ 图６．３４
曲面y＝x

２ 和z＝x
２ 都是柱面的特殊情形．一般地，若C 是平面上的一条曲线，由

平行于某定直线并沿 C 移动的直线 L 形成的轨迹称为柱面，定曲线 C 称为柱面的准

线，动直线 L 称为柱面的母线．
例 ６．５．２中的曲面 y＝x

２ 就是一个柱面，由于它的准线是抛物线，故又叫做抛物

柱面．
如果C 是一个圆周，那么它所确定的柱面就是我们所熟知的圆柱面（见图６．３４），

这个圆柱面没有上底和下底．
如果一个方程中至多出现变量 x、y、z 中的两个，那么这个方程的图像在Ｒ

３ 中就

是一个柱面．

图６ ３５

　　６．５．３　球面

由所有与定点（a，b，c）有定距离 r 的点所组成的集合称为球面，这个球面的中心

是点（a，b，c），半径是r（见图６．３５）．若点（x，y，z）在这个球面

上，则该点到球心（a，b，c）的距离等于 r，即
（x － a）２ ＋ （y － b）２ ＋ （z－ c）２ ＝ r，

或者等价地有

　　　 （x － a）２ ＋ （y － b）２ ＋ （z－ c）２ ＝ r
２． （６．５．３）

这就是中心在点（a，b，c）、半径为 r 的球面的方程．

·０３· 工科数学分析（下）



　　６．５．４　椭球面

　　 方程
x
２

a
２ ＋ y

２

b
２ ＋ z

２

c
２ ＝ １ （６．５．４）

图６．３６

的图像称为椭球面，其中 a、b、c 为正的常数 （见图

６．３６）．当 a＝b＝c 时，它就是一个中心在原点、半径为

a 的球面．由方程（６．５．４）可知，
│x│≤ a，　│y│≤ b，　│z│≤ c．

即椭球面（６．５．４）完全含于一个以原点（０，０，０）为中心

的 长方体内，这个长方体的六个面的方程为 x＝±a，
y＝±b，z＝±c，数 a、b、c 称为椭球面的半轴．

椭球面与坐标平面的交线是椭圆．例如，椭球面

（６．５．４）与 xOy 平面（z＝０）的交线是椭圆
x
２

a
２ ＋y

２

b
２ ＝１，z＝０．实际上，椭球面与任何平

面的交线都是椭圆．
　　６．５．５　旋转曲面

先看一个例子．
例 ６．５．３　方程　　　　　　　 z＝ x

２ ＋ y
２ （６．５．５）

的图形可以看成是由抛物线

z ＝ y
２，　x ＝ ０ （６．５．６）

绕 z 轴旋转一周而成的曲面，称之为旋转抛物面（见图 ６．３７）．下面验证这个结论．
设 M １（０，y １，z１）是曲线（６．５．６）上的一点，则有

z１ ＝ y
２１．

当曲线（６．５．６）转动时，点 M １ 转到点M （x，y，z）（见图 ６．３７）．由于动曲线在旋转的过

程中点 M 的竖坐标总有z＝z１，且点 M 到 z 轴的距离

d ＝ x
２ ＋ y

２ ＝ │y １│．
这样，将 z１＝z，y １＝± x

２＋y
２代入等式 z１＝y

２１，即得

z＝ x
２ ＋ y

２．
由此还可以看到，只要将旋转的曲线（６．５．６）中 y 改成± x

２＋y
２ ，就可得到旋转抛

物面的方程（６．５．５）． □
一般地，设在 yO z 平面上有一已知曲线 C ，它的方程是

f（y，z） ＝ ０，　x ＝ ０．
把这曲线绕z 轴旋转一周，就得到一个以z 轴为轴的旋转曲面（见图６．３８）， 仿照上面

的讨论可知，将曲线 C 的方程 f（y，z）＝０中的 y 改成± x
２＋y

２ ，就可得到这个旋转
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曲面的方程

f（± x
２ ＋ y

２ ，z） ＝ ０． （６．５．７）

图６．３７ 图６．３８ 图６．３９
例 ６．５．４　设一直线 L 绕 z 轴旋转一周，转动时始终与 z 轴保持定角α（０＜α＜

π／２）．这种直线所形成的旋转曲面叫做圆锥面（见图 ６．３９）．
若动直线 L 在开始时位于 yO z 平面上，其方程是

z＝ yｃｏｔα，　x ＝ ０．
那么按前面所讲的方法，圆锥面的方程就是

z＝± x
２ ＋ y

２ｃｏｔα
或 z

２ ＝ a
２（x ２ ＋ y

２）， （６．５．８）
其中 a＝ｃｏｔα． □
　　６．５．６　其他曲面的例子

例 ６．５．５　方程 x
２＋y

２－z
２＝１的图像．

解　为了画出这个曲面，我们先看看坐标平面z＝０与它的交线．在z＝０上，方程

变成

x
２ ＋ y

２ ＝ １．
这就是说，xOy 平面与这个曲面的交线是一个中心在原点的单位圆周（见图６．４０）．如
果用平面 z＝１去截这个曲面，则得交线 x

２＋y
２＝２，z＝１（称为截痕）．类似地，对于任

意常数 k，曲面与平面 z＝k 的交线仍然是一个圆周 x
２＋y

２＝１＋k
２，z＝k．

现在我们来考察 x
２＋y

２－z
２＝１与 yO z 平面的交线．令 x＝０，得方程 y

２－z
２＝１，

这是双曲线方程．这双曲线就可帮助我们把曲面 x
２＋y

２－z
２＝１ 的图形画出来（见图

６．４０）． □
对于任意的正常数 a、b、c，方程

x
２

a
２ ＋y

２

b
２ －z

２

c
２ ＝１ 的图形称为单叶双曲面．用平行

·２３· 工科数学分析（下）



于 xOy 平面的平面 z＝k 去截这个曲面时，所得截痕为椭圆
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＝１＋k

２

c
２ ，z＝k．

图６．４０ 图６．４１ 图６．４２

　　所谓双叶双曲面是方程
x
２

a
２－y

２

b
２ ＋z

２

c
２ ＝－１的图形（见图 ６．４１）．

例 ６．５．６　求方程 z＝ y
２ － x

２ 的图形．
解　这个曲面与 xO z 平面的交线是抛物线

z＝－ x
２，　y ＝ ０；

曲面与 yO z 平面的交线则是抛物线

z＝ y
２，　x ＝ ０．

　　令 z＝０，则得到曲面与 xOy 平面的交线

０ ＝ y
２ － x

２

或 y ＝ x 与 y ＝－ x，
这个曲面称为双曲抛物面或鞍形曲面（见图 ６．４２）． □

习　题　６．５
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 曲面的一般方程是怎样的？ 如何定义？
（２） 柱面如何定义？ 准线和母线是指什么？
（３） 旋转曲面如何生成？ 它的方程怎样得到？

２．画出下列方程的图像：
（１） x＝y

２；　　　　　（２） x
２＋y

２＋z
２
２ ＝１；　　　　　（３） z

２＝x
２＋y

２；
（４） z＝xy； （５） y

２＋z
２＝９； （６）y２－x

２＝４．
３．对任意的正常数p、q，方程z＝x

２
p
２＋y

２
q
２的图像称为椭圆抛物面（当p＝q 时，这就是一个旋转抛物

面）．试找出三个坐标平面与它的交线，并画出草图．
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４．在同一坐标系下画出方程z＝x
２＋y

２ 与z＝x
２＋（y－１）２ 的图形．

５．求由下列曲线绕z 轴旋转一周所形成的旋转曲面的方程（建议您 好把这些曲面都画出来）：
（１） z＝x

２，
y＝０； 　　　　　（２）

z＝ １－y
２，

x＝０； 　　　（３） z＝３y，
x＝０．

（４） z＝２x，
y＝０； （５） z＝ｅ－y２，

x＝０．
６．指出下列各方程或方程组所表示的曲面或曲线的名称：
（１） x

２＋y
２＝２x； （２） ２x ２－y

２＋４＝０； （３） ２x ２－y
２＋z

２＝１；
（４） ２x ２－y

２－z
２＝１； （５） x

２＋y
２－２z＝０，

x＋z＝１．
（Ｂ）

１．画出曲面z＝x
２＋y

２ 与平面z＝１＋y 的交线，并求出这交线在xOy 平面上的投影曲线．投影时光

线平行于z 轴．
２．画出由下列各曲面所围成的空间区域：
（１） x＝０，y＝０，z＝０，x＋y＋ z２ ＝１；　　（２） x

２＋y
２＋z

２＝１，z＝y（顶部部分）；
（３） z＝x

２＋y
２，z＝x＋１（有界部分）； （４） z＝x

２＋３y２，z＝４（有界部分）．
答案与提示

（Ａ）
３畅与xOy 平面交于一点（０，０，０）；与xO z 平面的交线为抛物线x

２＝p
２
z，y＝０；与yO z 平面的交线为

抛物线y
２＝q

２
z，x＝０．

５畅（１） z＝x
２＋y

２；　（２） z＝ １－（x ２＋y
２）；　（３） z＝±３ x

２＋y
２；

（４） z＝±２ x
２＋y

２；　（５） z＝ｅ－（x２＋y
２）．

６．（１） 圆柱面；　（２） 双曲柱面；　（３） 单叶双曲面；　（４） 双叶双曲面；　（５） 椭圆．

６．６　曲　　线

　　６．６．１　平面曲线

在一元函数微积分中，我们已学习过平面曲线的解析表示，在这里作一简单的回

顾．
在直角坐标系下，平面曲线有以下三种表示法：
显示法　y＝f（x）　或　x＝g（y）． （６．６．１）
隐示法　F （x，y）＝０　（通常假定 F x≠０或 F y≠０）． （６．６．２）
参数表示法　x＝φ（t），y＝ψ（t）　（通常假定φ′２（t）＋ψ′２（t）≠０）． （６．６．３）
在极坐标系下，平面曲线的方程形如

·４３· 工科数学分析（下）



图６．４３

r＝ r（θ）， （６．６．４）
若取 θ为参数，则（６．６．４）可转换为参数方程

x ＝ r（θ）ｃｏｓθ，　y ＝ r（θ）ｓｉｎθ． （６．６．５）
　　参数方程（６．６．３）可以写成向量形式：

r＝ r（t） ＝ x（t）i＋ y（t）j， （６．６．６）
这里r 是起点在原点的向量（见图６．４３），即位置向量．我们称

r（t）为二维向量值函数，也常记作

r（t） ＝ ｛x（t），y（t）｝．
　　６．６．２　空间曲线

空间曲线在直角坐标系下的显式方程为

y ＝ y（x），　z＝ z（x）． （６．６．７）
其更一般的表示法是把空间曲线看成两个曲面的交线，因而空间曲线方程可表示为

下列隐函数方程：
F （x，y，z） ＝ ０，
G （x，y，z） ＝ ０， （６．６．８）

同时要对 F 及 G 作某些假设．
空间曲线的参数方程为

x ＝ φ（t），　y ＝ ψ（t），　z＝ ω（t）， （６．６．９）
并设φ′（t），ψ′（t），ω′（t）中至少有一个不为零．

方程（６．６．９）也可写成向量的形式：
r＝ r（t） ＝ φ（t）i＋ ψ（t）j＋ ω（t）k， （６．６．１０）

图６．４４

其中r 是位置向量（见图６．４４）．这时我们称r（t）为三维向量值

函数，也记作

r（t） ＝ ｛φ（t），ψ（t），ω（t）｝．
　　例 ６．６．１　设在时刻 t，质点的位置向量是

r＝ r（t） ＝ ｃｏｓti＋ ｓｉｎtj＋ tk，
试描绘该质点的运动路径．

解　在时刻 t，质点所在的点的坐标为

x ＝ ｃｏｓt，　y ＝ ｓｉｎt，　z＝ t畅
注意到 x

２＋y
２＝（ｃｏｓt）２＋（ｓｉｎt）２＝１，所以质点永远在柱面

x
２ ＋ y

２ ＝ １
上面．并且，当 t增加时，z＝t也是增加的，因此质点运动的轨迹是一条缠绕在柱面 x

２

＋y
２＝１上盘旋上升的螺旋线（见图 ６．４５）． □
例 ６．６．２ 对于由方程
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图６．４５

y ＝ f（x）
所表示的平面曲线，我们可以参数化：以 x 为参数，即令

x ＝ t，
y ＝ f（t）畅

这就是曲线的参数方程．例如曲线

y ＝ x
３ － x

可以参数化为　　 x ＝ t，
y ＝ t

３ － t畅 □
　　６．６．３　空间曲线的投影柱面和投影曲线

设给定空间曲线C ，以曲线C 为准线，母线平行于z 轴的柱面称

为曲线 C 关于 xOy 平面的投影柱面，而该柱面和 xOy 平面的交线称为曲线 C 在 xOy

平面上的投影曲线．
例如，设有曲线 C ： F （x，y，z）＝０，

G （x，y，z）＝０，消去变量 z，即可得到曲线 C 关于 xOy 平面的

投影柱面方程

H （x，y） ＝ ０；
而方程

H （x，y） ＝ ０，
z＝ ０

就是 C 在 xOy 平面上的投影曲线方程．
例 ６．６．３　求空间曲线 C ： x

２＋y
２－z

２＝０，
x－z＋１＝０ 关于 xOy 平面的投影柱面方程，及 C

在 yO z 平面上的投影曲线方程．
解　由曲线 C 的方程中消去变量 z，得

x
２ ＋ y

２ － （x ＋ １）２ ＝ ０，
化简得 ２x － y

２ ＋ １ ＝ ０，
此即 C 关于 xOy 平面的投影柱面方程．

由曲线 C 的方程中消去变量 x 后化简得

y
２ － ２z＋ １ ＝ ０，

这是 C 关于 yO z 平面的投影柱面方程，而 C 在 yO z 平面上的投影曲线方程为

y
２ － ２z＋ １ ＝ ０，

x ＝ ０． □

习　题　６．６
（Ａ）

１畅在平面上给出下列三组参数方程，试说明它们所描述的运动的类似与不同的地方：

·６３· 工科数学分析（下）



（１） x＝t，
y＝t

２；　　（２）
x＝t

２，
y＝t

４；　　（３）
x＝t

３，
y＝t

６．
２畅写出中心在点（－１，２）、半径为３的圆的参数方程．
３畅写出过点（２，－１，３）和点（－１，５，４）的直线的参数方程．
４畅设在时刻t，质点的位置向量为

r（t） ＝ tｃｏｓ２πti＋ tｓｉｎ２πtj＋ tk．
（１） 证明该质点在一个锥面上；
（２） 画出质点的运动轨迹．

（Ｂ）
１畅求曲线C ： x

２＋y
２＋z

２＝１，
x
２＋y

２＋（z－１）２＝１在xOy 平面上的投影曲线方程．
２畅求曲线C ： z＝x

２＋２y２，
z＝２－x

２ 关于xOy 平面的投影柱面方程和xOy 平面的投影曲线方程．

答案与提示

（Ａ）
２畅x＝－１＋３ｃｏｓθ，y＝２＋３ｓｉｎθ，０≤θ≤２π．
３．x＝２－３t，y＝－１＋６t，z＝３＋t，－∞＜t＜＋∞．

（Ｂ）
１．x

２＋y
２＝ ３４ ；

x
２＋y

２＝ ３４ ，
z＝０．

２．x
２＋y

２＝１； x
２＋y

２＝１，
z＝０．

总 习 题 （６）
１．填空题：
（１） 设a、b、c 为单位向量，且满足a＋b＋c＝０，则a· b＋b· c＋c· a＝　　　．
（２） 设a＝i＋２j＋k，b＝－i－ １２ j＋ １２ k，则ｃｏｓ（a，２b）＝　　　．
（３） 已知（a×b）· c＝２，则［（a＋b）×（b＋c）］· （c＋a）＝　　　．
（４） 已知平面x＋ky－２z＝９与平面２x－３y＋z＝０的夹角为 π４ ，则k＝　　．
（５） 过点M （１，２，－１）且与直线x＝－t＋２，y＝３t－４，z＝t－１垂直的平面方程是　　　．
（６） 已知直线x－a３ ＝ y－２＝z－１

a
在平面３x＋４y－az＝３a－１内，则a＝　　．

（７） 曲线
４x ２－９y２＝３６，
z＝０ 绕y 轴旋转一周所成的旋转曲面方程为　 　．

（８） 母线平行y 轴且通过曲线
２x ２＋y

２＋z
２＝１６，

x
２－y

２＋z
２＝０ 的柱面方程是　　　．
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（９）两球面x
２＋y

２＋z
２＝１和x

２＋（y－１）２＋（z－１）２＝１的交线在yO z 平面上的投影曲线方程为

　　　　　，在xOy 平面上的投影柱面方程为　　　　畅
２．选择题（只有一个答案是正确的）：
（１） 设a 与b 均为非零向量，则下列结论中的正确者是（　　）．
（Ａ） a×b＝０是a 与b 垂直的充要条件；
（Ｂ） a· b＝０是a 与b 平行的充要条件；
（Ｃ） a 与b 的对应分量成比例是a 与b 平行的充要条件；
（Ｄ） 若a＝λb（λ为实数），a· b＝０．

（２） 非零向量a 与b 垂直，则（　　）．
（Ａ） │a＋b│＝│a│＋│b│；　　（Ｂ） │a＋b│≤│a－b│；
（Ｃ） │a＋b│＝│a－b│； （Ｄ） │a＋b│≥│a－b│．

（３） 设有直线L １：x－１１ ＝y－５－２ ＝z＋６１ 与L ２： x－y＝６
２y＋z＝３，则L １ 与L ２ 的夹角等于（　　）．

（Ａ） π６ ；　　　　　（Ｂ） π４ ；　　　　　（Ｃ） π３ ；　　　　　　（Ｄ） π２ ．
（４） 已知直线x－１４ ＝y＋１

m
＝z－１５ 与直线x＋１１ ＝y－１１ ＝ z１ 相交，则m 等于（　　）．

（Ａ） ０； （Ｂ） ６； （Ｃ） －２； （Ｄ） ８．
（５） 直线L ：x－２２ ＝y＋１－２ ＝z＋３１ 与平面π：x＋２y－２z＝６的关系是（　　）．
（Ａ） 平行； （Ｂ） 垂直； （Ｃ） 相交但不垂直； （Ｄ） 重合．

（６） 在Ｒ
３ 中，方程x

２＝４y 的图形是（　　）．
（Ａ） 抛物线； （Ｂ） 抛物柱面； （Ｃ） 椭圆抛物面； （Ｄ） 旋转抛物面．

３．已知向量p、q 和r 两两正交，且│p│＝１，│q│＝２，│r│＝３．求向量s＝p＋q＋r 的模．
４．已知向量a＝－i＋３j，b＝３i＋j，│c│＝r（常数）．求当c 满足关系式a＝b×c时，r 的 小值．
５．已知向量a＝｛２，２，１｝，b＝｛８，－４，１｝，求（１）a 在b 上的投影；（２）与a 同方向的单位向量；（３）b 的

方向余弦．
６．设非零向量a 与b 互相正交，λ为任意的非零实数，试比较│a＋λb│与│a│的大小．
７．给定四点M １（１，１，１），M ２（２，３，４），M ３（３，６，１０），M ４（４，１０，２０），求四面体M １M ２M ３M ４ 的体积．
８．若a×b＋b×c＋c×a＝０，证明a，b，c 三向量共面．
９．求两条平行直线L １：x－１１ ＝y＋１２ ＝ z１ 与L ２：x－２１ ＝y＋１２ ＝z－１１ 之间的距离．
１０．求过点P １（４，１，２）与P ２（－３，５，－１），且垂直于平面６x－２y＋３z＋７＝０的平面的方程．
１１．设有直线L １：x＋２１ ＝y－３－１ ＝z＋１１ 与L ２：x＋４２ ＝ y１ ＝z－４３ ，试求与直线L １、L ２ 都垂直且相交的直

线方程．
１２．试求由平面π１：２x－z＋１２＝０，π２：x＋３y＋１７＝０所构成的两平面角的平分面的方程．
１３．求直线L ：x＋２３ ＝y－２－１ ＝z＋１２ 与平面π：２x＋３y＋３z－８＝０的交点．
１４．已知直线L １：x＋１１ ＝ y１ ＝z－１２ 与L ２： x１ ＝y＋１３ ＝z－２４ ，
（１） 求L １ 与L ２ 之间的距离； （２） 求L １，L ２ 的公垂线方程．
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１５．指出下列方程在空间代表什么曲面，若是旋转曲面，则指出它们是由什么曲线绕什么轴旋转而

产生的．
（１） x

２＋y
２＋z

２＋２z＝３；　　（２） x
２＝４z；　　　（３） x

２＋y
２
４ ＋z

２＝１；
（４） x

２
２ ＋y

２
２ ＝z； （５） x

２－y
２＝０； （６） x

２－y
２＝４z．

１６．求下列旋转曲面的方程：
（１） C ： z

２＝５x，
y＝０， 绕x 轴旋转而成的曲面；　　（２） L ： y＝ax，

z＝０， 绕y 轴旋转而成的曲面．
１７．求顶点在原点，母线和z 轴正向夹角保持 π６ 的锥面方程．
１８．求通过曲面x

２＋y
２＋４z２＝１和x

２＝y
２＋z

２ 的交线，而母线平行于z 轴的柱面方程．
１９．证明：两圆柱面x

２＋z
２＝R

２ 与y
２＋z

２＝R
２ 的交线在两个平面上．

２０畅求曲线C ： x
２＋y

２＋z
２＝a

２，
y＝c（│c│＜a） 关于平面π：x＋y＋z＝０的投影柱面及投影曲线方程．

答案与提示

１畅（１） － ３２ ；　（２） － １２ ；　（３） ４；　（４） ± ７０２ ；　（５）x－３y－z＋４＝０；　（６）１；
（７） ４（x ２＋z

２）－９y２＝３６；　（８） ３x ２＋２z２＝１６．
（９）投影曲线：y＋z＝１，x＝０；投影柱面：x ２＋２y２－２y＝０．

２．（１） （Ｃ）；　（２） （Ｃ）；　（３） （Ｃ）；　（４） （Ｄ）；　（５） （Ｃ）；　（６） （Ｂ）．
３． １４．
４．r 的 小值为１．
５畅（１） ab＝１　（２） ea＝｛ ２３ ， ２３ ， １３ ｝；　（３） ８９ ，－ ４９ ， １９ ．
７．１６ ．
８．a，b，c 共面骋a· （b×c）＝０．
９．２３ ３ ．
１０．６x＋３y－１０z－７＝０．
１１． ２x＋７y＋５z－１２＝０，

３x－９y＋z＋８＝０．
１２．（２ ２ ±１）x±３y－ ２ z＋（１２ ２ ±１７）＝０．
１３．（１，１，１）．
１４．（１） ３３ ；　（２）

x－y＋１＝０，
７x－５y＋２z－９＝０．

１５．（１）球面．由曲线
x
２＋（z＋１）２＝４

y＝０ 或
y
２＋（z＋１）２＝４

x＝０ 绕z 轴旋转而成；
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（２）抛物柱面；　（３）椭球面．由曲线
y
２
４ ＋z

２＝１
x＝０

或
x
２＋y

２
４ ＝１

z＝０
绕y 轴旋转而成；

（４）旋转抛物面．由曲线
z＝x

２
２

y＝０
或

z＝y
２
２

x＝０
绕z 轴旋转而成；

（５）母线平行于z 轴的柱面，又是两个相交于z 轴的平面；
（６）双曲抛物面（鞍形曲面）．

１６畅（１） y
２＋z

２＝５x；　（２） y＝a x
２＋z

２．
１７．z

２＝３（x ２＋y
２）．

１８．５x ２－３y２＝１
２０．投影柱面：（x－y＋c）２＋c

２＋（z－y＋c）２＝a
２，

投影曲线：（x－y＋c）２＋c
２＋（z－y＋c）２＝a

２，x＋y＋z＝０．

·０４· 工科数学分析（下）



第 ７ 章　多元函数微分学

　　在实际问题中，很多量都依赖于多个变量，如庄稼的生长依赖于水和肥；化学反

应的速率依赖于反应过程中环境的温度与压力；圆柱体的体积依赖于底半径和高．本
章将讨论含有两个或两个以上自变量的函数，即多元函数及其微分学．

７．１　n 维欧氏空间中某些基本概念

我们知道，一元函数的定义域是一维实空间（即数直线）Ｒ的子集，而n 个自变量的

函数，即n 元函数则将定义在n 维实空间Ｒ
n 的子集上，因此我们必须进一步考察Ｒ

n．为
此，我们将首先在Ｒ

n 中引进代数运算、内积和范数，使之成为 n 维欧几里德（Ｅｕｃｌｉｄ）空
间（简称为欧氏空间），然后再介绍n 维欧氏空间中的点集拓扑的基本概念．
　　７．１．１　n 维欧氏空间Ｒ

n

我们在第 ６章 ６．１节中以集合的乘积方式引进了 n 维实空间Ｒ
n，即

Ｒ
n ＝Ｒ× Ｒ× … × Ｒ　（有 n 个 Ｒ），

Ｒ
n 中的元素是形如

x ＝ （x １，x ２，…，x n）
的 n 元有序组，其中 x i∈Ｒ（i＝１，２，…，n），元素 x 亦称为Ｒ

n 中的一个点．
下面在Ｒ

n 中引进代数运算以及内积和范数．
定义 ７．１．１　设 x＝（x １，x ２，…，x n），y＝（y １，y ２，…，yn）是Ｒ

n 中的点．定义

（１） 相等：　x＝y，当且仅当 x １＝y １，x ２＝y ２，…，x n＝yn．
（２） 和：　x＋y＝（x １＋y １，x ２＋y ２，…，x n＋yn）．
（３） 数乘：　αx＝（αx １，αx ２，…，αxn）　（α是实数）．
（４） 差：　x－y＝x＋（－１）y．
（５） 零向量（或原点）：　０＝（０，０，…，０）．
（６） 内积（或点积）：　x· y＝∑n

i＝１
x iyi．

（７） 范数（或模）：　‖x‖＝ x· x＝ ∑n

i＝１
x
２
i，范数‖x－y‖称为 x 与 y 之间的

距离或度量，而 x 与 y 的内积常记作

枙x，y枛＝x· y．
具有上述的运算和结构的空间Ｒ

n 称为 n 维欧氏空间．在线性代数中，Ｒn 是一个



重要的线性空间（或向量空间）．
范数具有下列基本性质．
定理 ７．１．１　设 x，y∈Ｒ

n，则有

（１） ‖x‖≥０，而‖x‖＝０当且仅当 x＝０；
（２） ‖αx‖＝│α│‖x‖，α为任意实数；
（３） ‖x－y‖＝‖y－x‖；
（４） │枙x，y枛│≤‖x‖‖y‖　（柯西唱许瓦兹不等式）；
（５） ‖x＋y‖≤‖x‖＋‖y‖　（三角不等式）；
证　结论（１）、（２）及（３）可直接从范数的定义推得．
为证结论（４），我们令x＝（x １，x ２，…，x n），y＝（y １，y ２，…，yn）．显然，对任意实数λ，

都有

∑n

k＝１
（x kλ＋ yk）２ ≥ ０，

并且等号成立的充要条件是和式中的每一项均为零．我们把这个不等式写成如下形式：
Aλ２ ＋ ２Bλ＋ C ≥ ０，

其中 A ＝∑n

k＝１
x
２
k，　B ＝∑n

k＝１
x kyk，　C ＝∑n

k＝１
y
２
k．

若 A＞０，则令λ＝－ B
A
，可得 B

２－A C≤０，此即所要证的不等式

│枙x，y枛│＝ ∑n

k＝１
x kyk ≤ ∑n

k＝１
x
２
k

１／２ ∑n

k＝１
y
２
k

１／２ ＝ ‖x‖‖y‖．
若 A＝０，则证明是平凡的．

结论（５）可以从结论（４）推得，这是因为

‖x ＋ y‖２＝∑n

k＝１
（x k ＋ yk）２ ＝∑n

k＝１
（x ２k ＋ ２x kyk ＋ y

２
k）

＝ ‖x‖２ ＋ ２枙x，y枛 ＋ ‖y‖２ ≤ ‖x‖２ ＋ ２‖x‖‖y‖＋ ‖y‖２

＝ （‖x‖ ＋ ‖y‖）２． □
　　注：有时三角不等式可写成

‖x － z‖ ≤ ‖x － y‖ ＋ ‖y － z‖．
另外，我们还有不等式

│‖x‖ － ‖y‖│≤ ‖x － y‖．
这两个不等式请读者自己证明．

如果在Ｒ
n 中选取一组单位向量：e１＝｛１，０，…，０｝，e２＝｛０，１，…，０｝，…，en＝｛０，０，

…，１｝，即ei 中第i个坐标为１，其余的坐标都是０，则由向量的加法和数乘，我们可以将

Ｒ
n 中任一向量 a＝｛a１，a２，…，an｝表示为

a ＝ a１e１ ＋ a２e２ ＋ … ＋ anen．

·２４· 工科数学分析（下）



称这 n 个单位向量 e１，e２，…，en 为空间Ｒ
n 中的单位坐标向量（或Ｒ

n 中的一组基）．
下面我们简要地介绍Ｒ

n 中点集拓扑的某些基本概念．
　　７．１．２　邻域

与实直线上点的邻域相仿，我们可以引进Ｒ
２ 中的邻域．

设 P ０＝（x ０，y ０）∈Ｒ
２，r＞０是某定数．记

O （P ０，r）＝ ｛P ∈Ｒ
２│‖P － P ０‖ ＜ r｝

＝ ｛（x，y） ∈Ｒ
２│（x － x ０）２ ＋ （y － y ０）２ ＜ r

２｝，
并称O （P ０，r）为点P ０ 的r 邻域，或者称它为以P ０ 为中心、以r 为半径的二维开球，实际

上就是一个不包含边界圆周的开圆盘．而三维开球就是Ｒ
３ 中的集合

O （P ０，r）＝ ｛P ∈Ｒ
３│‖P － P ０‖ ＜ r｝

＝ ｛（x，y，z） ∈Ｒ
３│（x － x ０）２ ＋ （y － y ０）２ ＋ （z－ z０）２ ＜ r

２｝，

图７．１

它是点 P ０＝（x ０，y ０，z０）的邻域．
以上引进的邻域都是圆形的．我们还可以定义方形的邻域，

即

O′（P ０，r） ＝ ｛（x，y） ∈Ｒ
２││x － x ０│＜ r，│y － y ０│＜ r｝，

它是一个以 P ０（x ０，y ０）点为中心、边长为 ２r 的开正方形（即不包含

周界），见图７．１．
在实直线Ｒ上，一维开球就是一个开区间．

　　７．１．３　内点、外点、边界点、聚点

设 E炒Ｒ
２，我们来考察点对点集的位置．

（１） 内点

图７．２

设 x＝（x １，x ２）∈E．若存在 x 的一个邻域 O （x，δ）炒E ，则
称x 是集合E 的一个内点（见图７．２）．换句话说，E 的内点x 是

这样的点，它本身属于集合 E ，并且它近旁的一切点也属于 E．
E 中全体内点组成的集合称为 E 的内部，记作 E

０．
（２） 外点

设点 y∈Ｒ
２，但 y臭E．如果存在 y 的一个邻域O （y，δ），使

得O （y，δ）∩E＝除或者写为 O （y，δ）炒E
Ｃ，E Ｃ 是 E 的余集，则

称y 是集合E 的一个外点（见图７．２）．换句话说，E 的外点y 是

这样的点，它本身不属于 E ，并且它近旁的一切点也不属于 E．
（３） 边界点

设点 z∈Ｒ
２，z 可能属于 E 也可能不属于 E．如果在点 z 的任何邻域 O （z，ε）内，既
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有 E 中的点，又有非 E 中的点，亦即

O （z，ε） ∩ E ≠ 除　 且 　O （z，ε） ∩ E
Ｃ ≠ 除，

则称z 是集合E 的一个边界点（见图７．２）．E 的全体边界点组成的集合称为E 的边界，
记作 抄E．

例 ７．１．１　考察Ｒ
２ 中的点集

E ＝ ｛（x，y）│１ ＜ x
２ ＋ y

２ ≤ ４｝．
则 E 的内部 E

０ ＝ ｛（x，y）│１ ＜ x
２ ＋ y

２ ＜ ４｝，
E 的边界 抄E ＝ ｛（x，y）│x ２ ＋ y

２ ＝ １｝ ∪ ｛（x，y）│x ２ ＋ y
２ ＝ ４｝． □

　　（４） 聚点

设点 x∈Ｒ
２，x 可能属于 E ，也可能不属于 E．如果在 x 的任何邻域 O （x，ε）内至少

含有 E 中一个异于 x 的点，也就是说

（O （x，ε） － ｛x｝） ∩ E ≠ 除，
则称x 是集合E 的一个聚点．换句话说，E 的聚点x 是这样的点，在它的任意近旁总能

找到 E 中的异于 x 的点，“聚”字的含义由此而来．
如果x∈E ，而x 不是E 的聚点 ，则称x 是E 的孤立点．换句话说，E 的孤立点x 是

图７．３

这样的点，它本身属于 E ，并且至少存在 x 的一个邻域

O （x，δ），使得在这个邻域内除 x 外，再也找不到集合 E 的

点．“孤立”的含义由此而来．
例 ７．１．２　设集合（见图 ７．３）

E ＝ ｛（x，y）│x ２ ＋ y
２ ＜ １｝ ∪ ｛（２，２）｝，

则 E 的聚点是集合

｛（x，y）│x ２ ＋ y
２ ≤ １｝

中的所有点，而点（２，２）是 E 的孤立点． □
　　７．１．４　开集

设 E炒Ｒ
２．如果 E 中的每一点都是 E 的内点，则称 E 是Ｒ

２ 中的一个开集．这就是

说，开集是由内点组成的，或者说 E＝E
０．

　　７．１．５　闭集

设E炒Ｒ
２，如果E 的余集E

Ｃ＝Ｒ
２－E 是Ｒ

２ 中的开集，则称E 为Ｒ
２ 中的一个闭集．

下面给出判断一个集合为闭集的充要条件（证明略）．
定理７．１．２　非空点集E 是闭集的充要条件是，E 的一切聚点（如果有的话）都属

于 E．
我们称集合

E
珡＝ E ∪ ｛E 的一切聚点｝

·４４· 工科数学分析（下）



为集合E 的闭包．根据上述定理，任何一个集合E 的闭包E
珡都是闭集．不难验证，闭包

E
珡又可以写为

E
珡＝ E ∪ 抄E．

　　例７．１．３　集合E＝｛（x，y）│x ２＋y
２＜１｝是Ｒ

２ 中的开集，而闭包E
珡＝｛（x，y）│x ２＋

y
２≤１｝． □

例 ７．１．４　设有Ｒ
２ 的子集

A ＝ ｛（x，y）│０ ＜ x ＜ １，０ ＜ y ＜ １｝，
则 A 是Ｒ

２ 中的开集，而 A
珡＝［０，１］×［０，１］． □

　　７．１．６　区域

图７．４

设 D 是Ｒ
２ 中的一个开集．如果橙x、y∈D ，都可用 D 内的

一条折线（即由有限条直线段组成的连续曲线）将 x 和 y 连接

起来，则称 D 为一个连通的开集（见图 ７．４）．
连通的开集称为开区域．开区域D 的闭包D

珨＝D ∪抄D 称为

闭区域．闭区域显然是闭集．
例 ７．１．５　集合｛（x，y）│１＜x

２＋y
２＜４｝是Ｒ

２ 中的一个开

区域，而集合｛（x，y）│１≤x
２＋y

２≤４｝则是Ｒ
２ 中的闭区域． □

习　题　７．１
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） n 维欧氏空间Ｒ

n 如何定义？
（２） Ｒ２ 中点的邻域如何定义？
（３） 什么叫集合E 的内点和外点、边界点？
（４） 集合E 的聚点怎样定义？ 聚点和边界点有何不同？
（５） Ｒ２ 中的开集和闭集怎样定义？
（６） 闭包是指什么？
（７） 什么叫开区域和闭区域？

２．证明不等式：
（１） ‖x－z‖≤‖x－y‖＋‖y－z‖；　　（２） │‖x‖－‖y‖│≤‖x－y‖．
其中，x，y，z∈Ｒ

n，并在Ｒ
２ 中给出不等式（１）的几何解释．

３．集合B＝｛（x，y）│x ２＋y
２＝１｝是否为Ｒ

２ 中的闭集？ 为什么？
４．求下列点集的内点、外点和边界点：
（１） A＝｛（x，y）│y＜x

２｝；　　　　　　（２） B＝｛（x，y）│１≤x
２
３ ＋y

２
４ ＜５｝；

（３） E＝｛（x，y）│０＜x
２＋y

２＜１｝； （４） F＝｛（x，y）│x 与y 都是有理数｝．

·５４·第７章　多元函数微分学



（Ｂ）
１．证明Ｒ

２ 中每一个开球都是开集．
２．试仿照Ｒ

２ 中邻域的定义，写出Ｒ
n 中点的邻域的定义．

答案与提示

（Ａ）
３畅B 是Ｒ

２ 中的闭集．因为 B 中的点都是 B 的聚点，且 B 外的点都不是 B 的聚点．实际上，任取

P ０（x ０，y０）∈B ，则x
２０＋y

２０＝１，以P ０ 为圆心，以任意的 ε＞０为半径作邻域，则此邻域内显然至少

含有B 中的一个异于P ０ 的点，所以P ０ 是B 的聚点．再任取P １（x １，y１）臭B ，则x
２１＋y

２１≠１，显然，以
P １ 为圆心，以充分小的δ＞０为半径作邻域，则此邻域内不含B 的点，所以P １ 不是B 的聚点．

４畅（１） 内点，y＜x
２；外点，y＞x

２；边界点，y＝x
２；

（２） 内点，１＜x
２
３ ＋y

２
４ ＜５；外点，x

２
３ ＋y

２
４ ＜１，x

２
３ ＋y

２
４ ＞５；边界点，x

２
３ ＋y

２
４ ＝１，x

２
３ ＋y

２
４ ＝５；

（３） 内点，０＜x
２＋y

２＜１；外点，x ２＋y
２＞１；边界点，（０，０）及x

２＋y
２＝１；

（４） 内点与外点均为空集，Ｒ２ 中所有点均为边界点．
（Ｂ）

１．设O （P ０，r）是Ｒ
２ 中任一开球，任取P １∈O （P ０，r），取δ＜r－d（P ０，P １），则O （P １，δ）炒O （P ０，r），故

P １ 是开球O （P ０，r）的内点．

７．２　多元函数的基本概念

　　７．２．１　二元函数

我们在第１章１．２．５中给出了多元函数定义，为讨论方便起见，在这里重述一下．
当A 和B 都是实数集时，映射f：A→B 就是一个一元（实）函数，以前讨论的主要

都是一元函数．
如果集合A 是Ｒ

２ 中的一个子集，B 是实数集，那么映射f：A→B 就称为二元函数．
这时，f 的定义域A 由Ｒ

２ 中形如（x，y）的某些点所构成．通常我们把二元函数记成

f：A → B　 或 　z＝ f（x，y），　（x，y） ∈ A．
称（x，y）中的 x、y 为自变量，称 z 为因变量．

类似地，如果A 是Ｒ
３ 中的子集，它由Ｒ

３ 中形如（x，y，z）的某些点所构成，而B 是

实数集，则映射 f：A→B 就称为三元函数，常记作

u ＝ f（x，y，z），　（x，y，z） ∈ A．
很自然地，如果 A炒Ｒ

n，B 是实数集，则映射 f：A→B 称为 n 元函数，常记作

u ＝ f（x １，x ２，…，x n），　（x １，x ２，…，x n） ∈ A．
　　下面给出二元函数的一些例子．

·６４· 工科数学分析（下）



例７．２．１　圆柱体的底半径为r，高为h，则它体积V 和表面积A 可以表示为r 与h

的函数：
V ＝ f（r，h） ＝ πr２h，
A ＝ g（r，h） ＝ ２πr２ ＋ ２πrh．

这里，表面积是指圆柱体的上下底面积与侧面积之和． □

图７．５　我国一月份平均气温

部分等温线图

例 ７．２．２　图 ７．５ 是一张天气图，图中的曲

线为等温线，在这条等温线上的任何地方，其平

均温度是相同的．等温线将全国划分成若干个

区域，从一个区域穿过等温线进入另一个区域

时，平均温度会有相应的变化．由此可见，气温

是位置的函数，地图上点的位置通常用地理坐

标即经度 x 和纬度 y 来表示．因此，我们可以把

温度 T 与点的位置的关系写成一个二元函数

T ＝ f（x，y）． □
　　例 ７．２．３　某农民向信用社贷款L 万元用来

购买化肥．按规定，他应在３年内以每月分期付款

的方式还清本息．假设年利率为r％，那么该农民每月应付款数m 是L 和r 的函数：
m ＝ f（L ，r）．

由 L 及 r 的意义可知，０＜L≤L ０，０＜r＜１００，其中 L ０ 是信用社所规定的 高贷款额．
□

我们知道，一元函数 y＝f（x）（a≤x≤b）的图像是二维空间Ｒ
２ 中的点集

图７．６

｛（x，y）│a ≤ x ≤ b，y ＝ f（x）｝，
即平面上的一条曲线．而二元函数 z＝f （x，y）（（x，y）∈D ）
的图像则是三维空间Ｒ

３ 中的点集

｛（x，y，z）│（x，y） ∈ D ，z＝ f（x，y）｝．
通常我们说二元函数的图像是空间中的一张曲面（见图

７．６）．
例 ７．２．４　线性函数

z＝ ax ＋ by ＋ c

的图像是一张平面（参看第 ６章６．３．２）． □
关于二元函数的图像，我们将在下节作进一步讨论．

　　７．２．２　等高线和等位面

（１） 等高线

我们在上节研究方程的图像时，常常采用如下的方法去认识曲面的形状，即用与
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坐标平面平行的平面去截空间曲面，由此得到许多平面交线，从这些平面曲线的形状

便可大致了解曲面的形状．
在 z＝f（x，y）中，令 z＝c，得方程式

f（x，y） ＝ c， （７．２．１）
它确定一个点集，即水平平面z＝c 与函数z＝f（x，y）的图形相交而构成的点集．若方

程（７．２．１）在 xOy 平面代表一条曲线，它就是垂直于 z 轴的平面 z＝c 与曲面 z＝f（x，
y）的交线在 xOy 平面上的投影曲线，称之为曲面的等高线．

如果对每一 c 值（属于函数的值域），方程（７．２．１）都确定一曲线，我们就得到一

族等高线（注：有的书上叫做水平曲线）．
例 ７．２．５　图 ７．７（ａ）画的是一座山峰的等高线．若旅游者沿着一条等高线走的

话，那么他既不上升也不下降．在图上以 ５０ ｍ 的间隔画了 ８条等高线．而图 ７．７（ｂ）则
画出了这座山峰及其等高线，我们注意到等高线密集处正是山峰比较陡峭的地方．

图７．７
设 f（x，y）表示地图上点（x，y）处山的高度，则 ３００ ｍ 的等高线就由满足等式

f（x，y） ＝ ３００
的那些点组成．也就是说，在 ３００ ｍ 等高线上，f 是一个常数，其值为 ３００．

等高线图显然有其经济价值和军事价值． □
例 ７．２．６（等产量曲线）　大多数商品的生产至少需要依赖于诸如土地、劳动力、

资本、材料或机器中的两种生产要素．假设某商品的产量是z，生产它所用的两种生产

要素的数量分别是 x 和 y．则 z 是投入 x 和 y 之后 大可能的产量，即
z＝ f（x，y），

称之为生产函数．曲线族

f（x，y） ＝ c， （７．２．２）
称为等产量曲线，通过这些曲线可以研究生产函数．

·８４· 工科数学分析（下）



方程（７．２．２）的每条曲线表示生产某特定产出的要素 x 和 y 的组合．如果这两种

生产要素是可相互替换的，则减少一种要素的投入时，就必须增加另一种要素的投入

来补偿，这样才能维护产量不变．
等产量曲线与生产函数的性质有关，它的形状是各种各样的．让我们来考察一下

图 ７．８与图 ７．９中的两条等产量曲线．
先看图 ７．８ 中的等产量曲线．在图上我们让 y 的值固定而让 x 的值增加，那么点

（x，y）就会移到右边的曲线上，因此产量将总是增加的．再看图７．９中的等产量曲线．我
们还是固定y 的值而让 x 的值增加，那么会发现，点（x，y）随着 x 的增加会越来越移动

到与曲线平行的位置．这就是说，在这种情形下，产量是增加的，但增加得很慢．类似

地，若固定x 的值而让y 的值增加，那么图７．８的等产量曲线表明，产量将以一个定常的

比率增加；而图 ７．９的等产量曲线则表明，产量是以一个递减的比率增加的． □

图７．８ 图７．９ 图７．１０

图７．１１

例 ７．２．７　函数 f（x，y）＝ x
２＋y

２的等高线是一族圆（见图７．１０）：
x
２ ＋ y

２ ＝ c，
而函数 z＝ x

２＋y
２的图像则是一个锥面（见图 ７．１１）． □

（２） 等位面

对于三元函数 u＝f（x，y，z），令 u＝c，得方程式

f（x，y，z） ＝ c， （７．２．３）
它表示三维空间Ｒ

３ 中的曲面，称为函数f 的等位面（或水平曲面）．
例 ７．２．８　函数 u＝x

２＋y
２＋z

２ 的等位面方程是

x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ＝ c，

它表示一个以原点（０，０，０）为中心、 c 为半径的球面．当 c 变动

时，可得到一族球面． □
例 ７．２．９　函数 u＝x

２＋y
２－z

２ 的等位面方程是

x
２ ＋ y

２ － z
２ ＝ c． （７．２．４）

若 c＞０，则方程（７．２．４）为单叶双曲面，如图 ７．１２（ａ）所示．若c＜０，
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图７．１２
则方程（７．２．４）为双叶双曲面，如图 ７．１２（ｂ）所示．若 c＝０，则我们得到锥面 x

２＋y
２＝

z
２，如图 ７．１２（ｃ）所示． □
　　７．２．３　极限与连续

下面以二元函数为例，给出多元函数的极限与连续的概念．
设有二元函数

z＝ f（x，y），　 定义域为 D ．
设 P ０（x ０，y ０）是 D 的聚点（注意，P ０ 可以属于 D ，也可以不属于 D ），动点 P （x，y）∈D ．
我们考察当动点 P 以任意的方式趋于 P ０ 时，函数 f（P ）的变化趋势．先看两个例子．

例７．２．１０　设f（x，y）＝ xy

x
２＋y

２ ，当（x，y）→（０，０）时，f（x，y）的变化趋势如何？
解　函数在除去原点的全平面有定义．讨论函数在原点的极限时，函数在原点是

否有定义是无关紧要的．
当（x，y）→（０，０）时，显然有 y→０，即因子 y 是无穷小量．
当（x，y）≠（０，０）时，有

x
２ ＋ y

２ ≥ x
２ ＝ │x│，　 即 　 x

x
２ ＋ y

２ ≤ １，
这表明当（x，y）→（０，０）时，因子

x

x
２＋y

２是有界变量．根据无穷小量的性质即得

ｌｉｍ（x ，y ）→ （０，０）
xy

x
２ ＋ y

２ ＝ ０． □

　　例 ７．２．１１　设 f（x，y）＝ xy

x
２＋y

２ ，问当（x，y）→（０，０）时 f（x，y）是否有极限？
解　我们初步观察到当（x，y）→（０，０）时，分子与分母趋于零的速度差不多，因

此我们猜测，如果有极限的话，极限不会是零．
令动点（x，y）沿直线 y＝kx（k≠０）趋于点（０，０），于是有

·０５· 工科数学分析（下）



ｌｉｍ
y＝ kx

x→０
f（x，y） ＝ ｌｉｍ

y＝ kx

x→０

kx
２

x
２ ＋ k

２
x
２ ＝ ｌｉｍ

x→０
k

１ ＋ k
２ ＝ k

１ ＋ k
２ ≠ ０．

由此看出这个极限值与 k 有关．当 k 分别取为 １和 ２时，即当动点（x，y）分别沿直线 y

＝x 和 y＝２x 趋于（０，０）时，函数分别趋于
１２和 ２５ ．这样，我们说当（x，y）→（０，０）时，

函数的极限不存在． □
现在我们用“ε唱δ”的语言给出二元函数极限的定义．
定义 ７．２．１　设函数 z＝f（x，y）的定义域为 D ，P ０（x ０，y ０）是 D 的聚点，A 为某定

数．如果橙ε＞０，愁δ＞０，使得对于适合不等式

０ ＜ ‖P － P ０‖ ＝ （x － x ０）２ ＋ （y － y ０）２ ＜ δ
的一切 P （x，y）∈D ，都有

│f（x，y） － A│＜ ε
成立，则称数 A 是函数 f（x，y）当（x，y）→（x ０，y ０）时的极限，记作

ｌｉｍ（x ，y ）→ （x ０，y ０）
f（x，y） ＝ A　（或 ｌｉｍ

x→ x ０
y→ y ０

f（x，y） ＝ A ）

或 　　　　f（x，y） → A　（‖P － P ０‖ → ０）．
　　接着再给出二元函数的连续性定义．

定义 ７．２．２　设 z＝f（x，y）的定义域为 D ，P ０ 是 D 的聚点且P ０∈D ．如果

ｌｉｍ
P → P ０

f（P ） ＝ f（P ０），
则称 f（x，y）在 P ０（x ０，y ０）点连续，（x ０，y ０）为 f（x，y）的连续点．

用“ε唱δ”的语言叙述，就是：橙ε＞０，愁δ＞０，当‖P－P ０‖＜δ时，有
│f（P ） － f（P ０）│＜ ε．

　　由上述定义可见，P ０ 是 D 的孤立点时，上述条件也满足．因此我们约定：定义域

D 中的孤立点都是函数的连续点．若 f（x，y）在 D 的每一点都是连续的，则称 f （x，y）
在 D 连续，记作 f∈C （D ）．

f（x，y）的不连续点称为间断点．
例 ７．２．１２　讨论二元函数

f（x，y） ＝ （x ＋ y）ｓｉｎ １
x
，　x ≠ ０，y 任意，

０，　　 　　　　x ＝ ０，y 任意

在点（０，０）处的连续性．
解　当 x≠０时，　　　　│f（x，y）│＝│（x＋y）ｓｉｎ １

x
│≤│x＋y│，

当 x＝０时， │f（x，y）│＝ ０．
因此，不论 x、y 为何值，都有
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│f（x，y）│≤ │x ＋ y│．
于是由 ｌｉｍ（x ，y ）→ （０，０）（x＋y）＝０可得

ｌｉｍ（x ，y ）→ （０，０）f（x，y） ＝ ０ ＝ f（０，０）．
故 f（x，y）在（０，０）点连续． □

我们注意到，多元函数的极限与连续的定义与一元函数的情形十分相似，因此，
有关一元函数的极限运算法则、连续函数的运算法则以及初等函数的连续性等，均可

平行地推广到多元函数的情形．
一元连续函数的许多基本性质对多元连续函数来说也仍然成立，例如连续函数

的保号性等等．下面我们给出有界闭区域上二元连续函数的几个基本性质．
定理７．２．１　设z＝f（x，y）在有界闭区域D 上连续，则f（x，y）在D 上取到它的

大值和 小值．
定理 ７．２．１的几何意义是：一张有界闭区域上的连续曲面，必定有 高点和 低

点， 高点和 低点可以在 D 的内部达到，也可以在 D 的边界上达到．
定理 ７．２．２　设z＝f（x，y）在有界闭区域D 上连续，常数η介于f 在D 上某两点

的函数值之间，则在 D 上总可找到一点（x ０，y ０），使得

f（x ０，y ０） ＝ η．
　　定理７．２．３　设z＝f（x，y）在有界闭区域D 上连续，则必在D 上一致连续．即橙ε
＞０，愁δ＝δ（ε）＞０，使得橙P １、P ２∈D ，只要‖P １－P ２‖＜δ，就有

│f（P １） － f（P ２）│＜ ε．

习　题　７．２
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 二元函数的定义是什么？ 它的图像是怎样的一个点集？
（２） 什么是函数f（x，y）的等高线？
（３） 什么是函数f（x，y，z）的等位面？
（４） 二元函数f（x，y）在点（x ０，y０）处的极限怎样定义？
（５） 二元函数f（x，y）在点（x ０，y０）处连续怎样定义？

２．确定并画出下列二元函数的定义域：
（１） z＝x＋ y ；　　　（２） z＝ １－x

２＋ y
２－１；　　（３） z＝ １－x

２－y
２；

（４） z＝ １
x
２＋y

２－１； （５） z＝ｌｎ（－x－y）； （６） z＝ａｒｃｓｉｎ y
x
．

３．设函数f（x，y）＝x
２＋y

２－xyａｒｃｔａｎ x
y
，求f（tx，ty）．

４．问下列表达式是否是a、b 的二元函数：

·２５· 工科数学分析（下）



（１） I＝∫１０（a＋ bx）２ｄx； 　　（２） I＝∫b

a
（１ ＋ x）２ｄx ；　　（３） I＝

１， a＞b，
０， a＝b，
－１， a＜b．

５．根据下列对应关系，写出函数表达式：
（１） 橙（x，y）∈Ｒ

２，用该点到原点的距离与之对应；
（２） 橙（x，y）∈Ｒ

２，用该点的坐标之和与之对应．
６．求下列函数极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
y→１
１－xy
x
２＋y

２；　　（２） ｌｉｍ
x→２
y→０

１
x
２＋y

２；　　（３） ｌｉｍ（x，y）→（０，０）
ｓｉｎ（xy）

x
；　　（４） ｌｉｍ

x→＋∞
y→＋∞

（x ２＋y
２）ｅ－（x＋y）．

７．证明函数f（x，y）＝
x
２
y

x
４＋y

２，　x
２＋y

２≠０，
０，　　　　x

２＋y
２＝０

在原点（０，０）处不连续．
８．求下列函数的间断点集．设f（０，０）＝０．
（１） f（x，y）＝ １

x
２＋y

２ ；　　（２） f（x，y）＝ xy
x
２＋y

２； （３） f（x，y）＝ x＋y
x
３＋y

３．
９．当x 摩尔硫酸和y 摩尔水混合时，产生的热量为 Q （x，y）＝ １７．８６xy１．７９８x＋y

（x＞０，y＞０）．试问 Q 在

（０，０）点的极限是否存在？ 若存在，试求出极限值．
（Ｂ）

１．画出下列函数的等高线，并写出等高线方程：
（１） z＝x＋y；　　（２） z＝│x│＋y；　　（３） z＝x

２＋y
２；　　（４） z＝ １

x
２＋２y２．

２．求下列函数的等位面并写出其方程：
（１） u＝x＋y＋z； 　　　（２） f（x，y，z）＝x

２＋y
２＋z

２；
（３） g（x，y，z）＝y－z； 　　　（４） u＝ｓｇｎｓｉｎ（x ２＋y

２＋z
２）．

３．仿照定义７．２．１，试给出三元函数u＝f（x，y，z）在点（x ０，y０，z０）的极限定义及连续性定义．
４．证明下列极限不存在：
（１） ｌｉｍ

x→０
y→０

y
x
； （２） ｌｉｍ

x→０
y→０

x
２－y

２
x
２＋y

２．

答案与提示

（Ａ）
２．（１） －∞＜x＜＋∞，y≥０；　（２） │x│≤１，│y│≥１；　（３） x

２＋y
２≤１；

（４） x
２＋y

２＞１；　（５） x＋y＜０；　（６） │y│≤│x│，x≠０．
３．f（tx，ty）＝t

２
f（x，y）．

４．（１） 是；　（２） 是；　（３） 是．
５畅（１） f（x，y）＝ x

２＋y
２；　（２） f（x，y）＝x＋y．

６．（１） １；　（２） １４ ；　 （３）０；　（４） ０．
７．由于 ｌｉｍ

x→０
y＝x

２
f（x，y）＝ｌｉｍ

x→０
x
４

x
４＋x

４＝ １２ ≠f（０，０），故f 在（０，０）点不连续．
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８畅（１） （０，０）；　（２） （０，０）；　（３） （０，０），以及满足x＋y＝０的点．
９畅极限存在，极限值为０．

（Ｂ）
１畅（１） x＋y＝c；　（２） │x│＋y＝c；　（３） x

２＋y
２＝c；　（４） x

２＋２y２＝a
２，a＞０．

２．（１） x＋y＋z＝c；　（２） x
２＋y

２＋z
２＝a

２（a＞０）；　（３） y－z＝c；
（４） ｓｇｎｓｉｎ（x ２＋y

２＋z
２）＝c，当c＝０时，为同心球族x

２＋y
２＋z

２＝nπ（n＝０，１，２，…）；当c＝（－１）n

时，为球层族nπ＜x
２＋y

２＋z
２＜（n＋１）π（n＝０，１，２，…）．

４畅令y＝kx，则可知（１）与（２）的极限值均与k 有关．

７．３　偏导数与全微分

多元函数虽然是一元函数的推广，它保留了一元函数中的许多性质，但由于自变

量从一个增加到多个，从而从本质上产生了某些新的内容．本节将在一元函数微分学

的基础上，讨论多元函数的偏导数及全微分的计算及有关问题．
　　７．３．１　偏导数

设二元函数 z＝f（x，y）定义在开区域 D 上，点（a，b）∈D ．由于 D 是开区域，故存

在一个小邻域 O （（a，b），δ）炒D ．固定 y＝b，得到 x 的一元函数

z＝ f（x，b），
并假设这个一元函数在 x＝a 点导数存在；又固定 x＝a，得到 y 的一元函数

z＝ f（a，y），
并假设这个一元函数在 y＝b 点导数存在．现在给出下面的定义．

定义 ７．３．１（偏导数）　设二元函数 z＝f（x，y）定义于开区域 D ，且点（a，b）∈D ，
称一元函数 z＝f（x，b）在 a 点的导数为二元函数 f（x，y）在（a，b）点关于 x 的偏导数，
记作

f x（a，b）　 或 　 抄f（a，b）抄x 　 或 　 抄f抄x│x＝ a

y＝ b

；
也可记作

zx（a，b）　 或 　 抄z（a，b）抄x 　 或 　 抄z抄x│x＝ a

y＝ b

．
　　如果函数 z＝f（x，y）在开区域 D 的每一点，都可以求两个偏导数，则这两个偏导

数可记为

f x（x，y）　 或 　 抄f（x，y）抄x ，　　f y（x，y）　 或 　 抄f（x，y）抄y ．
有时就简记为 f x，　f y，　 或 　 抄f抄x ，　 抄f抄y．

·４５· 工科数学分析（下）



　　对于 D 中每一点（x，y），都有两个偏导数与之对应，由函数概念知，偏导数是开

区域D 上的二元函数．于是由一个二元函数f（x，y），可以导出两个二元函数f x（x，y）

图７．１３

与 f y（x，y）．
让我们来看一下偏导数的几何意义．设二元函数 z＝

f（x，y）在（a，b）点附近的图形如图 ７．１３所示．设 P 是曲面

上位于（a，b）点正上方的一点．过（a，b）点且垂直于 y 轴的

平面π与曲面的交线为曲线C．曲线C 在平面π上的方程为

z＝f（x，b）．由于

ｄｄx f（x，b）
x＝ a
＝ f x（a，b），

所以偏导数 f x（a，b）就表示曲线 C 在 P 点的切线对 x 轴的

斜率（见图 ７．１３）．类似可讨论偏导数 f y（a，b）的几何意义．
把前面的讨论综述如下：

f x（a，b） ＝ f 在（a，b）点
关于 x 的变化率

＝ ｌｉｍΔx→０
f（a ＋ Δx，b） － f（a，b）Δx

f y（a，b） ＝ f 在（a，b）点
关于 y 的变化率

＝ ｌｉｍΔy→０
f（a，b＋ Δy） － f（a，b）Δy

　　偏导数的计算总是归结为求某个一元函数的导数，并没有什么新的技巧．下面给

出一些例子．
例 ７．３．１　设 f（x，y）＝ y

２

x＋１，求 f x（３，２）和 f y（３，２）．
解　由定义知，f x（３，２）等于 m （x）＝f（x，２）在 x＝３点的导数．由于

m （x） ＝ f（x，２） ＝ ４
x ＋ １，

而 m ′（x） ＝－ ４
（x ＋ １）２，

所以 f x（３，２） ＝ m ′（３） ＝－ １４ ．
　　类似地，f y（３，２）等于 n（y）＝f（３，y）在 y＝２点的导数，由于

n（y） ＝ f（３，y） ＝ y
２

４ ，
而 n′（y） ＝ y２ ，
所以 f y（３，２） ＝ n′（２） ＝ １． □
　　例 ７．３．２　求 z＝ａｒｃｔａｎ y

x
的偏导数．
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解　对 x 求偏导数时，把 y 看成常数，得
抄z抄x ＝ １

１ ＋ y

x

２
y
x

′
x
＝ １
１ ＋ y

x

２ － y

x
２ ＝－ y

x
２ ＋ y

２ ；

　　对 y 求偏导数时，把 x 看作常数，得
抄z抄y ＝ １

１ ＋ y
x

２
y
x

′
y
＝ １
１ ＋ y

x

２ · １
x
＝ x

x
２ ＋ y

２． □

　　例 ７．３．３　计算下列函数的偏导数：
（１） f（x，y）＝x

２ｓｉｎ３y；　　（２） z＝（３xy＋２x）５．
解　（１） f x（x，y）＝ｓｉｎ３y 抄抄x x

２ ＝２xｓｉｎ３y，
f y（x，y）＝x

２ 抄抄y（ｓｉｎ３y）＝３x ２ｃｏｓ３y．
（２） 抄z抄x＝５（３xy＋２x）４ 抄抄x（３xy＋２x）＝５（３xy＋２x）４（３y＋２），
抄z抄y＝５（３xy＋２x）４ 抄抄y（３xy＋２x）＝５（３xy＋２x）４３x． □

　　例 ７．３．４　求 f（x，y，z）＝x
２
y
３

z
的所有偏导数．

解　三元函数或多于三个自变量的函数的偏导数，可像二元函数的偏导数那样类

似地定义．具体计算函数对某个自变量的偏导数时，只需将其他变量看作常数即可．
在本例中，求 f 对 x 的偏导数时，把 y、z 看作常数，得

f x（x，y，z） ＝ ２xy
３

z
．

类似地，得 f y（x，y，z） ＝ ３x ２y ２
z
，　f z（x，y，z） ＝－ x

２
y
３

z
２ ． □

图７．１４

　　７．３．２　全微分

首先我们来回顾一下一元函数的局部线性化．设 y＝f（x），在 x＝a 点的附近，我
们用切线来逼近曲线，即当 x 在 a 点附近时，有

f（x） ≈ f（a） ＋ f′（a）（x － a），
如图 ７．１４所示．这时我们说 f 在 x＝a 附近被局部

地线性化了．
对于二元函数 z＝f （x，y），如果沿着一条平行

于一个坐标轴的直线对它进行局部线性化，那么上

面办法是可用的．例如设

f（x，y） ＝ x
２
y ＋ y

２，
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沿着直线 y＝１，有 f（x，１）＝x
２＋１．那么在 x＝２处的切线逼近f（x，１）的表达式为

f（x，１） ≈ f（２，１） ＋ f x（２，１）（x － ２） ＝ ５ ＋ ４（x － ２）．
另一方面，若固定 x＝２，则得f（２，y）＝４y＋y

２，于是在 y＝１附近的局部线性化为

f（２，y） ≈ f（２，１） ＋ f y（２，１）（y － １） ＝ ５ ＋ ６（y － １）．
　　现在，如果我们想知道对于点（２，１）附近的点（x，y），f（x，y）用什么来逼近，那就

需要研究对二元函数的线性逼近问题了．解决这个问题的主要途径是引进二元函数

的全微分概念．
定义 ７．３．２（全微分）　设二元函数 z＝f （x，y）在点（a，b）的某邻域内定义，若函

数在（a，b）点的全增量

Δz＝ f（a ＋ Δx，b＋ Δy） － f（a，b）
可以表示为 Δz＝ AΔx ＋ BΔy ＋ o（ρ）， （７．３．１）
其中 A 、B 仅与 a、b 有关，而与Δx、Δy 无关，ρ＝ Δx

２＋Δy
２ ，则称函数在（a，b）点可

微，并称全增量的线性部分 AΔx＋BΔy 为函数 f 在点（a，b）的全微分，记作

ｄz＝ AΔx ＋ BΔy　 或 　ｄf（a，b） ＝ AΔx ＋ BΔy．
　　如果函数在开区域 D 内每一点都可微，则称这函数在 D 内可微．

例 ７．３．５　证明函数

f（x，y）＝ x＋y＋（x ２＋y
２）ｓｉｎ １

x
２＋y

２ ， x
２＋y

２≠０，
０，　　　　　　　　　 x

２＋y
２＝０

在原点可微．
证　易证函数在全平面有定义且连续，现考察函数在原点的全增量：

　Δz＝f（０＋Δx，０＋Δy）－f（０，０）＝Δx＋Δy＋（Δx
２＋Δy

２）ｓｉｎ １
Δx

２＋Δy
２

＝Δx＋Δy＋ Δx
２＋Δy

２ ｓｉｎ １
Δx

２＋Δy
２· Δx

２＋Δy
２＝Δx＋Δy＋α（x，y）ρ，

其中α（x，y）＝ Δx
２＋Δy

２ ｓｉｎ １Δx
２＋Δy

２ ，ρ＝ Δx
２＋Δy

２．显然，当 ρ→０ 时，α→０．这
样，全增量Δz 就表示为线性部分Δx＋Δy 与高阶无穷小部分o（ρ）＝α（x，y）ρ之和，由
全微分的定义可知，该函数在原点可微，其全微分为

ｄz＝ ｄf（０，０） ＝ Δx ＋ Δy． □
　　设函数 z＝f（x，y）在（a，b）点可微，记 x＝a＋Δx，y＝b＋Δy，则由（７．３．１）式可得

f（x，y） － f（a，b） ＝ AΔx ＋ BΔy ＋ o（ρ）．
由于当 ρ→０时，高阶无穷小量o（ρ）→０，因此，当点（x，y）位于点（a，b）的近旁时，有近

似式

f（x，y） ≈ f（a，b） ＋ A （x － a） ＋ B （y － b）． （７．３．２）
方程 z＝ f（a，b） ＋ A （x － a） ＋ B （y － b） （７．３．３）
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的图形是一个平面．于是，（７．３．２）式告诉我们，曲面 z＝f （x，y）上的点可以用平面

（７．３．３）上的点（局部地）逼近．换句话说，（７．３．２）式表明在（a，b）附近函数 f （x，y）的
局部线性化．

我们自然会问：方程（７．３．３）所表示的是怎样的一个平面？ A 与 B 如何求得？ 在

回答这些问题之前，我们先来探讨一下可微、连续与偏导数这几个概念之间的关系．
　　７．３．３　连续性与可微性，偏导数与可微性

首先，由可微的定义立即推知，若函数z＝f（x，y）在（a，b）点可微，则f（x，y）必在

（a，b）点连续．事实上，当Δx→０，Δy→０时，由（７．３．１）式即得

Δz＝ f（a ＋ Δx，b＋ Δy） － f（a，b） → ０，
也就是 ｌｉｍΔx→０

Δy→０
f（a ＋ Δx，b＋ Δy） ＝ f（a，b）．

因此 f（x，y）在（a，b）点连续．但反过来由连续性不能推得可微性（见习题 ７．３（Ａ ）第 ８
题）．

其次，我们探讨可微与偏导数存在的关系．
定理 ７．３．１（可微的必要条件）　设函数 z＝f （x，y）在（a，b）点可微，则函数在该

点的两个偏导数存在，且（７．３．１）式中的

A ＝ f x（a，b），　B ＝ f y（a，b），
因而有 ｄz＝ f x（a，b）Δx ＋ f y（a，b）Δy． （７．３．４）
　　证　我们给量a 一个增量Δx，而量b 保持不变（即Δy＝０）．换句话说，让点P （a，b）
在 x 轴的方向上移动．于是有 ｄz＝AΔx，从而

Δz＝ f（a ＋ Δx，b） － f（a，b） ＝ ｄz＋ o（ρ） ＝ AΔx ＋ o（│Δx│）．
由此可见　　 ΔzΔx

＝ f（a ＋ Δx，b） － f（a，b）Δx
＝ A ＋ o（│Δx│）Δx

＝ A ＋ o（１），
当 Δx→０时，上式右端的极限是 A ，所以上式左端的极限存在并且也等于 A．换句话

说，f x（a，b）存在且 f x（a，b）＝A．
类似地，可以证明 f y（a，b）存在，并且 f y（a，b）＝B．证毕． □
由定理 ７．３．１显然可以推出微分的唯一性．此外，定理 ７．３．１也回答了前面所提

出的问题．至于平面

z＝ f（a，b） ＋ f x（a，b）（x － a） ＋ f y（a，b）（y － b）
与曲面 z＝f（x，y）的关系，我们将在本章 ７．９节中详细讨论．

应当指出，偏导数存在并不是可微的充分条件，这一点是和一元函数的情形不同

的（在一元函数情形，可微与可导等价）．请看下面的例子．
例 ７．３．６　设 z＝f （x，y）＝ │xy│．由于 f （x，０）≡０，f （０，y）≡０，故 f x （０，０）＝

f y（０，０）＝０，即两个偏导数都存在且等于零．至于函数在（０，０）点可微，则应考察下式
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的极限

f（Δx，Δy） － f（０，０） － f x（０，０）Δx － f y（０，０）Δy

Δx
２ ＋ Δy

２ ＝ │ΔxΔy│
Δx

２ ＋ Δy
２

在 Δx
２＋Δy

２→０时，是否收敛于 ０，由于

ｌｉｍΔx＝Δy

Δx→０

│ΔxΔy│
Δx

２ ＋ Δy
２ ＝ １

２ ≠ ０，
故上式极限也不为 ０，从而 f（x，y）在（０，０）不可微． □

不过，我们只要在偏导数存在的基础上再加一点条件，就可以保证函数的可微性

了．这就是下面的定理．
定理 ７．３．２（可微的充分条件）　设函数 z＝f （x，y）在（a，b）点的邻域存在偏导

数，且这些偏导数在（a，b）点连续，则函数在该点可微．
证　注意，偏导数

抄z抄x与
抄z抄y在点（a，b）的连续性是以它们在该点的某个邻域内存在

为前提的．今后凡遇到此种情形都作这样的理解．
令 ρ＝ Δx

２＋Δy
２ ，ｄz＝抄z抄xΔx＋抄z抄yΔy，要证明

Δz－ ｄz＝ o（ρ）　（ρ → ０）．
　　函数的全增量可写成

　　Δz＝f（a＋Δx，b＋Δy）－f（a，b）
＝［f（a＋Δx，b＋Δy）－f（a，b＋Δy）］＋［f（a，b＋Δy）－f（a，b）］， （７．３．５）

（７．３．５）式的第一个差中，函数的第二个变量都是 b＋Δy，因此我们可以把这个差看

作是 x 的一元函数的增量．应用拉格朗日中值定理，得
f（a ＋ Δx，b＋ Δy） － f（a，b＋ Δy） ＝ f x（a ＋ θ１Δx，b＋ Δy） ·Δx，　０ ＜ θ１ ＜ １．
类似地，对于（７．３．５）式中的第二个差，有

f（a，b＋ Δy） － f（a，b） ＝ f y（a，b＋ θ２Δy） ·Δy，　０ ＜ θ２ ＜ １．
于是，等式（７．３．５）就成为

Δz＝ f x（a ＋ θ１Δx，b＋ Δy） ·Δx ＋ f y（a，b＋ θ２Δy） ·Δy．
从而

Δz－ｄz＝［f x（a＋θ１Δx，b＋Δy）－f x（a，b）］Δx＋［f y（a，b＋θ２Δy）－f y（a，b）］Δy．
又因为 Δx│≤ ρ，　│Δy│≤ ρ，
所以　│Δz－ｄz│ρ ≤│f x（a＋θ１Δx，b＋Δy）－f x（a，b）│＋│f y（a，b＋θ２Δy）－f y（a，b）│．
因为 f x（x，y）与 f y（x，y）在点（a，b）连续，故当 ρ→０时，上式右端的两项都趋于零，因
而有

ｌｉｍρ→ ０ Δz－ ｄzρ ＝ ０，
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或写成 Δz＝ｄz＋o（ρ）　（ρ→０）．
这样我们就证明了ｄz＝抄z抄xΔx＋抄z抄yΔy 的确是函数z＝f（x，y）在点（a，b）的微分．□
注意，函数 f（x，y）在（a，b）点的邻域存在偏导数，且这些偏导数在（a，b）点连续，

只是f（x，y）在（a，b）点可微的充分条件，而非必要条件．请看下面的例子．
例 ７．３．７　设 f（x，y）＝ （x ２＋y

２）ｓｉｎ １
x
２＋y

２ ， x
２＋y

２≠０，
０，　　　　　　　 x

２＋y
２＝０，

则 f （x，y）在原点（０，０）存在偏导数，f x（x，y），f y（x，y）在（０，０）点不连续，但 f （x，y）
在（０，０）点可微．

证　首先证 f（x，y）在（０，０）点存在偏导数，但偏导数在（０，０）点不连续．因

f x（０，０） ＝ ｌｉｍΔx→０

（Δx）２ｓｉｎ １
（Δx）２Δx

＝ ０，

f y（０，０） ＝ ｌｉｍΔy→０

（Δy）２ｓｉｎ １
（Δy）２Δy

＝ ０．
当（x，y）≠（０，０）时，

f x（x，y） ＝ ２xｓｉｎ １
x
２ ＋ y

２ － ２x
x
２ ＋ y

２ｃｏｓ １
x
２ ＋ y

２ ，
f y（x，y） ＝ ２yｓｉｎ １

x
２ ＋ y

２ － ２y
x
２ ＋ y

２ｃｏｓ １
x
２ ＋ y

２．
容易看出，令 y＝x，则

f x（x，x） ＝ ２xｓｉｎ １２x ２ －
１
x
ｃｏｓ １２x ２ →＼０　（x → ０），

因此 f x（x，y）在（０，０）点不连续，同理可知 f y（x，y）在（０，０）点不连续．
其次证明 f（x，y）在（０，０）点可微，因为

（Δx
２＋Δy

２）ｓｉｎ １
Δx

２＋Δy
２－０－０· Δx－０· Δy

Δx
２＋Δy

２ →０　（ Δx
２＋Δy

２→０），
由定义 ７．３．２知 f（x，y）在（０，０）点可微． □

附注　特殊的情形，如果函数

z＝ f（x，y） ＝ x，
则

抄z抄x＝１，　抄z抄y＝０，
因而 ｄz＝ｄx＝Δx．

同样，若 z＝f（x，y）＝y，则有

ｄz＝ ｄy ＝ Δy．
因此，在这里，同一元函数的情形一样，对于自变量来说，增量与微分完全是一回事．
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因此，如果函数的微分存在，我们就可以把它写成

ｄz＝ 抄z抄x ｄx ＋ 抄z抄yｄy． □
　　一元函数全微分的概念以及它的一切性质，可以不经过任何本质的改变而类推

到三个或三个以上变量的情形．例如在函数 u＝f （x，y，z）的情形，我们定义它在点

（x，y，z）的微分 ｄu 是如下形状的表达式：
ｄu ＝ AΔx ＋ BΔy ＋ CΔz，

其 中 A 、 B 与 C 不 依 赖 于 Δx、 Δy 及 Δz，且 满 足 条 件 Δu － ｄu ＝ o（ρ）（ρ ＝
Δx

２＋Δy
２＋Δz

２→０）．可以证明，当全微分存在时，必有

A ＝ 抄u抄x ，　B ＝ 抄u抄y，　C ＝ 抄u抄z．
特别是有 ｄx＝Δx，ｄy＝Δy，ｄz＝Δz，因而有

ｄu ＝ 抄u抄xｄx ＋ 抄u抄yｄy ＋ 抄u抄zｄz．
　　例 ７．３．８　求函数 z＝x

２＋４xy
２＋y

４ 的全微分．
解　因偏导数　　　　 抄z抄x ＝ ２x ＋ ４y ２，　 抄z抄y ＝ ８xy ＋ ４y ３

在全平面连续，由定理 ７．３．２知函数在全平面可微，且
ｄz＝ （２x ＋ ４y ２）ｄx ＋ （８xy ＋ ４y ３）ｄy． □

　　例 ７．３．９　求函数 u＝２x＋ｃｏｓy＋ｅy z的全微分．
解　因为

抄u抄x ＝ ２，　 抄u抄y ＝－ ｓｉｎy ＋ zｅy z，　 抄u抄z ＝ yｅy z，
所以 ｄu ＝ ２ｄx ＋ （－ ｓｉｎy ＋ zｅy z）ｄy ＋ yｅy zｄz． □
　　 后我们给出一个利用局部线性化表达式（７．３．１）来作近似计算的例子．

例 ７．３．１０　计算（１．０３）１．９８的近似值．
解　根据问题的特点，我们设函数为

f（x，y） ＝ x
y；

由１．０３＝１＋０．０３，１．９８＝２－０．０２，设Δx＝０．０３，Δy＝－０．０２．然后将它们代入近似式

f（x ＋ Δx，y ＋ Δy） ≈ f（x，y） ＋ f x（x，y）Δx ＋ f y（x，y）Δy，
即 （x ＋Δx）y＋Δy ≈ x

y ＋ yx
y－１Δx ＋ x

y ｌｎxΔy，
于是 （１．０３）１．９８ ≈ １２ ＋ ２× ０．０３ ＋ ０× （－ ０．０２） ＝ １．０６． □

习　题　７．３
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 二元函数f（x，y）的偏导数怎样定义？
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（２） 三元函数f（x，y，z）的偏导数怎样定义？
（３） f（x，y）的偏导数的几何意义是什么？
（４） 函数z＝f（x，y）在（a，b）点可微怎样定义？ 全微分是指什么？
（５） 函数f（x，y）在某点附近局部线性化是什么意思？
（６） 函数f（x，y）在一点的可微性与连续性有什么关系？
（７） 函数f（x，y）可微的必要条件是什么？ 充分条件是什么？

２．求下列函数的偏导数：
（１） z＝x

２
y－y

２
x；　　　　（２） y＝ｓｉｎ（２t－５x）；　　 　 　（３） f（x，y）＝xy＋ x

y
；

（４） z＝ x
y
２ ； （５） z＝ｃｏｓx ２

y
； （６） z＝ｔａｎ x

２
y
；

（７） z＝x
y； （８） g（x，y）＝ｌｎ x

２＋y
２； （９） u＝ １

x
２＋y

２＋z
２；

（１０） u＝z
xy； （１１） u＝（xy）z； （１２） u＝x

y
z．

３．求下列函数在指定点的各个偏导数：
（１） z＝ x

x
２＋y

２ ，在（１，０），（０，１）处；
（２） z＝ｅ－xｓｉｎ（x＋２y），在（０， π４ ）处；
（３） f（x，y，z）＝

z

x
y
，在（１，１，１）处；

（４） z＝ｓｉｎx ｌｎ（y＋１）＋ｃｏｓyｌｎ（１－x），在（０，０）处．

４．求函数f（x，y）＝
xy

x
２＋y

２ ，　x
２＋y

２≠０，
０，　　　　　x

２＋y
２＝０

的偏导数．
５．求下列函数的偏导数：
（１） u＝ｌｎ（x １＋x ２＋…＋xn）；　　（２） u＝ａｒｃｓｉｎ（x ２１＋x

２２＋…＋x
２
n）．

６．求下列函数的全微分：
（１） z＝ｅ－xｃｏｓy； （２）f（x，y）＝ｓｉｎ（xy）； （３） g（u，v）＝u

２＋uv；
（４） u＝x

yz； （５） z＝ y

x
２＋y

２ ； （６） z＝x
２
y＋ x

y
．

７．求下列函数在给定点的全微分：
（１） f（x，y）＝xｅ－y，在（１，０）点；
（２） g（x，t）＝x

２ｓｉｎ２t，在（２， π４ ）点；
（３） F （m ，r）＝G m

r
２ ，在（１００，１０）点；

（４） f（x，y）＝ｌｎ（１＋x
２＋y

２），在（１，２）点．
８．证明：函数

f（x，y） ＝
xy

x
２ ＋ y

２ ，　x
２ ＋ y

２ ≠ ０，
０， x

２ ＋ y
２ ＝ ０
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在点（０，０）的邻域内连续，且有有界的偏导数fx（x，y）与fy（x，y），但此函数在点（０，０）不可微．
（Ｂ）

１．计算下列各题：
（１） 抄抄m （ １２ m v

２）； （２） 抄抄T ２πr
T
； （３） 抄抄x a x ， x＞０；

（４） 抄抄T ｌｎ T＋３
V

； （５） 抄抄y ３x ２y７－y
２

１５xy－８ ； （６） 抄抄λ
x
２
yλ－３λ５
λ２－２λ＋５ ；

（７） 抄抄θ（３tｃｏｓ（５θ－１）－ｔａｎ（７tθ２））；　　（８） 抄抄w （ ２πxyw－１３x ７y３v），２πxyw－１３x ７y３v＞０．
２．求下列函数在指定点的偏导数：

（１） f（x，y）＝
x
３＋y

３
x
２＋y

２， x
２＋y

２≠０，
０， x

２＋y
２＝０，

在（０，０）点；

（２） f（x，y）＝
x
２
y
３

x
２＋４y３， x

２＋y
２≠０，

０， x
２＋y

２＝０，
在（０，０）点．

３．求下列各式的近似值：
（１） （０．９７）１．０５　　　　　（２） ｓｉｎ２９°ｔａｎ４６°

４．设函数f（x，y）＝ xyｓｉｎ １
x
２＋y

２ ，x ２＋y
２≠０，

０，　　　 　　　x
２＋y

２＝０．
证明：（１） fx（０，０）与fy（０，０）存在；（２） fx（x，y）

与fy（x，y）在（０，０）不连续；（３）f（x，y）在（０，０）点可微．
５．函数f（x，y）＝│x│＋ｓｉｎ（xy）在（０，０）点是否可微？ 为什么？

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） zx＝２xy－y

２，zy＝x
２－２yx；　（２） yt＝２ｃｏｓ（２t－５x），yx＝－５ｃｏｓ（２t－５x）；

（３） fx＝y＋ １
y
，fy＝x－ x

y
２ ；　（４） zx＝ １

y
２ ，zy＝－２x

y
３ ；

（５） zx＝－２xｓｉｎx ２
y
，zy＝－ｃｏｓx ２

y
２ ；　（６） zx＝２x

y
ｓｅｃ２ x

２
y
，zy＝－x

２
y
２ ｓｅｃ２ x

２
y
；

（７） zx＝yx
y－１，zy＝x

yｌｎx；　（８） gx＝ x
x
２＋y

２，gy＝ y
x
２＋y

２；
（９） ux＝ －２x（x ２＋y

２＋z
２）２，uy＝ －２y（x ２＋y

２＋z
２）２，uz＝ －２z（x ２＋y

２＋z
２）２；

（１０） ux＝yz
xyｌｎz，uy＝xz

xyｌｎz，uz＝xyz
xy－１；

（１１） ux＝yz（xy）z－１，uy＝xz（xy）z－１，uz＝（xy）zｌｎ（xy）；
（１２） ux＝ y

z
x

y
z
－１，uy＝ １

z
x

y
z ｌｎx，uz＝－ y

z
２ x

y
z ｌｎx．

３．（１） zx（１，０）＝zy（１，０）＝zy（０，１）＝０，zx（０，１）＝１；
（２） zx（０， π４ ）＝－１，zy（０， π４ ）＝０；
（３） fx（１，１，１）＝１，fy（１，１，１）＝－１，fz（１，１，１）＝０；
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（４） zx（０，０）＝－１，zy（０，０）＝０．
４．fx（０，０）＝fy（０，０）＝０；当x

２＋y
２≠０时，fx＝ y

３
（x ２＋y

２）３／２，fy＝ x
３

（x ２＋y
２）３／２．

５．（１） 抄u抄xi
＝ １

x １＋x ２＋…＋xn
，i＝１，２，…，n；

（２） 抄u抄xi
＝ ２xi

１－（x ２１＋x
２２＋…＋x

２
n）２ ，i＝１，２，…，n．

６畅（１） ｄz＝－ｅ－x（ｃｏｓyｄx＋ｓｉｎyｄy）；　（２） ｄf＝ｃｏｓ（xy）（yｄx＋xｄy）；
（３） ｄg＝（２u＋v）ｄu＋uｄv；　（４） ｄu＝yzx

yz－１ｄx＋zx
yzｌｎxｄy＋yx

yzｌｎxｄz；
（５） ｄz＝－ xy（x ２＋y

２）３／２ｄx＋ x
２

（x ２＋y
２）３／２ｄy；　（６） ｄz＝（２xy＋ １

y
）ｄx＋（x ２－ x

y
２ ）ｄy．

７．（１） ｄf（１，０）＝ｄx－ｄy；　（２） ｄg（２， π４ ）＝４ｄx；
（３） ｄF （１００，１０）＝ G５ （ １２０ｄm－ｄr）；　（４） ｄf（１，２）＝ １３ ｄx＋ ２３ ｄy．

（Ｂ）
１．（１） １２ v

２；　（２） －２πr
T
２ ；　（３） a

２ x
；　（４） １

T＋３；
（５） （１５xy－８）（２１x ２y６－２y）－（３x ２y７－y

２）· １５x（１５xy－８）２ ；
（６） x

２
y－１５λ４
λ２－２λ＋５－

（λ－１）（x ２yλ－３λ５）（λ２－２λ＋５）３／２ ；
（７） －１５tｓｉｎ（５θ－１）－１４tθｓｅｃ２（７tθ２）；　（８） πxy

２πxyw－１３x ７y３v．
２．（１） fx（０，０）＝fy（０，０）＝１；　（２） fx（０，０）＝fy（０，０）＝０．
３．（１） ０．９７；　（２） ０．５０２．
５．f 在（０，０）点不可微．

７．４　复合函数的求导法则

本节讨论多元复合函数的微分法，它是一元复合函数求导法的推广．多元复合函

数的求导法在多元函数微分学的研究中起着重要的作用．
　　７．４．１　z＝f（x，y），x＝g（t），y＝h（t）的情形

假设函数 f、g 和 h 都是可微函数，则有以下公式成立：
ｄzｄt＝ 抄z抄x ｄxｄt＋ 抄z抄y ｄyｄt　 （７．４．１）

先利用图解（图 ７．１５）来弄清楚复合函数的关系，然后来推导公式（７．４．１）．由可微的

定义知，当│Δt│充分小时，有
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图７．１５

Δx ＝ｄxｄtΔt＋ o（Δt），
Δy ＝ｄyｄtΔt＋ o（Δt），
Δz＝抄z抄xΔx ＋ 抄z抄yΔy ＋ o（ Δx

２ ＋ Δy
２ ），　　

即　Δz＝抄z抄x ｄxｄtΔt＋抄z抄yｄyｄtΔt＋o（Δt）＝ 抄z抄x ｄxｄt＋抄z抄yｄyｄt Δt＋o（Δt），
因此有

ΔzΔt
＝ 抄z抄x ｄxｄt＋ 抄z抄y ｄyｄt＋ o（１）．

令Δt→０取极限，即得链式法则的公式（７．４．１）．
例７．４．１　设z＝f（x，y）＝yｓｉｎx，x＝t

３，y＝５t＋２，令z＝g（t），则可以用两种方法

计算g′（t）．
一种方法是化为一元函数来求．由于

z＝ g（t） ＝ f（t３，５t＋ ２） ＝ （５t＋ ２）ｓｉｎt
３，

因此可直接计算 g′（t）：
g′（t） ＝ （５t＋ ２） ｄｄt（ｓｉｎt

３） ＋ ｄｄt（５t＋ ２） · ｓｉｎt
３ ＝ ３t２（５t＋ ２）ｃｏｓt３ ＋ ５ｓｉｎt３．

　　另一种方法是利用链式法则．
ｄzｄt＝ 抄z抄x ｄxｄt＋ 抄z抄y ｄyｄt＝ （yｃｏｓx）（３t２） ＋ ｓｉｎx · ５ ＝ ３t２（５t＋ ２）ｃｏｓt３ ＋ ５ｓｉｎt３．□

　 　 上 面 的 公 式 （ ７．４．１） 可 以 推 广 到 三 元 函 数 的 情 形．例 如， 若 u ＝
f（x，y，z），x＝g（t），y＝h（t），z＝k（t），则有公式

ｄuｄt＝ 抄u抄x ｄxｄt＋ 抄u抄y ｄyｄt＋ 抄u抄z ｄzｄt． （７．４．２）

　　７．４．２　z＝f（x，y），x＝g（u，v），y＝h（u，v）的情形

这里同样假设f、g 和h 都是可微函数，我们求
抄z抄u与抄z抄v的一般表达式．在这种情形有

图７．１６

树状图解，如图７．１６所示．图中z 是因变量，x 和y 是中间变量，u 和v 是自变量，在求偏

导数
抄z抄u时，v 看作常量，因此中间变量x 和y 仍可看作一元函数而应用公式（７．４．１）．于

是，由图 ７．１６中z 到u 的两条路径可以得

抄z抄u ＝ 抄z抄x 抄x抄u ＋ 抄z抄y 抄y抄u． （７．４．３）
　　类似地有

抄z抄v ＝ 抄z抄x 抄x抄v ＋ 抄z抄y 抄y抄v． （７．４．４）
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　　例 ７．４．２　设 w ＝x
２ｅy，x＝４u，y＝３u２－２v，求抄w抄u 与

抄w抄v．
　　 解 　 抄w抄u ＝抄w抄x 抄x抄u ＋ 抄w抄y 抄y抄u ＝ ２xｅy · ４ ＋ x

２ｅy · ６u
＝（８x ＋ ６x ２u）ｅy ＝ （３２u ＋ ９６u３）ｅ３u２－ ２v，

抄w抄v ＝抄w抄x 抄x抄v ＋ 抄w抄y 抄y抄v ＝ ２xｅy · ０ ＋ x
２ｅy · （－ ２）

＝－ ２x ２ｅy ＝－ ３２u２ｅ３u
２－ ２v． □

　　例 ７．４．３　设 z＝f（xy， x
y
），求抄z抄x，抄z抄y．

解　令 u＝xy，v＝ x
y
，则由链式法则有

抄z抄x ＝ 抄f抄u 抄u抄x ＋ 抄f抄v 抄v抄x ＝ 抄f抄u · y ＋ 抄f抄v · １
y
＝ yf′１ ＋ １

y
f′２，

这里记号f′１ 表示函数对第一个中间变量求偏导数，f′２ 表示函数对第二个中间变量求

偏导数．注意表达式中的 u、v 要分别用 xy 和
x
y
代入，即

抄z抄x ＝ yf′１（xy， x
y
） ＋ １

y
f′２（xy， x

y
）．

　　类似有

抄z抄y ＝ 抄f抄u 抄u抄y ＋ 抄f抄v 抄v抄y ＝ 抄f抄u · x ＋ 抄f抄v · － x

y
２ ＝ xf′１（xy， x

y
） － x

y
２ f′２（xy， x

y
）．□

　　７．４．３　一阶全微分形式的不变性

设有二元函数 z＝f（x，y）．当 x、y 为自变量时，函数的全微分式为

ｄz＝ 抄f抄x ｄx ＋ 抄f抄yｄy． （７．４．５）
若 x、y 是 u、v 的函数

x ＝ x（u，v），　y ＝ y（u，v），
复合后得关于 u、v 的二元函数

z＝ f（x（u，v），　y（u，v））．
它的全微分式应当为

ｄz＝ 抄z抄uｄu ＋ 抄z抄vｄv． （７．４．６）
由链式法则公式（７．４．３）、（７．４．４）知

抄z抄u ＝ 抄f抄x 抄x抄u ＋ 抄f抄y 抄y抄u，
抄z抄v ＝ 抄f抄x 抄x抄v ＋ 抄f抄y 抄y抄v，

·６６· 工科数学分析（下）



把它代入（７．４．６）式并整理得

ｄz＝ 抄f抄x 抄x抄uｄu ＋ 抄x抄vｄv ＋ 抄f抄y 抄y抄uｄu ＋ 抄y抄vｄv ．
上式中的圆括号内的量正是函数 x＝x（u，v），y＝y（u，v）的全微分，所以得

ｄz＝ 抄f抄x ｄx ＋ 抄f抄yｄy． （７．４．７）
比较（７．４．５）式与（７．４．７）式即知，不管 x、y 是自变量还是中间变量，函数 z 的全微分

形式是一样的．
这个性质叫做一阶全微分形式的不变性．利用这个性质，我们可以得到多元函数

微分的四则运算法则．当 x、y 是自变量时，有
ｄ（x ± y） ＝ ｄx ± ｄy，　ｄ（xy） ＝ yｄx ＋ xｄy，　ｄ x

y
＝ yｄx － xｄy

y
２ ．

当 x、y 是 u、v 的函数时，由一阶全微分形式的不变性，上式仍成立．此外，当 f 仅是 x

的函数时，由（７．４．７）式可得

ｄ（f（x（u，v））） ＝ f x（x（u，v））ｄx．
这样，连同微分的四则运算法则，我们可通过全微分来求偏导数．

例 ７．４．４　设 z＝ｓｉｎ（２x＋y），求抄z抄x，抄z抄y．
解　因　ｄz＝ｃｏｓ（２x＋y）ｄ（２x＋y）＝ｃｏｓ（２x＋y）（２ｄx＋ｄy）

＝２ｃｏｓ（２x＋y）ｄx＋ｃｏｓ（２x＋y）ｄy，
所以

抄z抄x ＝ ２ｃｏｓ（２x ＋ y），
抄z抄y ＝ ｃｏｓ（２x ＋ y）． □

　　例 ７．４．５　设 u＝ｌｎ x
２＋y

２＋z
２ ，求 ux、uy、uz．

解　因　ｄu ＝ １
x
２＋y

２＋z
２ ｄ（ x

２＋y
２＋z

２ ）＝ｄ（x ２＋y
２＋z

２）２（x ２＋y
２＋z

２）
＝xｄx＋yｄy＋zｄz

x
２＋y

２＋z
２ ，

所以 ux ＝ x

x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ，　uy ＝ y

x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ，　uz ＝ z

x
２ ＋ y

２ ＋ z
２． □

　　７．４．４　高阶偏导数和高阶全微分

设二元函数 z＝f（x，y）在开区域 D 上定义且存在偏导数f x（x，y）和 f y（x，y），则
这两个偏导数也是 D 上的二元函数．假设f x（x，y）与 f y（x，y）在 D 上也具有偏导数，
则称一阶偏导数 f x（x，y）和 f y（x，y）的偏导数为 z＝f（x，y）的二阶偏导数．按照对变

量的求导次序不同，共有下列四个二阶偏导数：
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抄２f抄x ２ ＝ 抄抄x 抄f抄x ＝ f x x ＝ f x x

抄２f抄x抄y ＝ 抄抄x 抄f抄y ＝ f y x ＝ f y x

抄２f抄y抄x ＝ 抄抄y 抄f抄x ＝ f x y ＝ f x y

抄２f
抄y ２ ＝

抄抄y 抄f抄y ＝ f y y ＝ f y y

其中 f y x和 f x y称为混合偏导数．类似可得三阶、四阶、…、n 阶偏导数．二阶及二阶以上

的偏导数统称为高阶偏导数．
例 ７．４．６　求 f（x，y）＝yｃｏｓx＋３x ２ｅy 的所有二阶偏导数．
解　由 f x（x，y）＝－yｓｉｎx＋６xｅy，得

f x x（x，y）＝ 抄抄x（－yｓｉｎx＋６xｅy）＝－yｃｏｓx＋６ｅy，
f x y（x，y）＝ 抄抄y（－yｓｉｎx＋６xｅy）＝－ｓｉｎx＋６xｅy．

由 f y（x，y）＝ｃｏｓx＋３x ２ｅy，得
f y x（x，y） ＝ 抄抄x ｃｏｓx ＋ ３x ２ｅy ＝－ ｓｉｎx ＋ ６xｅy，
f y y（x，y） ＝ 抄抄y ｃｏｓx ＋ ３x ２ｅy ＝ ３x ２ｅy．

在这个例子中，我们看到有 f x y＝f y x． □
例 ７．４．７　求 f（x，y）＝ａｒｃｔａｎ y

x
的二阶偏导数．

解　因为 f x＝ －y

x
２＋y

２ ，f y＝ x

x
２＋y

２ ，所以

f x x ＝ 抄抄x － y

x
２ ＋ y

２ ＝ ２xy

（x ２ ＋ y
２）２ ，

f x y ＝ 抄抄y － y

x
２ ＋ y

２ ＝－ （x ２ ＋ y
２） － y · ２y

（x ２ ＋ y
２）２ ＝ y

２ － x
２

（x ２ ＋ y
２）２ ，

f y x ＝ 抄抄x x

x
２ ＋ y

２ ＝ （x ２ ＋ y
２） － x · ２x（x ２ ＋ y

２）２ ＝ y
２ － x

２

（x ２ ＋ y
２）２ ，

f y y ＝ 抄抄y x

x
２ ＋ y

２ ＝－ ２xy

（x ２ ＋ y
２）２． □

　　由上面两例可见，函数的两个混合偏导数是相等的，即
f x y ＝ f y x　 或 　 抄２f抄y抄x ＝ 抄２f抄x抄y．

实际上可以证明：若两个混合偏导数在开区域 D 内连续，则它们必相等（证明略去）．

·８６· 工科数学分析（下）



通常我们遇到的函数都是初等函数，各阶偏导数总是连续的，因此混合偏导数总是相

等的．
对于三元或三元以上的函数，也可以类似地定义高阶偏导数，并且高阶混合偏导

数在偏导数连续的条件下也与求导的次序无关．
在求复合函数的高阶偏导数时，要注意运用链式法则．
例 ７．４．８　设 z＝f（xy， x

y
），求抄２z抄x ２ ，

抄２z
抄y ２ ，

抄２z抄x抄y．
解　因

抄z抄x＝yf′１＋ １
y

f′２，抄z抄y＝xf′１－ x

y
２f′２，所以

抄２z
抄x ２ ＝ y［f″１１ · y ＋ f″１２ · １

y
］ ＋ １

y
［f″２１ · y ＋ f″２２ · １

y
］ ＝ y

２
f″１１ ＋ ２f″１２ ＋ １

y
２f″２２．

这里假定 f″１２＝f″２１．f″１２表示函数 f′１（xy， x

y
）对其第二个变量求偏导，其他记号类似．

抄２z抄x抄y ＝ 抄抄x xf′１ － x

y
２ f′２

＝f′１ ＋ x f″１１ · y ＋ f″１２ · １
y
－ １

y
２f′２ － x

y
２ f″２１ · y ＋ f″２２ · １

y

＝xyf″１１ － x

y
３f″２２ ＋ f′１ － １

y
２f′２，

抄２z
抄y ２ ＝x f″１１ · x ＋ f″１２ · － x

y
２ － x

y
２ f″２１ · x ＋ f″２２ · － x

y
２ ＋ ２x

y
３ f′２

＝x
２
f″１１ － ２ x

２

y
２ f″１２ ＋ x

２

y
４ f″２２ ＋ ２x

y
３ f′２． □

　　例 ７．４．９　设z＝f（２x－y，yｓｉｎx），其中f（u，v）具有连续的二阶偏导数，求 抄２z抄y抄x．
　　 解 　 抄z抄x ＝ f′１ · ２ ＋ f′２ · yｃｏｓx，

抄２z抄y抄x＝ 抄抄y（２f′１ ＋ yｃｏｓx · f′２）
＝－ ２f″１１ ＋ ２ｓｉｎxf″１２ ＋ ｃｏｓxf′２ ＋ yｃｏｓx（－ f″２１ ＋ ｓｉｎxf″２２）
＝－ ２f″１１ ＋ （２ｓｉｎx － yｃｏｓx）f″１２ ＋ yｃｏｓxｓｉｎxf″２２ ＋ ｃｏｓxf′２． □

　　下面，我们简单地介绍高阶全微分的概念．
假设函数 z＝f（x，y）在开区域 D 内每一点都有全微分，则当自变量的改变量Δx

与Δy 任意固定时，全微分ｄz 就是x 与y 的函数．因此，对于ｄz 又可求关于自变量的同

一改变量的全微分．即若

ｄz＝ f xｄx ＋ f yｄy，
则函数 f（x，y）的二阶全微分是

ｄ（ｄz） ＝ ｄ２z 或 ｄ２f．
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同样，称二阶全微分的全微分为三阶全微分．一般称 f （x，y）的（n－１）阶全微分的全

微分为 n 阶全微分，记作

ｄn
z＝ ｄ（ｄn－１

z）　 或 　ｄn
f．

　　二阶全微分的表达式是

ｄ２z＝ｄ（ｄz） ＝ ｄ（f xｄx ＋ f yｄy） ＝ 抄抄x （f xｄx ＋ f yｄy）ｄx ＋ 抄抄y（f xｄx ＋ f yｄy）ｄy
＝f x xｄx ２ ＋ ２f x yｄxｄy ＋ f y yｄy ２

其中 ｄx ２＝（ｄx）２，ｄy ２＝（ｄy）２．
例 ７．４．１０　求 z＝xｓｉｎy 的二阶全微分．

　　 解 　 抄z抄x ＝ ｓｉｎy，　 抄z抄y ＝ xｃｏｓy，
抄２z
抄x ２ ＝ ０，　

抄２z抄x抄y ＝ ｃｏｓy，　 抄
２
z

抄y ２ ＝－ xｓｉｎy．
ｄ２z＝ ２ｃｏｓyｄxｄy － xｓｉｎyｄy ２． □

注意，高阶全微分没有形式不变性．

习　题　７．４
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 你知道哪些情形下的求复合函数偏导数的链式法则？
（２） 一阶全微分形式的不变性指的是什么？
（３） 高阶偏导数怎样定义？
（４） 在什么条件下，混合偏导数相等？
（５） 高阶全微分怎样定义？

２．求下列函数的导数ｄzｄt：
（１） z＝xy

２，x＝ｅ－t，y＝ｓｉｎt；　　　　　　　　（２） z＝xｓｉｎy＋yｓｉｎx，x＝t
２，y＝ｌｎt；

（３） z＝ｌｎ（x ２＋y
２），x＝ １

t
，y＝ t ； （４） z＝ｓｉｎ x

y
，x＝２t，y＝１－t

２；
（５） z＝（x＋y）ｅy，x＝２t，y＝１－t

２； （６） z＝ａｒｃｔａｎ x
y
，x＝２t，y＝１－t

２．
３．在以下各题中求抄z抄u和 抄z抄v：
（１） z＝xｅ－y＋yｅ－x，x＝uｓｉｎv，y＝vｃｏｓu； （２） z＝xｅy，x＝ｌｎu，y＝v；
（３） z＝ｃｏｓx

y
，x＝ v

u
，y＝u

２－v
２； （４） z＝ａｒｃｔａｎ（x＋y），x＝２u－v

２，y＝u
２
v；

（５） z＝ｅxｓｉｎy，x＝uv，y＝ｌｎ（u＋v）； （６） z＝ａｒｃｔａｎ x
y
，x＝u

２＋v
２，y＝u

２－v
２．

４．设u＝f（x，y，z），x＝x（s，t），y＝y（s，t），z＝z（s，t）．写出求复合函数u＝f（x（s，t），y（s，t），z（s，t））
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的偏导数抄u抄s和抄u抄t的链式法则．
５．设u＝f（x，y，z）＝３xy＋yz，x＝ｌｎs＋ｃｏｓt，y＝１＋sｓｉｎt，z＝st．
（１） 求抄u抄s和抄u抄t在（s，t）＝（１，π）点的值；
（２） 假定s、t还是w 的函数，即 s＝ １＋ ｓｉｎ（πw ），t＝πw ２ ，试求ｄuｄw w ＝１．

６．求下列复合函数的偏导数：
（１） z＝f（ x

２＋y
２）；　　　（２） u＝f（x ２＋y

２＋z
２）；

（３） z＝f（x， x
y
）； （４）u＝f（x，xy，xyz）．

７．求下列函数的二阶偏导数：
（１） z＝ｓｉｎ x

y
； 　 （２）z＝xｅy；　　　　　　（３） z＝ｓｉｎ（x ２＋y

２）；　　（４） z＝ x
２＋y

２；
（５） z＝ xｅy

x＋y
； （６） z＝ａｒｃｔａｎ（x＋y）； （７）f（x，y）＝ｌｎ（xy）； （８）f（x，y）＝x

y．
８．设 f （x，y）＝a＋bx＋cy＋dx

２＋exy＋ky
２，其中 a、b、c、d、e、k 均为常数．验证 a＝f （０，０），b＝

抄f抄x （０，０），c＝抄f抄y （０，０），d＝ １２ 抄
２
f抄x２（０，０），e＝ 抄

２
f抄x抄y（０，０），k＝ １２ 抄

２
f抄y２ （０，０）．

９．设z＝x
kｅ－ y

x 满足关系式 抄z抄x＝y
抄２z抄y２＋抄z抄y ，试求常数k．

１０．验证函数u＝xφ y
x
＋ψ y

x
满足方程x

２
uxx＋２xyuxy＋y

２
uyy＝０．

（Ｂ）
１．求下列函数的二阶偏导数：
（１） z＝f（ax，by）；　　　　（２） u＝f（x ２＋y

２）；　　　（３） z＝f（x＋y，xy）；
（４）z＝f（x＋y，x－y）； （５） z＝f（xy

２，x ２y）； （６） z＝f（ｓｉｎx，ｃｏｓy，ｅx＋y）．
２．设f（x，y）＝

x
３
y－xy

３
x
２＋y

２ ， （x，y）≠（０，０），
０， （x，y）＝（０，０）．

试证：fxy（０，０）≠fyx（０，０）．
３．若函数f（x，y）对任意正实数t满足关系f（tx，ty）＝t

n
f（x，y），则称f（x，y）为n 次齐次函数．设

f（x，y）可微，试证明f（x，y）为n 次齐次函数的充要条件是

　　　　　　　　　　x
抄f抄x＋y

抄f抄y＝nf（x，y）．
４．验证函数u（x，y）＝x

n
f

y
x
２ 满足方程x

抄u抄x＋２y 抄u抄y＝nu．
答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ｅ－t（ｓｉｎ２t－ｓｉｎ２t）；　（２） ２t（ｓｉｎy＋yｃｏｓx）＋ １

t
（xｃｏｓy＋ｓｉｎx）；　（３） １－２x ３

x
２＋y

２ ；
（４） ２

y
（１＋x

２
２y）ｃｏｓ x

y
；　（５） ｅy（２－x－x

２－xy）；　（６） x
２＋２y

x
２＋y

２ ．
３．（１） 抄z抄u＝ｅ－y （ｓｉｎv＋xvｓｉｎu）－ｅ－x （yｓｉｎv＋vｓｉｎu）， 抄z抄v＝ｅ－y （uｃｏｓv－xｃｏｓu）＋ｅ－x （ｃｏｓu－
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yuｃｏｓv）；　（２） 抄z抄u＝ １u ｅy，抄z抄v＝xｅy；
（３） 抄z抄u＝ １

y
２
u
２（yvｓｉｎx－２u３ｃｏｓx），抄z抄v＝ １y２u（２uvｃｏｓx－yｓｉｎx）；

（４） 抄z抄u＝ ２＋２uv１＋（x＋y）２， 抄z抄v＝ u
２－２v１＋（x＋y）２；

（５） 抄z抄u＝ｅ
xｓｉｎy（vｓｉｎy＋xｃｏｓy

u＋v
），抄z抄v＝ｅ

xｓｉｎy（uｓｉｎy＋xｃｏｓy
u＋v

）；
（６） 抄z抄u＝２u（y－x）

x
２＋y

２ ， 抄z抄v＝２v（x＋y）
x
２＋y

２ ．
４．抄u抄s＝抄f抄x 抄x抄s＋抄f抄y 抄y抄s＋抄f抄z 抄z抄s，抄u抄t＝抄f抄x 抄x抄t＋抄f抄y 抄y抄t＋抄f抄z 抄z抄t．
５．（１） 抄u抄s（１，π）＝３＋π，抄u抄t（１，π）＝４－π；　（２） ｄuｄw w ＝１

＝５π－３π２．
６．（１） 抄z抄x＝ x

x
２＋y

２f′（ x
２＋y

２）， 抄z抄y＝ y

x
２＋y

２f′（ x
２＋y

２）；
（２） 抄u抄x＝２xf′（x ２＋y

２＋z
２），抄u抄y＝２yf′（x ２＋y

２＋z
２），抄u抄z＝２zf′（x ２＋y

２＋z
２）；

（３） 抄z抄x＝f′１＋ １
y

f′２，抄z抄y＝－ x
y
２ f′２；　（４）ux＝f′１＋yf′２＋yzf′３，uy＝xf′２＋xzf′３，uz＝xyf′３．

７畅（１） 抄２z抄x２＝－ １y２ ｓｉｎ（ x
y
），抄２z抄y２＝－x

２
y
４ ｓｉｎ（ x

y
）＋２x

y
３ ｃｏｓ（ x

y
）， 抄２z抄x抄y＝ x

y
３ ｓｉｎ（ x

y
）－ １

y
２ ｃｏｓ（ x

y
）；

（２） 抄２z抄x２＝０，抄
２
z抄y２＝xｅy， 抄２z抄x抄y＝ｅy；

（３） 抄２z抄x２＝２ｃｏｓ（x ２＋y
２）－４x ２ｓｉｎ（x ２＋y

２），
抄２z抄y２＝２ｃｏｓ（x ２＋y

２）－４y２ｓｉｎ（x ２＋y
２）， 抄２z抄x抄y＝－４xyｓｉｎ（x ２＋y

２）；
（４） 抄２z抄x２＝ y

２
（x ２＋y

２）３／２，抄
２
z抄y２＝ x

２
（x ２＋y

２）３／２， 抄
２
z抄x抄y＝ －xy（x ２＋y

２）３／２；
（５） 抄２z抄x２＝ －２yｅ

y

（x＋y）３，抄
２
z抄y２＝ xｅy

x＋y
１－ ２

x＋y
＋ ２（x＋y）２ ， 抄

２
z抄x抄y＝ １＋y（x＋y）２ｅy － ２yｅy

（x＋y）３；
（６） 抄２z抄x２＝抄

２
z抄y２＝ 抄

２
z抄x抄y＝ －２（x＋y）［１＋（x＋y）２］２；

（７） fxx＝－ １
x
２ ，fyy＝－ １

y
２ ，fxy＝０；

（８） fxx＝y（y－１）xy－２，fyy＝x
y（ｌｎx）２，fxy＝x

y－１（１＋yｌｎx）．
９．k＝－１．

（Ｂ）
１．（１） zxx＝a

２
f″１１，zyy＝b

２
f″２２，zxy＝abf″１２；

（２） uxx＝２f′＋４x ２f″，uyy＝２f′＋４y２f＂，uxy＝４xyf＂；
（３） zxx＝f″１１＋２yf″１２＋y

２
f″２２，zyy＝f″１１＋２xf″１２＋x

２
f″２２，zxy＝f″１１＋xf″１２＋f′２＋yf″２１＋xyf″２２；

（４） zxx＝f″１１＋２f″１２＋f″２２，zyy＝f″１１－２f″１２＋f″２２，zxy＝f″１１－f″２２；
（５） zxx＝２yf′２＋y

４
f″１１＋４xy

３
f″１２＋４x ２y２f″２２，zyy＝２xf′１＋４x ２y２f″１１＋４x ３yf″１２＋x

４
f″２２，zxy

＝２yf′１＋２xf′２＋２xy
３
f″１１＋５x ２y２f″１２＋２x ３yf″２２；

（６）zxx＝－f′１ｓｉｎx＋f′３ｅx＋y＋f″１１ｃｏｓ２x＋２f″１３ｅx＋yｃｏｓx＋f″３３ｅ２（x＋y），
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zyy＝－f′２ｃｏｓy＋f′３ｅx＋y＋f″２２ｓｉｎ２y－２f″２３ｅx＋yｓｉｎy＋f″３３ｅ２（x＋y），
zxy＝f′３ｅx＋y－f″１２ｓｉｎyｃｏｓx＋f″１３ｅx＋yｃｏｓx－f″３２ｅx＋yｓｉｎy＋f″３３ｅ２（x＋y）．

２．fxy（０，０）＝－１≠fyx（０，０）＝１．
３．应用链式法则．
４．注意u（tx，t２y）＝t

n
u（x，y）．

７．５　方向导数与梯度

多元函数的偏导数刻画了函数沿坐标轴正向的变化率．本节将讨论函数沿任意

方向的变化率，并且还将引进一个叫做梯度的向量，它将刻画函数在一点的附近是怎

样变化的．
　　７．５．１　方向导数

我们要考察二元函数 z＝f（x，y）在点 P ０（x ０，y ０）处沿着单位向量

l＝ ｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ｝

图７．１７

的方向的变化率，其中α和β分别表示l与x 轴正向和y 轴

正向的夹角（见图 ７．１７）．
为讨论方便，我们假设函数 z＝f （x，y）定义在开区域

D 内，P ０∈D ．过 P ０ 且以 l为方向向量的直线 L 的方程是

x ＝ x ０ ＋ tｃｏｓα，
y ＝ y ０ ＋ tｃｏｓβ，　（t∈ R ）．

当点沿着直线 L （见图 ７．１８）从 P ０（x ０，y ０）变到点（x，y）时，
在直线 L 上的函数改变量是 f（P ０＋tl）－f （P ０），称 t是自

变量 P 在直线L 上的改变量，而称
f（P ０＋tl）－f（P ０）

t
为函数f 当P 沿直线L 从P ０ 变

到 P ０＋tl时的平均变化率．当t→０时，由这平均变化率就得到 f 在 P ０ 点沿方向 l的瞬

时变化率．

图７．１８

定义７．５．１（方向导数）　设函数z＝f（x，y）在P ０（x ０，y ０）点的邻域内

有定义，若极限

ｌｉｍ
t→０

f（P ０ ＋ tl） － f（P ０）
t

存在，则称它为 f（x，y）在 P ０ 点沿方向 l的方向导数．记作

抄f（P ０）
抄l 　 或 　 抄f抄l│P ０

．
f（x，y）在任意点 P 沿方向 l的方向导数记作
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抄f（P ）抄l 　 或 　 抄f抄l．
　　由于 f（P ０＋tl）＝f（x ０＋tｃｏｓα，y ０＋tｃｏｓβ），若令

φ（t） ＝ f（x ０ ＋ tｃｏｓα，y ０ ＋ tｃｏｓβ），
则由定义知

抄f（P ０）
抄l ＝ｌｉｍ

t→０
f（x ０ ＋ tｃｏｓα，y ０ ＋ tｃｏｓβ） － f（x ０，y ０）

t

＝ｌｉｍ
t→０
φ（t） － φ（０）

t
＝ φ′（０）．

因此，一元函数φ（t）在t＝０点的导数，就是二元函数z＝f（x，y）在P ０ 沿方向l的方向

导数．
如果函数 f（x，y）在 P ０（x ０，y ０）点可微，则根据链式法则，有

抄f（P ０）
抄l ＝ φ′（０） ＝ 抄f（P ０）

抄x ｃｏｓα＋ 抄f（P ０）
抄y ｃｏｓβ． （７．５．１）

在Ｒ
２ 中，单位向量 l还可表示为

l＝ ｛ｃｏｓα，ｓｉｎα｝，
其中α是从 x 轴正向沿逆时针方向到 l的旋转角度，０≤α≤２π．因此又有公式

抄f（P ０）
抄l ＝ 抄f（P ０）

抄x ｃｏｓα＋ 抄f（P ０）
抄y ｓｉｎα． （７．５．２）

于是，在 f（x，y）可微的条件下，只要求出两个偏导数，即可求出沿任一方向的方向导

数．
对于三元函数 u＝f（x，y，z），类似可定义它在 P ０（x ０，y ０，z０）点沿方向 l的方向导

数．设
l＝ ｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝，

其中α、β、γ分别为 l与 x、y、z 轴正向的夹角．则 f 在 P ０ 点沿方向 l的方向导数为

抄f（P ０）
抄l ＝ ｄｄtf（x ０ ＋ tｃｏｓα，y ０ ＋ tｃｏｓβ，z０ ＋ tｃｏｓγ）

t＝０．
当函数 f 在 P ０ 点可微时，有以下的计算公式

抄f抄l ＝ 抄f抄x ｃｏｓα＋ 抄f抄y ｃｏｓβ＋ 抄f抄zｃｏｓγ． （７．５．３）
　　例 ７．５．１　设 z＝xｅx y，P ０＝（１，１），l为与向量｛１，１｝同向的单位向量．求抄z抄l （１，１）．

解　先求出单位向量 l：
l＝ １

２ ，
１
２ ＝ ｃｏｓ π４ ，ｓｉｎ π４ ．

由于所给函数可微，我们可利用公式（７．５．２）计算．
抄f抄x ＝ｅx y ＋ xyｅx y，　 抄f抄x （１，１）

＝ ２ｅ；

·４７· 工科数学分析（下）



抄f抄y ＝x
２ｅx y，　　 　 抄f抄y （１，１）

＝ ｅ．

所以　　　　抄z抄l （１，１）＝２ｅ· １
２ ＋ｅ·

１
２ ＝
３ ２２ ｅ． □

例 ７．５．２　设 u＝ｌｎ（x ２＋y
２），P ０＝（１，１），l与 x 轴正向的夹角为 ６０°，求抄u抄l P ０

．
解　l＝｛ｃｏｓ６０°，ｓｉｎ６０°｝＝ １２ ， ３２ ．令

φ（t） ＝ ｌｎ［（１ ＋ t２ ）２ ＋ （１ ＋ ３２ t）２］，
化简得 φ（t） ＝ ｌｎ［t２ ＋ （１ ＋ ３ ）t＋ ２］．

φ′（t） ＝ ２t＋ １ ＋ ３
t
２ ＋ （１ ＋ ３ ）t＋ ２，　φ′（０） ＝

１ ＋ ３２ ．

所以
抄u抄l│（１，１） ＝ １ ＋ ３２ ． □

　　７．５．２　梯度

方向导数刻画了函数在P ０ 点沿方向l的变化状态．若抄f（P ０）
抄l ＞０，则函数在P ０ 点

沿着 l方向是递增的；若抄f（P ０）
抄l ＜０，则函数在 P ０ 点沿着 l方向是递减的；若抄f（P ０）

抄l ＝
０（此时其反方向的方向导数亦为零），则函数在P ０ 点沿l方向及其反方向的变化是稳

定的．我们想进一步了解函数在P ０ 点究竟沿什么方向增加得 快？为此，我们来考察

方向导数
抄f（P ０）
抄l 与 l的关系．

以三元函数 u＝f（x，y，z）的情况为例来考察．把计算公式（７．５．３）改写成向量形

式．记
g ＝ ｇｒａｄf（P ０） ＝ 抄f抄x ，抄f抄y ，抄f抄z P ０

（ｇｒａｄ 是英文名词 ｇｒａｄｉｅｎｔ 的前 ４个字母，即梯度）．
l＝ ｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝，

由向量的点积定义知，f 沿 l的方向导数（７．５．３）式可写成

抄f抄l ＝ ｇｒａｄf（P ０） · l＝ g · l＝ │g││l│ｃｏｓ（g，l），
即

抄f抄l ＝ │g│ｃｏｓ（g，l）． （７．５．４）
由公式（７．５．４）可得下面的结论．
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定理 ７．５．１　设函数 u＝f（x，y，z）在 P ０ 点可微，则 g＝ｇｒａｄf（P ０）存在，且
（１） 若 ｇｒａｄf＝０，则沿任何方向 l，抄f抄l＝０；
（２） 若 ｇｒａｄf≠０，则当 l＝ ｇｒａｄf│ｇｒａｄf│时，抄f抄l 大，且抄f抄l＝│ｇｒａｄf│．

　　由此可见，ｇｒａｄf 是这样一个向量：它的方向指向函数值变化 快的方向，它的长度

就等于函数在这个方向上的变化率．我们把这个向量的定义重新正式地写在下面．
定义 ７．５．２（梯度）　设函数 u＝f（x，y，z）在 P ０ 点可求偏导数，则称向量

抄f（P ０）
抄x i＋ 抄f（P ０）

抄y j＋ 抄f（P ０）
抄z k

为函数 f（x，y，z）在 P ０（x ０，y ０，z０）点的梯度向量（简称梯度），记作

ｇｒａｄf　或　Δf，
即 ｇｒａｄf＝Δf＝ 抄f抄x ，抄f抄y，抄f抄z ，
而把偏导数算子（符）向量

抄抄x ， 抄抄y， 抄抄z 叫做梯度算子（符），记作

ｇｒａｄ s＝ ＝ 抄抄x ， 抄抄y， 抄抄z ．
于是，方向导数就可以表示为

抄f抄l ＝ ｇｒａｄf · l＝ │ｇｒａｄf│ｃｏｓ（ｇｒａｄf，l）， （７．５．５）
即
抄f抄l等于 ｇｒａｄf 在 l方向上的投影．
例 ７．５．３　求函数 f （x，y）＝xｅy 在点（１，１）处的梯度，并利用这个梯度求函数 f

在向量i－j的方向上的变化率．
解　二元函数 f（x，y）的梯度是　　ｇｒａｄf＝抄f抄x i＋抄f抄yj，

因此我们有 ｇｒａｄf ＝ ｅy
i＋ xｅy

j，
在点（１，１）处有 ｇｒａｄf（１，１） ＝ ｅi＋ ｅj．
与向量 i－j 同向的单位向量是 l＝ １

２ i－ １
２ j，所以方向导数

抄f抄l│（１，１） ＝ ｇｒａｄf（１，１） · l＝ ｅ（i＋ j） · （ i

２ －
j

２ ） ＝ ０． □
　　例 ７．５．４　设函数 ρ＝f（x，y，z）表示一大桶汽油中杂质的密度 ρ ｍｇ／ｍ ３．设x、y、
z 以米计，而汽油桶的尺寸是－３≤x≤３，－３≤y≤３，０≤z≤２，函数表达式为

ρ ＝ f（x，y，z） ＝－ ２x ２ － ３y ２ ＋ １
z＋ １．

　　（１） 等位面 ρ＝f（x，y，z）＝１的物理意义是什么？
（２） 杂质的密度在点（２，１，１）增加 快的方向是什么？ 大变化率是多少？
（３） 杂质的密度在点（２，１，１）沿什么方向变化率达到 小？ 小变化率是多少？

·６７· 工科数学分析（下）



（４） 求一个向量，使得杂质密度在点（２，１，１）处沿该向量的方向的变化率为零．
解　（１） 等位面 ρ＝f（x，y，z）＝１包含了所有杂质密度为 １的点．
（２） 函数 f 在（２，１，１）点沿单位向量 l的方向导数为

抄f（２，１，１）抄l ＝ ｇｒａｄf（２，１，１） · l．
因此，若 l与 ｇｒａｄρ同向，则可得到 ρ的 大变化率，而

ｇｒａｄρ ＝ f x i＋ f y j＋ f zk ＝－ ４xi－ ６yj－ k（z＋ １）２，
故所要求的方向由向量

ｇｒａｄρ│（２，１，１） ＝－ ８i－ ６j－ １４ k

给出．
密度沿 ｇｒａｄρ方向的 大变化率为

│ｇｒａｄρ│＝ （－ ８）２ ＋ （－ ６）２ ＋ （－ １４ ）２ ≈ １０ ｍｇ／ｍ ３ｍ ．
　　（３） 方向导数

抄f抄l取 小值的方向应当与梯度 ｇｒａｄρ的方向正好相反，即
－ ｇｒａｄρ ＝ ８i＋ ６j＋ １４ k，

而密度在这个方向的变化率为

－ │ｇｒａｄρ│≈－ １０ ｍｇ／ｍ ３ｍ ．
　　（４） 当 l与 ｇｒａｄρ互相垂直时，ρ的变化率为零．同时，对于任何满足条件

ｇｒａｄρ · l＝ （－ ８i－ ６j－ １４ k） · （l１i＋ l２j＋ l３k） ＝－ ８l１ － ６l２ － l３
４ ＝ ０

的方向 l＝｛l１，l２，l３｝，ρ 在点（２，１，１）沿 l方向的变化率都为零．由于这里只有一个方

程来确定三个量 l１，l２，l３，故我们可以任意选取其中的两个，比如取 l２＝８，l３＝０，则可

确定 l１＝－６．于是，密度 ρ在点（２，１，１）沿向量

l＝－ ６i＋ ８j
的方向的变化率为零．当然，还可以选取 l２、l３ 的其他值，从而得到许多符合要求的向

量． □

习　题　７．５
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 函数z＝f（x，y）在点P ０ 沿方向l＝｛ｃｏｓα，ｓｉｎα｝的方向导数如何定义？
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（２） 什么叫梯度？ 叙述它的准确定义．
（３） 函数f（x，y，z）在一点沿什么方向的变化率 大？ 小？ 为零？

２．在下列各题中，α表示l与x 轴正向的夹角．试求函数z＝x
４
y
５ 在点（１，１）沿方向l＝｛ｃｏｓα，ｓｉｎα｝的

方向导数：
（１） α＝０；　　（２） α＝π；　　（３） α＝ π４ ；　　（４） α＝ π２ ；　　（５）α＝３π２ ；　　（６）α＝５π４ ．

３．计算并画出下列函数在指定点的Δf：
（１） f（x，y）＝x

２
y，在（２，５）；（３，１）；　　　（２） f（x，y）＝ １

x
２＋y

２ ，在（１，２）；（３，０）．
４．求函数z＝ｅx＋２y在（０，０）点沿方向A＝２i＋３j 的方向导数．
５．设f（x，y，z）＝x

２＋y
２＋z

２．
（１） 计算在点（２，０，０），（０，２，０）和（０，０，２）处的梯度ｇｒａｄf；
（２） 对（１）中的三个点画出向量ｇｒａｄf．

６．求函数f（x，y，z）＝x
３
y
２
z 在（１，１，１）点沿下列方向的方向导数：

（１） i；　（２） j；　（３） k；　（４） －i；　（５） i＋j＋k．
７．（１） 设fx（a，b，c）＝２，fy（a，b，c）＝３，fz（a，b，c）＝１．求三个不同的单位向量l，使得抄f（a，b，c）抄l 为零．
（２） 有多少个单位向量l使

抄f抄l在（a，b，c）点的值为零？
８．在平面上任一点（x，y）处的温度由下列函数表示：

T （x，y） ＝ １００
x
２ ＋ y

２ ＋ １．
（１） 平面上何处 热？ 在那里温度是多少？
（２） 求温度在（３，２）点处增加 大的方向，这增加 大的变化率是多少？
（３） 求温度在（３，２）点处减少 快的方向．
（４） 在（２）中所求得的向量指向原点吗？
（５） 在（３，２）点求一个方向，使得在这个方向上，温度不增不减．
（６） T 的等温线是什么样子的？

９．求下列函数在指定点处函数值增加 快的方向：
（１） f（x，y）＝ｅx（ｃｏｓy＋ｓｉｎy）；（０，０）；　　　（２） f（x，y，z）＝ｌｎ（x ２＋y

２＋z
２）；（２，０，１）；

（３） f（x，y，z）＝ｃｏｓ（xyz）；（ １３ ， １２ ，π）； （４） f（x，y）＝３x ２＋４y２；（－１，１）．
１０．求下列函数在指定点处函数值减小 快的方向：
（１） f（x，y）＝ｓｉｎ（πxy）；（ １２ ， ２３ ）； （２） f（x，y，z）＝x－z

y＋z
；（－１，１，３）．

（Ｂ）
１．设f（x，y）＝x

２＋y
２．证明：如果（a，b）是等高线x

２＋y
２＝９上任一点，则在（a，b）点的梯度Δf 必垂

直于等高线在此点的切线．
２．设f（x，y，z）＝１／ x

２＋y
２＋z

２．令r＝xi＋yj＋zk，试用r 来表示Δf．
３．顶点位于（１，１），（５，１），（１，３）和（５，３）的金属盘被来自于原点的火焰加热；盘上各点的温度反比
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于此点到原点的距离．试问点（３，２）处的蚂蚁应朝哪个方向爬行，才能 快到达凉爽处？
４．设某山峰可由曲面 z＝５－x

２－２y２ 表示．位于点（ １２ ，－ １２ ，１７４ ）处的登山者发现其供氧面具漏

气，他应沿哪个方向才能 快到达山底？
答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ４；　（２） －４；　（３） ９ ２２ ；　（４） ５；　（５） －５；　（６） －９ ２２ ．
３． s（１） f s（２，５）＝｛２０，４｝， f（３，１）＝｛６，９｝；

s（２） f（１，２）＝ －１
５ ５ ，

－２
５ ５ s， f（３，０）＝｛－ １９ ，０｝．

４． ８
１３．

５．（１） ｛４，０，０｝，｛０，４，０｝，｛０，０，４｝．
６．（１） ３；　（２） ２；　（３） １；　（４） －３；　（５） ２ ３ ．
７．（１） ｛０， １１０ ，

－３
１０ ｝，｛

１
５ ，０，

－２
５ ｝，｛

１
２７ ，

１
２７ ，

－５
２７ ｝；　（２） 有无穷多个．

８．（１） 在（x，y）＝（０，０）处 热， 高温度为１００度；
（２） ｇｒａｄ T （３，２）＝｛－１５０４９ ，－１００４９ ｝是温度增加 快的方向， 大变化率为５０ １３４９ ；
（３） 减少得 快的方向是｛１５０４９ ，１００４９ ｝；　（４） 指向原点；　（５） ｛－４９，１４７２ ｝；
（６）等温线为x

２＋y
２＝１００

c
－１　（c＜１００）．

９．（１） ２２ （i＋j）；　（２） ４５ i＋ ２５ k；　（３） － π４ i－ π６ j－ １１２k；　（４） － ３５ i＋ ４５ j．
１０．（１） － ４５ i－ ３５ j；　（２） － ２２ （i＋j）．

（Ｂ）
s２畅 f＝－ １

r
３ r．

３． ３
１３i＋ ２

１３ j．
４． １

５ （i－２j）．

７．６　隐函数微分法

　　７．６．１　一个方程的情形

在第 ３章中我们就遇到过隐函数，在那里先假定有一个函数 y＝f（x）满足方程
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F （x，y） ＝ ０， （７．６．１）
即 F ［x，f（x）］ ≡ ０． （７．６．２）
然后在 f （x）可微的前提下，我们给出了求这个隐函数的导数的一些例子．现在我们

利用复合函数求偏导数的链式法则来推导隐函数的导数的一般公式．
假设 y＝f（x）是由方程（７．６．１）所确定的一个隐函数，那么对于某个区间内的每

个 x 都有（７．６．２）式成立，也就有

ｄF ［x，f（x）］ｄx ≡ ０．
现在设函数 F （x，y）与 f（x）都是可微的，则由链式法则，有

ｄF ［x，f（x）］ｄx ＝ 抄F抄x ＋ 抄F抄y ｄyｄx ＝ ０，
由此得

ｄyｄx ＝－ 抄F抄x 抄F抄y． （７．６．３）
当然，要假定

抄F抄y≠０．
注意，在上面的推导过程中，y＝f（x）并没有“明显地”表示出来，但是，我们却通

过函数 F （x，y）的偏导数“明显地”给出了
ｄyｄx的表达式．

例 ７．６．１　设 y 由下列方程确定为 x 隐函数：
F （x，y） ＝ xy

５ － x
５
y － ２ ＝ ０，

则有
抄F抄x ＝ y

５ － ５x ４y，　 抄F抄y ＝ ５xy
４ － x

５．
于是由公式（７．６．３）得　　　　 ｄyｄx ＝－ y（y ４ － ５x ４）

x（５y ４ － x
４）． □

　　接着我们来考察三个变量的方程

F （x，y，z） ＝ ０． （７．６．４）
假设方程（７．６．４）确定隐函数 z＝z（x，y），求抄z抄x，抄z抄y．

因 z＝z（x，y）是由方程（７．６．４）确定的隐函数，把它代回方程应得恒等式

F （x，y，z（x，y）） ≡ ０．
利用一阶全微分形式的不变性，有

抄F抄x ｄx ＋ 抄F抄y ｄy ＋ 抄F抄z ｄz≡ ０．
设
抄F抄z≠０，解出 ｄz 得　　　ｄz＝－ 抄F抄x 抄F抄z ｄx－ 抄F抄y 抄F抄z ｄy，

所以有
抄z抄x ＝－ 抄F抄x 抄F抄z ，　 抄z抄y ＝－ 抄F抄y 抄F抄z． （７．６．５）

　　例 ７．６．２　设 z＝z（x，y）是由方程
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z－ y － x ＋ xｅz－ y－ x ＝ ０ （７．６．６）
所确定的隐函数，求 ｄz．

解法一　将方程（７．６．６）两边同时关于 x 求偏导数，得
抄z抄x － １ ＋ ｅz－ y－ x ＋ xｅz－ y－ x 抄z抄x － １ ＝ ０，

故
抄z抄x ＝ １ ＋ （x － １）ｅ

z－ y－ x

１ ＋ xｅz－ y－ x ．
　　再将方程（７．６．６）两边同时关于 y 求偏导数，得

抄z抄y － １ ＋ xｅz－ y－ x 抄z抄y － １ ＝ ０，
故

抄z抄y ＝ １．
于是 ｄz＝ １ ＋ （x － １）ｅz－ y－ x

１ ＋ xｅz－ y－ x ｄx ＋ ｄy．
　　解法二　利用一阶全微分形式的不变性，对（７．６．６）式两边求全微分，得

ｄz－ ｄy － ｄx ＋ ｄ（xｅz－ y－ x） ＝ ０，
即 ｄz－ ｄy － ｄx ＋ ｅz－ y－ xｄx ＋ xｅz－ y－ x（ｄz－ ｄy － ｄx） ＝ ０．
整理后得 ｄz＝ １ ＋ （x － １）ｅz－ y－ x

１ ＋ xｅz－ y－ x ｄx ＋ ｄy． □
　　上面我们都是在假定所给方程能确定隐函数的前提下来计算隐函数的偏导数

的．那么，给定一个方程，在什么条件下它能确定一个隐函数呢？这是一个理论性的问

题，也是多元微分学中颇为复杂的问题．在本节的末尾，我们将给出并证明关于隐函

数的存在性及可微性的有关定理．
　　７．６．２　方程组的情形

现在我们讨论由方程组确定的隐函数的微分法．同样，我们都假定在所讨论的问

题中，隐函数存在且可微．
一般来说，n 个方程可以确定 n 个函数，例如方程组

F １（x，y，z） ＝ ０，
F ２（x，y，z） ＝ ０ （７．６．７）

确定两个隐函数 y＝y（x），z＝z（x），而方程组

F （x，y，u，v） ＝ ０，
G （x，y，u，v） ＝ ０ （７．６．８）

则确定两个二元的隐函数 u＝u（x，y），v＝v（x，y）．
现在我们来求由方程（７．６．７）所确定的隐函数 y＝y（x），z＝z（x）的导数

ｄyｄx ，ｄzｄx．
由一阶全微分形式的不变性，得
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抄F １
抄x ｄx ＋

抄F １
抄y ｄy ＋

抄F １
抄z ｄz＝ ０，

抄F ２
抄x ｄx ＋

抄F ２
抄y ｄy ＋

抄F ２
抄z ｄz＝ ０，

或 抄F １
抄y ｄy ＋

抄F １
抄z ｄz＝－

抄F １
抄x ｄx，

抄F ２
抄y ｄy ＋

抄F ２
抄z ｄz＝－

抄F ２
抄x ｄx．

将 ｄy、ｄz 视作未知数解上述方程组，假设 ｄy、ｄz 的系数所组成的行列式不为零，即可

解出

ｄy ＝
－ 抄F １
抄x ｄx

抄F １
抄z

－ 抄F ２
抄x ｄx

抄F ２
抄z

抄F １
抄y

抄F １
抄z

抄F ２
抄y

抄F ２
抄z
＝－

抄（F １，F ２）
抄（x，z）抄（F １，F ２）
抄（y，z）

ｄx，

因此得

ｄyｄx ＝－
抄（F １，F ２）
抄（x，z） 抄（F １，F ２）

抄（y，z） ． （７．６．９）
同理得

ｄzｄx ＝－
抄（F １，F ２）
抄（y，x） 抄（F １，F ２）

抄（y，z） ． （７．６．１０）
　　这里我们引用了一个记号，即 n 个函数对 n 个变量求偏导数组成的行列式，称为

雅可比（Ｊａｃｏｂｉ）行列式．如上面（７．６．９）式中分母的行列式是 F １、F ２ 对 y、z 的雅可比

行列式：
抄（F １，F ２）
抄（y，z） ＝

抄F １
抄y

抄F １
抄z

抄F ２
抄y

抄F ２
抄z
　 也记作

D （F １，F ２）
D （y，z） ．

　　例 ７．６．３　设有方程组
xu－yv＝０，
yu＋xv＝１，求

抄u抄x ，抄u抄y，抄v抄x，抄v抄y．
解　由题意可知，这个方程组确定两个隐函数 u＝u（x，y）和 v＝v（x，y）．我们利

用推导公式（７．６．９）、（７．６．１０）的思想和方法来计算．
对所给方程两边求全微分，得

xｄu ＋ uｄx － yｄv － vｄy ＝ ０，
yｄu ＋ uｄy ＋ xｄv ＋ vｄx ＝ ０，

或 xｄu － yｄv ＝－ uｄx ＋ vｄy，
yｄu ＋ xｄv ＝－ vｄx － uｄy．

将 ｄu、ｄv 看作未知数解上述方程组，得
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ｄu ＝ １

x
２ ＋ y

２ ［（－ xu － yv）ｄx ＋ （xv － yu）ｄy］，
ｄv ＝ １

x
２ ＋ y

２ ［（yu － xv）ｄx ＋ （－ xu － yu）ｄy］
（设 x

２ ＋ y
２ ≠ ０），

于是得　　抄u抄x＝－xu＋yv

x
２＋y

２ ，　抄u抄y＝xv－yu

x
２＋y

２ ，　抄v抄x＝yu－xv

x
２＋y

２ ，　抄v抄y＝－xu＋yv

x
２＋y

２ ．
　　读者可试用下法求解：分别对所给方程两边关于x、y 求偏导数后，再解出

抄u抄x、抄u抄y、
抄v抄x和

抄v抄y． □

　　７．６．３　隐函数存在定理

现在我们讨论隐函数的存在性与可微性问题．首先考虑一个方程的情形．
定理 ７．６．１（隐函数存在定理）　设二元函数 F （x，y）满足下列条件：
（１） 在矩形区域D ＝｛（x，y） │x－x ０│＜a，│y－y ０│＜b｝内有关于x 和y 的连续偏

导数；
（２） F （x ０，y ０）＝０；
（３） F y（x ０，y ０）≠０．

则 １°在点（x ０，y ０）的某邻域内，由方程 F （x，y）＝０可以确定唯一的函数 y＝f（x），即
存在η＞０，当 x∈O （x ０，η）时有F （x，f（x））＝０，并且 y ０＝f（x ０）；

２°f 在 O （x ０，η）内连续；
３°f 在 O （x ０，η）内有连续的导数．
证　我们分几步来证明结论 １°．不妨设 F y（x ０，y ０）＞０．
（Ⅰ） 由于 F y 在点（x ０，y ０）连续以及 F y（x ０，y ０）＞０，利用二元连续函数的保号性

质可知，存在点（x ０，y ０）的一个矩形邻域

D １ ＝ ｛（x，y） │x － x ０│＜ a１，│y － y ０│＜ b１｝，
使得在 D １ 内有 F y（x，y）＞０．

（Ⅱ） 固定 x＝x ０，由于 F y（x ０，y）＞０，故 F （x ０，y）是关于变量 y 严格增加的函数．
再由 F （x ０，y ０）＝０，得

F （x ０，y ０ － b１） ＜ ０，　F （x ０，y ０ ＋ b１） ＞ ０． （７．６．１１）
　　（Ⅲ） 由F 的连续性及（７．６．１１）可知，分别存在点（x ０，y ０－b１）的一个矩形邻域R １

和点（x ０，y ０＋b１）的一个矩形邻域 R ２，使得

F （x，y） ＜ ０，（x，y） ∈ R １；　F （x，y） ＞ ０，（x，y） ∈ R ２．
因此，存在η＞０，使当 x∈O （x ０，η）时有

F （x，y ０ － b１） ＜ ０，　F （x，y ０ ＋ b１） ＞ ０．
　　（Ⅳ） 对于 O （x ０，η）内的每一点 x，由于 F （x，y ０－b１ ）＜０，F （x，y ０＋b１）＞０，以及
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F （x，y）是关于变量y 严格增加的，所以存在唯一的一点y∈（y ０－b１，y ０＋b１），使得F （x，
y）＝０（为什么？）．这就是说，对每一个x∈O （x ０，η），存在唯一的y 与之对应．记这个对应

关系为f，则有y＝f（x），并且F （x，f（x））＝０，x∈O （x ０，η）．于是定理的结论１°得证．
现在来证明结论２°．橙x １∈O （x ０，η）以及橙ε＞０，重复１°的证明过程，可得到δ＞０，使当

x∈O （x ０，δ）时，有f（x）∈（f（x １）－ε，f（x １）＋ε）．这便证明了f 在O （x ０，η）内是连续的．
后证明结论 ３０．橙x，x＋Δx∈O （x ０，η），记

y ＝ f（x），　y ＋ Δy ＝ f（x ＋ Δx），
则有 F （x，y） ＝ ０，　F （x ＋ Δx，y ＋ Δy） ＝ ０．
并且又有

０＝ F （x ＋ Δx，y ＋ Δy） － F （x，y）
＝ F （x ＋ Δx，y ＋ Δy） － F （x，y ＋ Δy） ＋ F （x，y ＋ Δy） － F （x，y）
＝ F x（x ＋ θ１Δx，y ＋ Δy）Δx ＋ F y（x，y ＋ θ２Δy）Δy．

注意到 F y（x，y＋θ２Δy）＞０，故得

ΔyΔx
＝－ F x（x ＋ θ１Δx，y ＋ Δy）

F y（x，y ＋ θ２Δy） ．
由于函数y＝f（x）在O （x ０，η）内连续，故当Δx→０时有Δy→０．又已知F x 和F y 都连续，
因此

ｄyｄx ＝ ｌｉｍΔx→０
ΔyΔx
＝－ F x（x，y）

F y（x，y）． （７．６．１２）
上式右端是连续的，故 y＝f（x）在 O （x ０，η）内有连续的导数．定理证毕． □

下面给出三元情形下的隐函数存在定理，证明从略．
定理 ７．６．２　设三元函数 F （x，y，z）满足下列条件：
（１） 在长方体D ＝｛（x，y，z） │x－x ０│＜a，│y－y ０│＜b，│z－z０│＜c｝内有关于x，y

和 z 的连续偏导数；
（２） F （x ０，y ０，z０）＝０；
（３） F z（x ０，y ０，z０）≠０．

则１°在点（x ０，y ０，z０）的某邻域内，由方程F （x，y，z）＝０可以确定唯一的函数z＝f（x，
y），即存在η１＞０，η２＞０，当（x，y）∈D ′＝｛（x，y） │x－x ０│＜η１，│y－y ０│＜η２｝时，有
F （x，y，f（x，y））＝０，并且 z０＝f（x ０，y ０）；

２°f 在 D ′内连续；
３°f 在 D ′内有关于 x 及 y 的连续偏导数．
读者可仿此给出 n 元情形的隐函数存在定理． 后我们叙述一个方程组情形的

隐函数存在定理，证明也从略．
定理７．６．３　设（１）函数F （x，y，u，v）和G （x，y，u，v）在点P ０（x ０，y ０，u０，v０）的某邻

域内对各个变量有连续的偏导数；
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（２） F （x ０，y ０，u０，v０）＝０，G （x ０，y ０，u０，v０）＝０；
（３） F 、G 关于 x，y，u，v 在点 P ０ 的雅可比行列式

J（P ０） ＝ 抄（F ，G ）抄（u，v） P ０
＝ F u（P ０） F v（P ０）

G u（P ０） G v（P ０） ≠ ０．
则存在点 P ０ 的一个邻域，在此邻域内由方程组

F （x，y，u，v） ＝ ０，
G （x，y，u，v） ＝ ０

可以确定唯一的一组函数

u ＝ u（x，y），　v ＝ v（x，y），
满足

F （x，y，u（x，y），v（x，y）） ＝ ０，
G （x，y，u（x，y），v（x，y）） ＝ ０，

并且 u，v 都具有关于 x，y 的连续偏导数．

习　题　７．６
（Ａ）

１．回答下列问题：
（１） 由方程确定的隐函数，这个“隐”字是什么含义？
（２） n 个方程的方程组确定多少个隐函数？ 自变量的个数如何确定？

２．求下列方程确定的隐函数的导数ｄyｄx和ｄ２yｄx ２：
（１） x

２＋２xy－y
２＝a

２；　　　　（２） ｌｎ x
２＋y

２＝ａｒｃｔａｎ y
x
；

（３） y＝２xａｒｃｔａｎ y
x
；　 　 　　（４） x

y＝y
x（x≠y）．

３．设x＋y＋z＝ｅz，求抄２z抄x２， 抄
２
z抄x抄y和抄

２
z抄y２．

４．设x＋y＋z＝０，x ２＋y
２＋z

２＝１，求ｄxｄz和ｄyｄz．
５．设x

２＋y
２＋z

２＝yf
z
y
，求zx 和zy．

（Ｂ）
１．设F （x－y，y－z，z－x）＝０，求 抄z抄x 和 抄z抄y．
２．设x＝x（y，z），y＝y（x，z），z＝z（x，y）都是由方程F （x，y，z）＝０所确定的具有连续偏导数的函

数，证明抄x抄y · 抄y抄z· 抄z抄x＝－１．
３．设x

２＋y
２＝ １２ z

２，x＋y＋z＝２，求ｄxｄz和ｄ
２
xｄz２．

４．设
u＝f（xu，v＋y），
v＝g（u－x，v２y）， 其中f、g 具有一阶连续偏导数．求抄u抄x 和 抄v抄x．
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答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ｄyｄx＝x＋y

y－x
，ｄ２yｄx ２＝ ２a２（x－y）３；　（２） ｄyｄx＝x＋y

x－y
，ｄ２yｄx ２＝２（x

２＋y
２）（x－y）３ ；　（３） ｄyｄx＝ y

x
，ｄ２yｄx ２＝０；

（４） ｄyｄx＝y
２（１－ｌｎx）

x
２（１－ｌｎy），ｄ

２
yｄx ２＝ y

３（１－ｌｎx）２
x
４（１－ｌｎy）２－２y

２（x－y）（１－ｌｎx）
x
４（１－ｌｎy） －y

２
x
３ １１－ｌｎy．

３．抄２z抄x２＝抄
２
z抄y２＝ 抄

２
z抄x抄y＝－ ｅz

（ｅz－１）３．
４．ｄxｄz＝y－z

x－y
，ｄyｄz＝z－x

x－y
．

５．zx＝ ２x
f′－２z，zy＝x

２－y
２＋z

２－zf′２yz－yf′ ．
（Ｂ）

１．抄z抄x＝F′１－F′３
F′２－F′３，抄z抄y＝

F′２－F′１
F′２－F′３．

３．ｄxｄz＝ z＋２y２（x－y），ｄ
２
xｄz２＝ １

x－y
１２ －（z＋２y）

２＋（z＋２x）２４（x－y）２ ．
４．抄u抄x＝ uf′１（１－２yvg′２）－f′２g′１

（xf′１－１）（２yvg′２－１）－f′２g′１，　抄v抄x＝
g′１（xf′１＋uf′１－１）

（xf′１－１）（２yvg′２－１）－f′２g′１．

７．７　泰勒多项式

我们在讨论一元函数的泰勒公式时，就知道用二次函数作逼近比用一次函数作

逼近的效果更好，在本章７．３．２中，我们看到了如何用一个二元线性函数来逼近f（x，
y）（局部线性化）．本节将进一步讨论如何用二次及二次以上函数来逼近 f（x，y）．

先回顾一下一元函数的情形．局部线性化为

f（x） ≈ f（a） ＋ f′（a）（x － a）　（x 在 a 附近）．
用二阶泰勒多项式逼近：

f（x） ≈ f（a） ＋ f′（a）（x － a） ＋ １２ f＂（a）（x － a）２　（x 在 a 附近）．
二元函数 f（x，y）在点（a，b）附近的局部线性化为

f（x，y） ≈ f（a，b） ＋ f x（a，b）（x － a） ＋ f y（a，b）（y － b），
或者，若（a，b）＝（０，０），则

f（x，y） ≈ f（０，０） ＋ f x（０，０）x ＋ f y（０，０）y．
现在，我们想利用二次多项式作逼近：

f（x，y） ≈ P （x，y） ＝ A ＋ B x ＋ C y ＋ D x
２ ＋ E xy ＋ F y

２．
怎样选取这个多项式呢？ 如果我们希望在（０，０）点的逼近是精确的，那就意味着

f（０，０） ＝ P （０，０） ＝ A．
如果我们对 f 和 P 在（０，０）处的一阶偏导数也要求
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f x（０，０） ＝ P x（０，０） ＝ B ，　f y（０，０） ＝ P y（０，０） ＝ C ，
那么由于f 和P 在（０，０）处有相同的局部线性化，所以它们在（０，０）附近是很接近的．
下一步自然希望 f 和 P 在（０，０）处的二阶偏导数相等．换句话说，要求

f x x（０，０） ＝ P x x（０，０），　 f x y（０，０） ＝ P x y（０，０），　 f y y（０，０） ＝ P y y（０，０）．
于是有 f x x（０，０） ＝ P x x（０，０） ＝ ２D ，　f x y（０，０） ＝ P x y（０，０） ＝ E ，

f y y（０，０） ＝ P y y（０，０） ＝ ２F．
这样我们就求出了系数 A 、B 、…、F 等，从而对于 f （x，y）在（０，０）附近的 好的二次

逼近是下列的多项式——二阶泰勒多项式：
　　　　　 f（x，y） ≈ P （x，y）

＝ f（０，０） ＋ f x（０，０）x ＋ f y（０，０）y ＋ f x x（０，０）
２ x

２

　 ＋ f x y（０，０）xy ＋ f y y（０，０）
２ y

２．
　　同样，对于 f（x，y）在（a，b）点附近的 好的二次逼近是下列的泰勒多项式：

f（x，y） ≈P （x，y）
＝f（a，b） ＋ f x（a，b）（x － a） ＋ f y（a，b）（y － b）
＋ f x x（a，b）

２ （x － a）２ ＋ f x y（a，b）（x － a）（y － b）
＋ f y y（a，b）

２ （y － b）２．
　　一般地，对二元函数有下面的结论（证明略）．

定理 ７．７．１　设 z＝f （x，y）在（a，b）点的某一邻域内连续，且有直到（n＋１）阶的

连续偏导数，（a＋h，b＋k）为此邻域内一点，则有泰勒公式成立：
　　　f（a＋h，b＋k）＝f（a，b）＋ h

抄抄x＋k
抄抄y f（a，b）

　＋ １２！ h
抄抄x＋k

抄抄y
２
f（a，b）＋…＋ １

n！ h
抄抄x＋k

抄抄y
n

f（a，b）
　＋ １（n＋１）！ h

抄抄x＋k
抄抄y

n＋１
f（a＋θh，b＋θk） （０＜θ＜１）．

其中记号　 h
抄抄x＋k

抄抄y f（a，b）表示 hf x（a，b）＋kf y（a，b）；
h
抄抄x＋k

抄抄y
２
f（a，b）表示 h

２
f x x（a，b）＋２hkf x y（a，b）＋k

２
f y y（a，b）；

h
抄抄x＋k

抄抄y
m

f（a，b）表示钞m

p＝０ C
p
m h

p
k

m － p 抄m f（a，b）
抄x p 抄ym － p ．

例 ７．７．１　求函数 f（x，y）＝ x＋２y＋１在（０，０）处的二阶泰勒多项式．
解　先算出有关的数值：
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导　　数 公　　式 在（０，０）处的值

f（x，y） （x＋２y＋１）１２ １
fx（x，y） １２ （x＋２y＋１）－

１２ １２
fy（x，y） （x＋２y＋１）－ １２ １
fxx（x，y） － １４ （x＋２y＋１）－３／２ － １４
fxy（x，y） － １２ （x＋２y＋１）－

３２ － １２
fyy（x，y） －（x＋２y＋１）－３／２ －１

然后写出二阶泰勒多项式：
f（x，y） ≈ １ ＋ １２ x ＋ y － １８ x

２ － １２ xy － １２ y
２． □

习　题　７．７
（Ａ）

１．求z＝ｓｉｎ２x＋ｃｏｓy 在（０，０）处的二阶泰勒多项式．
２．求z＝ １

xy
在（１，２）处的二阶泰勒多项式．

（Ｂ）
１．试利用一阶泰勒多项式求 （３．０１２）２＋（３．９９７）２的近似值．
２．电阻R １ 和R ２ 并联后的电阻为R＝ R １R ２

R １＋R ２，利用一阶泰勒多项式计算当 R １＝２．０１３，R ２＝５．９７２
（单位是欧姆）时，R 的近似值．

３．试写出函数u＝f（x，y，z）在（a，b，c）点的一阶泰勒多项式．
４．一长方体纸箱外侧尺寸分别为１４，１４，２８，厚度为０．１２５，试利用习题３的结果计算纸箱容积的近

似值．
答案与提示

（Ａ）
２．ｓｉｎ２x＋ｃｏｓy≈１＋２x－ １２ y

２．
３．１

xy
≈ １２ － １２ （x－１）－ １４ y－２＋ １２ （x－１）２＋ １４ （x－１）（y－２）＋ １８ （y－２）２．

（Ｂ）
１畅５．００４８．
２．１．５０５５６．
３．f（x，y，z）≈P （x，y，z）＝f（x ０，y０，z０）＋fx（x ０，y０，z０）（x－x ０）＋fy（x ０，y０，z０）（y－y０）＋fz（x ０，

y０，z０）（z－z０）
４．５２４３

·８８· 工科数学分析（下）



７．８　向量值函数的导数

　　７．８．１　向量值函数的概念

我们回忆一下从一元函数到多元函数的讨论，所涉及到的是一个自变量与一个

因变量的关系，以及多个自变量与一个因变量的关系．现在我们要把函数概念从一个

因变量推广到多个因变量的情形．也就是说，不仅自变量可以是多个的，而且因变量

也可以是多个的情形．
为了更好地表述将要引进的新概念，我们首先引进矩阵的概念和记号．
定义 ７．８．１（矩阵）　给出 m ×n 个数，排成 m 行 n 列的数表

a１１ a１２ … a１n

a２１ a２２ … a２n

┆ ┆ ┆ ┆
am １ am ２ … am n

， （７．８．１）

称此数表为 m ×n 矩阵．有时也用记号（aij）m × n表示．
当 m ＝n 时，这样的表叫做 n 阶矩阵（方阵）．
我们把欧氏空间Ｒ

n 中的 n 维向量记作 x＝（x １，x ２，…，x n），有时也写作

x ＝
x １
x ２
┆
x n

．

为区别起见，我们将前者称为行向量，后者称为列向量．本节常将向量写成列向量的

形式，为了排版方便，我们采用转置符号“Ｔ ”将列向量写成如下形式：

x ＝
x １

x ２

┆
x n

＝ （x １，x ２，…，x n）Ｔ．

　　现在让我们回顾第 ６章 ６．６节所介绍的空间螺旋线的参数方程：
r＝ r（t） ＝ ｃｏｓti＋ ｓｉｎtj＋ tk． （７．８．２）

在这里，t是自变量，而因变量则有三个，即 ｃｏｓt，ｓｉｎt，t．我们可以把（７．８．２）式改写成

如下形式：

r＝
r１

r２

r３

＝
ｃｏｓt
ｓｉｎt

t

． （７．８．３）
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由于作为函数值的是向量，因此称其为向量值函数．
一般地有如下的定义．
定义 ７．８．２（向量值函数）　设 D 炒Ｒ

n 是一个点集，称映射

f：D →Ｒ
m　（m ≥ ２）

为定义于 D 上、在Ｒ
m 中取值的向量值函数．

我们常将向量值函数 f：D →Ｒ
m 写作

y ＝ f（x），
其中 x＝（x １，x ２，…，x n）Ｔ∈Ｒ

n，y＝（y １，y ２，…，ym ）Ｔ∈Ｒ
m．若将它们的坐标分量一个一

个地写出来，就是一个多元函数组

y １ ＝ f １（x １，x ２，…，x n），
y ２ ＝ f ２（x １，x ２，…，x n），
┆
ym ＝ f m （x １，x ２，…，x n）．

　　在上面给出的例子中，（７．８．２）式（或（７．８．３）式）表示的是一个定义于Ｒ且在Ｒ
３

中取值的一元向量值函数．
　　７．８．２　向量值函数的极限与连续性

（１） 极限

我们先讨论一个自变量、三个因变量的情形，然后推广到一般．
设 f（x）＝f １（x）i＋f ２（x）j＋f ３（x）k，x∈I炒Ｒ．又设 a∈I 是一给定的点，A＝A １i

＋A ２j＋A ３k 为一给定的向量．如果

ｌｉｍ
x→ a
│f（x） － A│＝ ０， （７．８．４）

即当 x→a 时，f（x）－A 的模趋于 ０，则称

ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ A畅
　　由向量的模的定义可以推知，若 A＝A １i＋A ２j＋A ３k，则

ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ A　骋　
ｌｉｍ
x→ a

f １（x） ＝ A １，
ｌｉｍ
x→ a

f ２（x） ＝ A ２，
ｌｉｍ
x→ a

f ３（x） ＝ A ３．
　　根据范数的定义，（７．８．４）式实际上等价于

ｌｉｍ
x→ a
‖f（x） － A‖ ＝ ０， （７．８．５）

　　用精确语言来描述，ｌｉｍ
x→ a

f（x）＝A 是指，橙ε＞０，愁δ＞０，橙x∈I：０＜│x－a│＜δ，有
‖f（x） － A‖＜ ε．

　　现在考虑一般情形．设D 炒Ｒ
n 是一个区域，f＝（f １，f ２，…，f m ）：D →Ｒ

m 是一个n 元向
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量值函数，a＝（a１，a２，…，an）∈D 是一给定的点，A＝（A １，A ２，…，A m ）为一给定的向量．
定义 ７．８．３　如果橙ε＞０，愁δ＞０，橙x∈D ：０＜‖x－a‖＜δ，有

‖f（x） － A‖ ＜ ε，
则称当 x→a 时，f（x）以 A 为极限，记作

ｌｉｍ
x→ a
‖f（x） － A‖ ＝ ０．

这里，‖x － a‖ ＝ ∑n

i＝１
（x i－ ai）２ ，　‖f（x） － A‖ ＝ ∑n

i＝１
（f i（x） － A i）２．

容易看出 ｌｉｍ
x→ a

f（x） ＝ A　骋　 ｌｉｍ
x→ a

f i（x） ＝ A i　（i＝ １，２，…，m ）．
　　（２） 连续性

设 D 炒Ｒ
n 是一个区域，f：D →Ｒ

m 是一个 n 元向量值函数．
定义 ７．８．４　f：D →Ｒ

m 在点 a∈D 连续是指，
橙ε＞ ０，愁δ ＞ ０，橙x ∈ D ：‖x － a‖ ＜ δ，有

‖f（x） － f（a）‖ ＜ ε，
即 ｌｉｍ

x→ a
f（x） ＝ f（a）．

如果f 在D 的每一点连续，则称f 在D 上连续，或称f 是D 上的一个连续向量值函数．
显然

f：D →Ｒ
m 在点 a∈D 连续骋ｌｉｍ

x→ a
f i（x）＝f i（a）　（i＝１，２，…，m ）．

这就是说，向量值函数的连续性可以归结为多元函数的连续性．
　　７．８．３　向量值函数的导数

我们还是从一个自变量、三个因变量的情形说起．设
y ＝ f（x），

其中x∈Ｒ，而y＝（y １，y ２，y ３）Ｔ ，f（x）＝（f １（x），f ２（x），f ３（x））Ｔ．若f １（x）、f ２（x）、f ３（x）
在点 x ０∈Ｒ可导，则定义 f（x）在 x ０ 点的导数为

ｄyｄx＝ ｌｉｍΔx→０
f（x ０ ＋ Δx） － f（x ０）

Δx

＝ ｌｉｍΔx→０

f １（x ０ ＋ Δx） － f １（x ０）
Δx

f ２（x ０ ＋ Δx） － f ２（x ０）
Δx

f ３（x ０ ＋ Δx） － f ３（x ０）
Δx

＝
f １′（x ０）
f ２′（x ０）
f ３′（x ０）

＝ f′（x ０）． （７．８．６）

这就是说，一元向量值函数的导数为各个分量的导数所组成的一个向量．
向量值函数y＝f（x）在x ０ 点可微，是指对于自变量x 的任意的改变量Δx，因变向

量 y 相应的改变量Δy 总可以分解为线性部分和高阶部分：
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Δy ＝ AΔx ＋ o（Δx） （Δx → ０），
其中 A＝（A １，A ２，A ３）Ｔ 为常向量，o（Δx）也是一个向量，它的范数是‖Δx‖的高阶无

穷小．于是有微分表达式

ｄy ＝ A ｄx，
这里 ｄy＝（ｄy １，ｄy ２，ｄy ３）Ｔ．同一元实值函数一样，可以证明：对于一元向量值函数来

说，可导等价于可微，且 A＝f′（x ０）．
下面考察两个自变量、一个因变量的情形．设

y ＝ f（x），　x ＝ （x １，x ２）Ｔ ∈Ｒ
２，

它等价于二元函数 y ＝ f（x １，x ２）．
我们知道，如果在点 x°＝（x １°，x ２°）处，偏导数

抄f抄x １和 抄f抄x ２连续，则此二元函数可微，其微

分表达式可以写成如下形式：
ｄy ＝ 抄f抄x １ｄx １ ＋ 抄f抄x ２ｄx ２ ＝ 抄f抄x １ 抄f抄x ２

ｄx １
ｄx ２

其中的偏导数都在 x°处取值．上式中的 １×２矩阵称为二元函数f（x）在点 x°的雅可比

矩阵，又称它是该函数在点 x°的导数，记作

f′（x°） ＝ 抄f抄x １ 抄f抄x ２ x°
． （７．８．７）

记自变向量 x 的微分 ｄx＝（ｄx １，ｄx ２）Ｔ ，则有微分表达式

ｄy ＝ f′（x°）ｄx．
　　现在考虑一般情形．设D 炒Ｒ

n 是一个区域，f 是定义于D 内的n 元向量值函数，即
f：D →Ｒ

m

（x １，x ２，…，x n）储→（y １，y ２，…，ym ）．
f 又可写成

f（x １，x ２，…，x n）＝（f １（x １，x ２，…，x n），f ２（x １，x ２，…，x n），…，f m （x １，x ２，…，x n））Ｔ．
　　我们看到，对于从Ｒ到Ｒ

３ 的向量值函数来说，其导数是形如（７．８．６）的 ３×１ 矩

阵；对于从Ｒ
２ 到Ｒ的函数来说，其导数是形如（７．８．７）的 １×２矩阵．对于向量值函数

f：D →Ｒ
m ，我们有下面的定义．

定义７．８．５　设x°∈D ，并设每一个f i 都在x°点可微．则称向量值函数f 在点x°可
微，并称下列雅可比矩阵

抄f １
抄x １

抄f １
抄x ２ … 抄f １

抄x n

抄f ２
抄x １

抄f ２
抄x ２ … 抄f ２

抄x n

┆ ┆ ┆ ┆
抄f m

抄x １
抄f m

抄x ２ … 抄f m

抄x n x°

·２９· 工科数学分析（下）



是 f 在点 x°的导数（又称全导数），记作 f′（x°）（或Ｄf（x°）），即
Ｄf（x°） ＝ f′（x°） ＝ 抄f i

抄x j i＝１，… ，m ；j＝１，… ，n

， （７．８．８）
它是一个m ×n 矩阵，我们把它看作是从Ｒ

n 到Ｒ
m 的一个线性映射①（或线性算子）．因

此，导数 f′（x°）不是一个数，而是一线性算子．
如果向量值函数 f 在 D 的每一点都可微，则称 f 在 D 可微．
可以证明，若 f 在 x°可微，则有

f（x°＋ Δx） ＝ f（x°） ＋ f′（x°）Δx ＋ o（Δx）， （７．８．９）
并称 ｄf（x°） ＝ f′（x°）Δx

为 f 在 x°的微分．
我们看到，（７．８．９）式与一元实值函数中相应的公式在形式上是一样的．但是要

注意，（７．８．９）式两端都是m 维向量．右端第二项是一个线性算子f′（x°）作用于n 维向

量Δx 上，把它变换为一个m 维向量f′（x°）Δx，右端的 后一项也是一个m 维向量，它
的含意是

ｌｉｍ‖Δx‖→０
‖o（Δx）‖‖Δx‖ ＝ ０，

即 o（Δx）的范数是‖Δx‖的高阶无穷小．
（７．８．９）式表明，当‖Δx‖充分小，即 x°＋Δx 充分接近 x°时，有

f（x°＋ Δx） ≈ f（x°） ＋ f′（x°）Δx，
这就是说，在局部范围内，f 可以线性化．

例 ７．８．１　对于向量值函数

r＝ r（t） ＝ ｃｏｓti＋ ｓｉｎtj＋ tk，
有 r′（t） ＝－ ｓｉｎti＋ ｃｏｓtj＋ k． □
　　例 ７．８．２　求向量值函数 f（x，y，z）＝ ３x＋ｅy

z

x
３＋y

２ｓｉｎz
在点（x ０，y ０，z０）的导数．

解　f 的两个坐标分量函数为

f １（x，y，z） ＝ ３x ＋ ｅy
z，

f ２（x，y，z） ＝ x
３ ＋ y

２ｓｉｎz

它们的偏导数为

抄f １
抄x ＝ ３，　

抄f １
抄y ＝ ｅy

z，　 抄f １抄z ＝ ｅy；
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Ｒn，橙k∈Ｒ．



抄f ２
抄x ＝ ３x ２，　

抄f ２
抄y ＝ ２yｓｉｎz，　 抄f １抄z ＝ y

２ｃｏｓz．
f 在点（x ０，y ０，z０）的导数是雅可比矩阵

f′（x ０，y ０，z０） ＝
抄f １
抄x 　

抄f １
抄y 　

抄f １
抄z

抄f ２
抄x 　

抄f ２
抄y 　

抄f １
抄z （x ０，y ０，z０）

＝ ３　　ｅy ０z０　　　ｅy ０

３x ２０　２y ０ｓｉｎz０　y
２０ｃｏｓz０ ．

特别地，当 x ０＝ １２ ，y ０＝１，z０＝π时，有

f′（ １２ ，１，π） ＝
３ ｅπ 　ｅ
３４ ０ － １ ． □

习　题　７．８
１．回答下列问题：
（１） 什么叫做向量值函数？
（２） 向量值函数的极限与连续如何定义？
（３） 雅可比矩阵是什么？ 向量值函数f：D炒Ｒ

n→Ｒ
n 在点x°的导数怎样定义？

２．求向量值函数 f（x，y） ＝ x
２ ＋ y

２

３xy
的导数f′（x，y）．

３．设f：Ｒ３→Ｒ
２ 定义为 f（x，y，z） ＝ ｅxｃｏｓy ＋ ｅy

z
２

２xｓｉｎy － ３yz
３ ，求f′（０， π２ ，１）．

４．设f：Ｒ３→Ｒ
３ 定义为f（x，y，z）＝

ｓｉｎ（x ２－y
２）

ｌｎ（x ２＋z
２）

１
y
２＋z

２

，求f′（１，１，１）．

答案与提示

２．f′（x，y）＝ ２x ２y
３y ３x ．

３．f′（０， π２ ，１）＝
０ ｅπ／２－１ ２ｅπ２
２ －３ －９π２

．

４．f′（１，１，１）＝
２ －２ ０
１ 　０ １
０ －１
２ ２

－１
２ ２

．

·４９· 工科数学分析（下）



７．９　偏导数在几何上的应用

　　７．９．１　空间曲线的切线与法平面

由于空间曲线有三种表示方法，因此分三种情况讨论．
（１） 空间曲线 L 由参数方程表示

r＝ r（t） ＝ φ（t）i＋ ψ（t）j＋ ω（t）k， α≤ t≤ β． （７．９．１）
　　首先考察 r′（t）的力学意义与几何意义．

设质点在时刻 t处于位置 r（t）＝｛φ（t），ψ（t），ω（t）｝，则 r＝r（t）刻画了质点的运动

规律．当 t变到 t＋Δt时，质点 P 产生位移（见图 ７．１９）：
Δr＝ r（t＋ Δt） － r（t）畅

图７．１９

因此，在［t，t＋Δt］上平均速度为

v
珋＝ ΔrΔt

畅
而 v（t）＝ｌｉｍΔt→０

ΔrΔt
＝r′（t）

就是质点 P 在时刻 t的瞬时速度．
类似可知 r＂（t）是质点 P 在时刻 t的加速度畅
另外，由图 ７．１９还可以看到，Δr 等于弦P P′．当Δt＞０时，ΔrΔt

与Δr 同向；当Δt＜０
时
ΔrΔt

与Δr 反向．因此，当Δt→０时，若ΔrΔt
的极限r′（t）为非零向量，则它是曲线C 在t处

的切向量，其正方向指向 t增加的方向．
现在我们来求曲线 L 过某点的切线和法平面的方程．
由r′（t）的几何意义知，当t＝t０∈［α，β］时，曲线L 在点（x ０，y ０，z０）＝（φ（t０），ψ（t０），

ω（t０））处的切向量为

T ＝ r′（t０） ＝ ｛φ′（t０），ψ′（t０），ω′（t０）｝畅
由直线方程的对称式可知，曲线 L 过点（x ０，y ０，z０）的切线方程为

x － x ０
φ′（t０） ＝

y － y ０
ψ′（t０） ＝

z－ z０
ω′（t０） ， （７．９．２）

其中假设φ′（t０）、ψ′（t０）和ω′（t０）中至少有一个不为零．
过点（x ０，y ０，z０）且与切线垂直的平面称为曲线 L 在点（x ０，y ０，z０）处的法平面，这

法平面以 T 为法向量．由平面方程点法式可知，这法平面的方程为

φ′（t０）（x － x ０） ＋ ψ′（t０）（y － y ０） ＋ ω′（t０）（z－ z０） ＝ ０畅 （７．９．３）
　　例７．９．１　求曲线x＝t

２＋t，y＝t
２－t，z＝t

２ 在点（６，２，４）处的切线及法平面方程．
解 因为x′t＝２t＋１，y′t＝２t－１，z′t＝２t，而点（６，２，４）所对应的参数值为t＝２，所以
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　T ＝ ｛５，３，４｝畅
于是，切线方程为

x － ６５ ＝ y － ２３ ＝ z－ ４４ ，
法平面方程为

５（x － ６） ＋ ３（y － ２） ＋ ４（z－ ４） ＝ ０，
即　　　　　　　　　　　５x＋３y＋４z＝５２． □

（２） 空间曲线 L 的方程为显式表示

y ＝ y（x），
z＝ z（x）． （７．９．４）

此时可将其参数化，即取 x 为参数，就可化为上一种情形：
x ＝ x，
y ＝ y（x），
z＝ z（x），

或 　 r＝ xi＋ y（x）j＋ z（x）k畅
　　例 ７．９．２　求曲线 y＝x，z＝x

２ 在点 M （１，１，１）的切线与法平面方程．
解　取 x 为参数，则曲线的参数表示为

x ＝ x，　y ＝ x，　z＝ x
２畅

它在 M 点的切向量为

T ＝ ｛１，１，２x｝│M ＝ ｛１，１，２｝．
于是，过 M 点的切线方程为

x － １１ ＝ y － １１ ＝ z－ １２ ，
法平面方程为 （x－１）＋（y－１）＋２（z－１）＝０，
即 x ＋ y ＋ ２z＝ ４畅 □
　　（３） 空间曲线 L 是两曲面的交线

F １（x，y，z） ＝ ０，
F ２（x，y，z） ＝ ０畅 （７．９．５）

　　设 M （x ０，y ０，z０）是曲线 L 上的一点．要想求 L 过 M 点的切线及法平面方程，只要

求出曲线 L 过 M 点的切向量．为此，我们作如下的假设：F １ 和 F ２ 有对各个变量的偏

导数，且
抄（F １，F ２）
抄（y，z） M

≠ ０畅
这时，方程组（７．９．５）在 M 点的某一邻域内确定了一组隐函数 y＝y（x），z＝z（x）．因
此，曲线 L 过 M 点的切向量为

·６９· 工科数学分析（下）



T ＝ ｛１，y′（x ０），z′（x ０）｝畅
根据本章 ７．６节中的公式（７．６．９）和（７．６．１０），有

y′（x ０） ＝－ 抄（F １，F ２）
抄（x，z） 抄（F １，F ２）

抄（y，z） ，　z′（x ０） ＝－ 抄（F １，F ２）
抄（y，x） 抄（F １，F ２）

抄（y，z） ，
其中的偏导数均在 M 点取值．将 y′（x ０）和 z′（x ０）的表达式代到 T 的表示式中，并将 T

乘以因子
抄（F １，F ２）
抄（y，z） ，得

T １ ＝ 抄（F １，F ２）
抄（y，z） ， －

抄（F １，F ２）
抄（x，z） ， －

抄（F １，F ２）
抄（y，x） M ０

，
这也是曲线 L 在点 M 处的一个切向量．为记忆方便，令

A ＝ 抄（F １，F ２）
抄（y，z） M

，　B ＝ 抄（F １，F ２）
抄（z，x） M

，　C ＝ 抄（F １，F ２）
抄（x，y） M

，
则 T １＝｛A ，B ，C ｝．
于是曲线 L 在 M 点处的切线和法平面方程分别为

x － x ０
A

＝ y － y ０
B

＝ z－ z０
C
，

A （x － x ０） ＋ B （y － y ０） ＋ C （z－ z０） ＝ ０畅
　　例 ７．９．３　求两柱面x

２＋y
２＝a

２ 和x
２＋z

２＝a
２ 的交线在点

a

２ ，
a

２ ，
a

２ 处

的切线与法平面方程．
解　令 F １（x，y，z）＝x

２＋y
２－a

２，F ２（x，y，z）＝x
２＋z

２－a
２，则

抄（F １，F ２）
抄（y，z） ＝

２y ０
０ ２z ＝ ４yz，　 抄（F １，F ２）

抄（z，x） ＝
０ ２x
２z ２x ＝－ ４xz，

抄（F １，F ２）
抄（x，y） ＝

２x ２y
２x ０ ＝－ ４xy，

因此 A＝２a２，B＝－２a２，C＝－２a２，所求切线方程为

x － a

２
２a２ ＝

y － a

２
－ ２a２ ＝

z－ a

２
－ ２a２ ，

法平面方程为

２a２（x － a

２ ） － ２a
２（y － a

２ ） － ２a
２（z－ a

２ ） ＝ ０，

即 x － y － z＋ ２２ a ＝ ０． □

　　７．９．２　曲面的切平面与法线

在本章 ７．３．２ 中曾经指出，若函数 z＝f （x，y）在（a，b）点可微，那么这个函数在
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（a，b）点附近可以局部线性化，即
f（x，y） ≈ f（a，b） ＋ f x（a，b）（x － a） ＋ f y（a，b）（y － b）畅

而方程

z＝ f（a，b） ＋ f x（a，b）（x － a） ＋ f y（a，b）（y － b） （７．９．６）
所表示的是一个法向量为｛f x （a，b），f y （a，b），－１｝的平面．现在我们就来解答本章

７．３节中所提出的问题：曲面 z＝f（x，y）与平面（７．９．６）有什么关系？

图７．２０

（１） 曲面的切平面

先回忆一下曲线的切线的定义．如图７．２０所示，曲
线 L 在 P ０ 点的切线 P ０T 是割线 P ０P 当d（P ，P ０）→０时
的极限位置，这里d（P ，P ０）表示 P 点与 P ０ 点的距离．

切线还有一个等价的定义：若 L 上的动点 P 到直

线 P ０T 的距离为 d＝d（P ，P ０T ），当 d（P ，P ０）→０时，有
d（P ，P ０T ）
d（P ，P ０） ＝ ｓｉｎφ→ ０，

则称 P ０T 是曲线 L 在 P ０ 点的切线．φ为割线 P P ０ 与直

线 P ０T 的夹角，φ→０意味着 P P ０ 的极限位置是 P ０T畅
类似地可给出曲面的切平面的定义．
设Π是过曲面S 上一定点P ０ 的平面，P 是曲面S 上的动点，P 点到平面Π的距离

为 d（P ，Π）畅若当 d（P ，P ０）→０时，有
d（P ，Π）
d（P ，P ０） → ０，

则称平面Π是曲面S 在P ０ 处的切平面畅切平面Π的法向量n 称为曲面S 在P ０ 处的法

向量，过点 P ０ 且与切平面Π垂直的直线称为曲面 S 在 P ０ 处的法线．

图７．２１

（２） 切平面与法线的方程

① 若曲面 S 的方程为 z＝ f（x，y），
P ０（x ０，y ０，z０）为 S 上一定点，其中 z０＝f（x ０，y ０）．过 P ０ 的平面Π的方程为

Z－z０＝A （X －x ０）＋B （Y－y ０）　（不平行于 z 轴），
X 、Y 、Z 是平面Π上动点的坐标．当 A 和 B 是什么数时，
Π成为切平面呢？ 从切平面的定义出发进行分析．过 P

点作平面Π的垂线交Π于M 点，同时作z 轴的平行线交

Π于 K 点，再过 P ０ 作 P K 的垂线交 P K 于 N 点（见图

７．２１）．由点到平面的距离公式（参看第 ６ 章 ６．４ 节公式

（６．４．４））知，P 点到Π的距离为

d（P ，Π） ＝ │z－ z０ － ［A （x － x ０） ＋ B （y － y ０）］│
１ ＋ A

２ ＋ B
２ ，
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令Δz＝z－z０，Δx＝x－x ０，Δy＝y－y ０，则
d（P ，Π）
d（P ，P ０） ＝ │Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│

１ ＋ A
２ ＋ B

２
d（P ，P ０）畅

因此，Π是切平面的充要条件是

ｌｉｍ
P → P ０

│Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│
d（P ，P ０） ＝ ０， （７．９．７）

而（７．９．７）式成立的充要条件是

ｌｉｍ
P → P ０

│Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│
d（P ０，N ） ＝ ０． （７．９．８）

　　事实上，由于

│Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│
d（P ，P ０） ＝ │Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│

d（P ０，N ） · d（P ０，N ）
d（P ，P ０） ，

故若（７．９．８）式成立，必有（７．９．７）式成立．反过来，由于

│Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│
d（P ０，N ） ＝ │Δz－ （AΔx ＋ BΔy）│

d（P ，P ０） · d（P ，P ０）
d（P ０，N ），

并且可以证明当 P 点充分靠近 P ０ 点时，d（P ，P ０）／d（P ０，N ）是有界的（证明略），故若

（７．９．７）式成立，则（７．９．８）式必成立．因此，（７．９．７）式与（７．９．８）式等价．
注意，d（P ０，N ）＝ Δx

２＋Δy
２ ，所以（７．９．８）式成立即意味着函数 z＝f （x，y）在

P ０ 点可微，因此，（７．９．７）式与（７．９．８）式等价就证明了函数的可微性与切平面的存

在性是等价的．这时

A ＝ f x（x ０，y ０），　B ＝ f y（x ０，y ０）畅
于是，切平面Π的方程为

Z － z０ ＝ f x（x ０，y ０）（X － x ０） ＋ f y（x ０，y ０）（Y － y ０）畅
这也就回答了本节开头所提出的问题．

我们把上面讨论的结果写成一个定理．
定理 ７．９．１　曲面 z＝f（x，y）在 P ０（x ０，y ０，z０）（z０＝f （x ０，y ０））存在不平行于 z 轴

的切平面的充要条件是：函数 f（x，y）在（x ０，y ０）可微，这时切平面方程为

z－ z０ ＝ f x（x ０，y ０）（x － x ０） ＋ f y（x ０，y ０）（y － y ０）畅 （７．９．９）
　　我们看到，（７．９．９）式右端正好是函数f（x，y）在点（x ０，y ０）的全微分ｄz，而左边则

是对应于自变量的改变量Δx＝x－x ０，Δy＝y－y ０ 的切平面的竖坐标（沿z 轴的坐标）
的改变量．这就是全微分的几何意义．

由切平面方程（７．９．９）式可知，这切平面的法向量为

n ＝ － 抄f抄x ， － 抄f抄y ，１ ，
因此，曲面 S 过 P ０（x ０，y ０，z０）点的法线方程是
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x － x ０
－ p

＝ y － y ０
－ q

＝ z－ z０
１ ， （７．９．１０）

其中 p＝抄f（x ０，y ０）抄x ，q＝抄f（x ０，y ０）抄y 畅若分母有一为零时，约定相应的分子也为零．
设法向量 n 与 x、y、z 轴正向的夹角分别为α、β、γ，则 n 的方向余弦为

ｃｏｓα＝ －p

± １＋p
２＋q

２ ，　ｃｏｓβ＝ －q

± １＋p
２＋q

２ ，　ｃｏｓγ＝ １
± １＋p

２＋q
２畅

上面三个式子中根式前的正负号，要么同时取“＋”号，要么同时取“－”号．如果要求

曲面在P ０ 点的法向量向上，那么由于它与z 轴正向的夹角为锐角，故法向量的第三个

方向余弦必须大于零，即 ｃｏｓγ＞０，所以三个根式都取“＋”号．类似可知，若法向量朝

下，则三个根式都取“－”号．
② 若曲面 S 方程为 F （x，y，z） ＝ ０，

并设方程所确定的隐函数为 z＝ z（x，y），
则可以化到情形①，这里

抄z抄x ＝－
F x

F z
，　 抄z抄y ＝－

F y

F z
畅

根据上段的结果，曲面 S 过 P ０（x ０，y ０，z０）的切平面方程为

z－ z０ ＝ 抄z抄x （x － x ０） ＋ 抄z抄y（y － y ０），
即 z － z０ ＝－ F x

F z
（x － x ０） － F y

F z
（y － y ０），

化简得 F x · （x － x ０） ＋ F y · （y － y ０） ＋ F z · （z－ z０） ＝ ０， （７．９．１１）
其中偏导数在 P ０（x ０，y ０，z０）点取值．由切平面方程（７．９．１１）得到曲面 S 在 P ０ 点的法

向量为

n ＝ ｛F x，F y，F z｝P ０，
因此法线方程为　　　　 x － x ０

F x
＝ y － y ０

F y
＝ z－ z０

F z
， （７．９．１２）

其中偏导数在 P ０（x ０，y ０，z０）点取值．
例 ７．９．４　求曲面 z＝ａｒｃｔａｎ y

x
在点 P ０（１，１， π４ ）处的切平面和法线方程．

解　f（x，y）＝ａｒｃｔａｎ y
x
，　f x（x，y）＝ －y

x
２＋y

２ ，　f y（x，y）＝ x

x
２＋y

２ ，
n ＝ ｛－ f x， － f y，１｝P ０ ＝ ｛ １２ ， － １２ ，１｝．

切平面方程为
１２ （x － １） － １２ （y － １） ＋ z－ π４ ＝ ０

或 z＝π４ － １２ （x－y）；

·００１· 工科数学分析（下）



法线方程为
x－１１／２ ＝ y－１－１／２＝z－π／４１ ，

或
x－１１ ＝y－１－１ ＝z－π／４２ 畅 □

例 ７．９．５　求椭球面
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＋z

２

c
２ ＝１在点 P ０（x ０，y ０，z０）的切平面方程．

解　令 F （x，y，z）＝x
２

a
２＋y

２

b
２ ＋z

２

c
２ －１，先求曲面在 P ０ 点的法向量．

F x（P ０） ＝ ２x ０
a
２ ， F y（P ０） ＝ ２y ０

b
２ ， F z（P ０） ＝ ２z０

c
２ ，

n ＝ ２x ０
a
２ ，２y ０

b
２ ，２z０

c
２ ．

于是切平面方程为

２x ０
a
２ （x － x ０） ＋ ２y ０

b
２ （y － y ０） ＋ ２z０

c
２ （z－ z０） ＝ ０．

由于 P ０ 点在椭球面上，故有

x
２０

a
２ ＋ y

２０
b
２ ＋ z

２０
c
２ ＝ １，

所以椭球面在 P ０ 点的切平面方程为

xx ０
a
２ ＋ yy ０

b
２ ＋ zz０

c
２ ＝ １． □

习　题　７．９
（Ａ）

１畅对下列曲线写出已知点的切向量：
（１） y＝x，z＝x

２，M ０（１，１，１）；
（２） x＝aｃｏｓαｃｏｓt，y＝aｓｉｎαｃｏｓt，z＝aｓｉｎt，t＝t０；
（３） x

２＋z
２＝１０，y２＋z

２＝１０，M ０（１，１，３）；
（４） z＝f（x，y），x－x ０ｃｏｓα＝y－y０ｓｉｎα，f 可微，在曲线上的M ０（x ０，y０，z０）点处．

２畅求下列曲线在指定点的切线和法平面方程：
（１） x＝t，y＝t

２，z＝t
３，M （１，１，１）；

（２） x＝t－ｓｉｎt，y＝１－ｃｏｓt，z＝４ｓｉｎ t２ ，M （ π２ －１，１，２ ２ ）；
（３） x＝aｓｉｎ２t，y＝bｓｉｎtｃｏｓt，z＝cｃｏｓ２t，t＝ π４ ；
（４） x＝aｃｏｓt，y＝aｓｉｎt，z＝ct，M （a，０，０）畅

３畅在曲线y＝x
２，z＝x

３ 上求一点，使该点处的切线平行于平面x＋２y＋z＝４畅
４畅求曲线

x
２＋y

２＋z
２－３x＝０，

２x－３y＋５z－４＝０ 在点（１，１，１）处的切线和法平面方程畅
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５畅求曲线
x
２＋y

２＋z
２＝６，

x＋y＋z＝０ 在点（１，－２，１）处的切线和法平面方程．
６畅对下列曲面写出在已知点的法向量：
（１） z＝x

２＋y
２，M ０（１，２，５）；　　　　　（２） z＝ａｒｃｔａｎ y

x
，M ０（１，１， π４ ）；

（３） ２ x
z＋２ y

z＝８，M ０（２，２，１）； （４） F
x－a
z－c

，y－b
z－c

＝０，M ０（x ０，y０，z０）．
７畅求下列曲面在指定点的切平面和法线方程：
（１） z＝x

２＋y
２－１于P ０（２，１，４）处； （２） z＝ｅy＋x＋x

２＋６于点（１，０，９）；
（３） z＝yｅx／y于点（１，１，ｅ）； （４） z＝ １２ （x ２＋４y２）于点（２，１，４）；
（５） x

２＋y
２＋z

２＝１６９，P ０（３，４，１２）； （６） ３x ２＋２y２＝２z＋１，P ０（１，１，２）；
（７） z＝y＋ｌｎ x

z
，P ０（１，１，１）； （８） ｅz－z＋xy＝３，P ０（２，１，０）畅

８畅求曲面２x ２＋３y２＋z
２＝９的切平面，使之平行于平面２x－３y＋２z＝１畅

（Ｂ）
１畅证明曲线x＝aｅtｃｏｓt，y＝aｅtｓｉｎt，z＝aｅt（其中a 为常数）与锥面z

２＝x
２＋y

２ 的母线相交的角的大

小是相同的．
２畅求曲面３x ２＋y

２＋z
２＝１６与x

２＋y
２＋z

２＝１４在点（－１，２，３）的交角θ畅
３畅求曲面x

２＋y
２＋z

２＝x 的切平面，使它垂直于平面x－y－z＝２和x－y－ １２ z＝２畅
４畅设F （u，v）是可微函数，求证：曲面F （ax－bz，ay－cz）＝０（abc≠０）的切平面平行于某定直线．

答案与提示

（Ａ）
１畅（１） T＝｛１，１，２｝；　（２） T＝｛－aｃｏｓαｓｉｎt０，－aｓｉｎαｓｉｎt０，aｃｏｓt０｝；
（３） T＝｛－３，－３，１｝；　（４） T＝｛１，ｔａｎα，fx（x ０，y０）＋fy（x ０，y０）ｔａｎα｝．

２．（１） 切线：x－１１ ＝y－１２ ＝z－１３ ，法平面：x＋２y＋３z－６＝０；
（２） 切线：x－（π／２－１）１ ＝y－１１ ＝z－２ ２

２ ，法平面：x＋y＋ ２ z－ π２ －４＝０；
（３） 切线：x－a／２

a
＝y－b／２０ ＝z－c／２－c

，法平面：ax－cz－a
２
２ － c

２
２ ＝０；

（４） 切线： x－a＝０，
cy－az＝０，法平面：ay＋cz＝０．

３． － １３ ， １９ ，－ １２７ 及（－１，１，－１）．
４．切线：x－１１６ ＝y－１９ ＝z－１－１ ，法平面：１６x＋９y－z－２４＝０．
５．切线： x＋z－２＝０

y＋２＝０ ，法平面：x－z＝０．
６畅（１） ｛２，４，－１｝；　（２） ｛－ １２ ， １２ ，－１｝；　（３） ４ｌｎ２｛１，１，－４｝；
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（４） ｛（z－c）F′１，（z－c）F′２，（a－x）F′１＋（b－y）F′２｝．
７．（１） 切平面：４x＋２y－z－６＝０，法线：x－２－４ ＝y－１－２ ＝z－４１ ；
（２） 切平面：３x＋y－z＋６＝０，法线：x－１－３ ＝ y－１＝z－９１ ；
（３） 切平面：ｅx－z＝０，法线：x－１－ｅ ＝z－ｅ１ ，y－１＝０；
（４） 切平面：２x＋４y－z－４＝０，法线：x－２－２ ＝y－１－４ ＝z－４１ ；
（５） 切平面：３x＋４y＋１２z－１６９＝０，法线：x－３３ ＝y－４４ ＝z－１２１２ ；
（６） 切平面：３x＋２y－z－３＝０，法线：x－１－３ ＝y－１－２ ＝z－２１ ；
（７） 切平面：x＋y－２z＝０，法线：x－１－１ ＝y－１－１ ＝z－１２ ；
（８） 切平面：x＋２y－４＝０，法线：x－１１ ＝y－１２ ，z＝０．
８畅２x－３y＋２z＝±９．

（Ｂ）
２．θ＝ａｒｃｃｏｓ ８

７７．

３．x＋y＝１＋ ２２ ，x＋y＝１－ ２２ ．
４．曲面的法向量n＝｛－aF′１，－aF′２，bF′１＋cF′２｝，曲面的切平面平行于以b，c，a 为方向数的某定直

线．

７．１０　无约束最优化问题

我们在第 ３章中曾讨论过一元函数的 大值和 小值问题．在实际生活中，我们

会经常遇到多元函数的 大值、 小值问题．例如你现在有十万元资金，打算在你所

经营的公司里投资到购买设备和做广告这两个方面．应当如何制定投资方案才能取

得 好的效益呢？ 又比如要做一个容积一定的铁皮长方形的有盖水箱，怎样设计长、
宽、高的尺寸，才能使用料 省？本节和下一节将讨论两类 优化问题，一类是自变量

可自由变化的 值问题——无约束 优化问题，另一类则是有约束条件的 值问题

——约束 优化问题．
在一元函数的情形，我们说函数 y＝f （x）在 x＝a 点有极大值，是指：a 点不是 f

的定义域端点，且x 在a 点附近时，有f（x）≤f（a）畅如果说f（x）在x＝a 点有最大值，
是指对于f 的定义域中的一切点x，都有f（x）≤f（a）畅求一元函数的 大值或 小值

时，我们是先求出区间内部的所有极值，然后与区间端点的函数值比较，这些值中

大的就是 大值， 小的就是 小值．求多元函数在闭区域上 大（小）值，我们也是

先设法求出区域内部的所有极值．为此，我们先要给出多元函数的极值的概念．
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　　７．１０．１　多元函数的极值概念

定义 ７．１０．１（极值）　设函数z＝f（x，y）在（a，b）点附近有定义，并存在（a，b）点的

一个 δ邻域O （（a，b），δ），使得这邻域内的每个异于点（a，b）的点（x，y）都满足不等式

f（x，y） ＜ f（a，b）　（或 f（x，y） ＞ f（a，b）），
则称函数f（x，y）在点（a，b）有严格的极大（小）值，点（a，b）称为严格的极大（小）点．
若上式中的＜（＞）号改为≤（≥）号，则称 f （x，y）在（a，b）点有极大（小）值，点（a，b）
称为极大（小）点．

由定义可见，极值与 值不同， 值是一个整体性概念，它是函数在整个闭区域

上的 大（小）值，而极值是一个局部性的概念．讨论极值时只要存在一个以（a，b）点
为中心的邻域就可以了，至于邻域的大小对讨论的问题没有影响．
　　７．１０．２　极值的必要条件

在上面的极值定义中，函数在（a，b）点可以不存在偏导数，甚至不连续．但一般来

说，实际问题中很少有这种情况．今后我们讨论的函数一般都假定有偏导数．

图７．２２

我们先来观察一下图 ７．２２．图中的曲面是某个二

元函数的图像，极大点与极小点如图所示．我们知道在

函数的梯度方向上，函数是递增的，而在函数的极大值

处，就不存在使函数递增的方向，因此这时梯度必然为

零向量（否则沿着梯度方向，函数继续递增）．类似地，
与梯度方向相反的方向（即梯度的负向）是函数递减的

方向，所以梯度在函数的极小值处必定为零向量．因
此，如果 P 点是函数 f 的极大点或极小点，则

ｇｒａｄf（P ） ＝ ０．
　　由此可以引进如下一个概念．

定义 ７．１０．２（临界点）　使得多元函数f 的梯度ｇｒａｄf（P ）为零向量以及ｇｒａｄf（P ）
不存在的点P 统称为函数f 的临界点，其中使 ｇｒａｄf（P ）＝０的点P 称为驻点．

由梯度的定义立即知道，对于可微的二元函数f（x，y）来说，驻点就是方程组

f x（x，y） ＝ ０，
f y（x，y） ＝ ０

的解．而对于可微的三元函数 f（x，y，z）来说，驻点需从下列方程组解出：
f x（x，y，z） ＝ ０，
f y（x，y，z） ＝ ０，
f z（x，y，z） ＝ ０．

简言之 可微的多元函数取极值的必要条件是：各个一阶偏导数都等于零．
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这个必要条件大大地缩小了寻找极值点的范围．如果由实际问题的意义可以判

定函数在闭区域D 内部达到 大（小）值，则内部的 大（小）值也就是极大（小）值，如
果上述的方程组在 D 的内部只有一组解，则方程组的解一定是 大（小）值点．

例 ７．１０．１　求函数 f（x，y）＝x
２－２x＋y

２－４y＋５的所有临界点．
解　显然 f（x，y）处处存在偏导数．因 ｇｒａｄf＝（２x－２）i＋（２y－４）j，故当

２x － ２ ＝ ０，　２y － ４ ＝ ０
时，梯度ｇｒａｄf 是零向量，即是说，点（１，２）是函数f（x，y）唯一的临界点．实际上，由于

f（x，y）可以改写为

f（x，y） ＝ （x － １）２ ＋ （y － ２）２畅
所以临界点（１，２）是 f（x，y）的极小点，同时也是 小点． □

例 ７．１０．２　函数 f（x，y）＝y
２－x

２ 的图形是一个鞍形曲面（参看图 ６．４２）．由
f x ＝－ ２x ＝ ０，　f y ＝ ２y ＝ ０

解出唯一的临界点（０，０）．由函数的图形可以看到，在（０，０）点的附近既存在点（x １，
y １）使得 f（０，０）＜f（x １，y １），又存在点（x ２，y ２），使得 f（０，０）＞f（x ２，y ２），因此（０，０）点
不是 f（x，y）的极值点．这样的点称为鞍点． □
　　７．１０．３　极值的充分条件

以上两例表明，函数的临界点可能是极值点，也可能是鞍点．那么，怎样判定临界

点是否为极值点呢？ 下面我们讨论驻点是极值点的充分条件．
我们先作一点代数上的准备．考虑二元二次函数

f（x，y） ＝ ax
２ ＋ bxy ＋ cy

２畅
当 a≠０时，f（x，y）可改写成下面的形式：

ax
２ ＋ bxy ＋ cy

２ ＝a x ＋ b２ay
２ ＋ ４ac－ b

２

４a２ y
２ 畅

记Δ＝４ac－b
２，称Δ为判别式，由上述表达式我们可以得出以下的结论：

① 若Δ＞０，则上式方括号内的两项均为正，因而函数有极大值或极小值畅当a＞
０时有极小值；a＜０ 时有极大值（读者可画出这两种情形中，曲面 z＝f （x，y）的草

图）．
② 若Δ＜０，则方括号内的两项有不同的符号，因而（０，０）是鞍点，即没有极值．
③ 若Δ＝０，则二次函数形如 a x＋ b２ay

２，它的基本形状是抛物柱面，在某些点

上函数值为零．
现在我们再回到一般的二元函数的情形．设有二元函数 z＝f（x，y），且有驻点

（０，０）．根据本章７．７节中的讨论，在（０，０）点附近可用f（x，y）的二阶泰勒多项式来作

逼近（当然，假设 f 有二阶连续的偏导数）：
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f（x，y） ≈f（０，０） ＋ f x（０，０）x ＋ f y（０，０）y
＋ １２ f x x（０，０）x ２ ＋ f x y（０，０）xy ＋ １２ f y y（０，０）y ２畅

在临界点处，f x（０，０）＝f y（０，０）＝０，上式简化为

f（x，y） ≈ f（０，０） ＋ １２ f x x（０，０）x ２ ＋ f x y（０，０）xy ＋ １２ f y y（０，０）y ２畅
或者 f（x，y） － f（０，０） ≈ １２ f x x（０，０）x ２ ＋ f x y（０，０）xy ＋ １２ f y y（０，０）y ２畅
这表明当（x，y）位于（０，０）点的附近时，f（x，y）－f（０，０）的符号与右端的二次函数的

符号相同．这时，判别式为

Δ＝ ４ １２ f x x（０，０） １２ f y y（０，０） － f x y（０，０） ２，
把它简化为 Δ＝ f x x f y y － f

２
x y （０，０）．

　　类似地，若 f （x，y）有驻点（x ０，y ０），那么在这点附近，f （x，y）的性态与形如 A （x
－x ０）２＋B （x－x ０）（y－y ０）＋C （y－y ０）２＋D 的二次函数的性态相同，其中

A ＝ f x x（x ０，y ０），　B ＝ f x y（x ０，y ０），　C ＝ f y y（x ０，y ０）畅
令 Δ＝A C－B

２，
那么根据前面对二次函数所作的结论，我们有下面判别准则：

设（x ０，y ０）是 f（x，y）的驻点，令
Δ＝ f x x（x ０，y ０）f y y（x ０，y ０） － ［f x y（x ０，y ０）］２畅

　　（１） Δ＞０且 A＞０（或 C＞０）时，（x ０，y ０）是极小点．
　　（２） Δ＞０且 A＜０（或 C＜０）时，（x ０，y ０）是极大点．
　　（３） Δ＜０时，（x ０，y ０）是鞍点．
　　（４） Δ＝０时，需进一步讨论．

例 ７．１０．３　求函数 f（x，y）＝ １２ x
２＋３y ３＋９y ２－３xy＋９y－９x 的极大点、极小点

和鞍点．
解　由 f x＝x－３y－９＝０，f y＝９y ２＋１８y－３x＋９＝０ 解得驻点（３，－２）和（１２，

１），判别式是

Δ（x，y） ＝ f x x f y y － f
２
x y ＝ １８y ＋ ９．

因为Δ（３，－２）＝－３６＋９＜０，故（３，－２）是鞍点．因为Δ（１２，１）＝１８＋９＞０，f x x（１２，１）
＝１＞０，所以（１２，１）是极小值点． □
　　７．１０．４　最大（小）值的求法

设二元函数 z＝f（x，y）在有界闭区域 D 上连续，则 f（x，y）在 D 上必能取得 大

值和 小值．再假设f（x，y）在D 内可微，且只有有限个驻点．这时若函数在D 的内部
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取得 大（小）值，则这个 大（小）值也是函数的极值．
在上述假设之下，函数 f（x，y）在 D 上的 大（小）值的求法可归纳为如下步骤．
① 求出 f（x，y）在 D 内的所有驻点；
② 计算 f（x，y）在各个驻点的函数值；
③ 求出 f（x，y）在边界 抄D 上的 大（小）值；
④ 将上面算得的函数值加以比较，其中 大者就是 大值， 小者就是 小值．
上述的第③步做起来往往很复杂．在许多实际问题中，可以根据问题的实际意义

作出判断，确定函数 f（x，y）的 大（小）值一定在区域 D 的内部取得，而函数在 D 内

只有一个驻点，则可以断定这个驻点必为 大（小）值点．
求 大（小）值的例子将在下面给出．
例７．１０．４　求函数u＝x＋y 在区域D ＝｛（x，y）│x≥０，y≥０，２x＋y≥３，x＋３y≥

４｝上的 小值．
解　因为 ux＝uy＝１≠０，所以函数 u 在区域 D 内没有驻点，u 的 小值只能在 D

的边界上达到．
D 的边界可分成 ４段：
（１） 在半直线 x＝０，y≥３上，u＝y 有 小值 ３；
（２） 在线段 ２x＋y＝３，０≤x≤１上，u＝３－x 有 小值 ２；
（３） 在线段 x＋３y＝４，０≤y≤１上，u＝４－２y 有 小值 ２；
（４） 在半直线 y＝０，x≥４上，u＝x 有 小值 ４．
比较上述各函数值即知，u 在 D 上有 小值 ２． □
例 ７．１０．５（最小二乘法）　在实际问题中，常常要从一组观测数据（x i，yi）（i＝１，

２，…，n）出发，预测函数 y＝f（x）的表达式．从几何上看，就是由给定的一组数据（x i，
yi）去描绘曲线y＝f（x）的近似图形，这条近似的曲线称之为拟合曲线，要求这条拟合

曲线能够反映出所给数据的总趋势（参看图７．２３）．作曲线拟合有多种方法，其中 小

图７．２３

二乘法是常用的一种，它是根据实际数据采用一种“直
线拟合”的方法，也就是用线性函数来作逼近．

假定所给的数据点（x i，yi）的分布大致成一条直

线，设它的方程为

y ＝ ax ＋ b，
其中系数 a、b 待定．将 x i 代入直线方程，得

y
珦

i＝ ax i＋ b　（i＝ １，２，…，n），
这与实测到的值 yi 有偏差

εi＝ yi－ y
珦

i＝ yi－ （ax i＋ b）　（i＝ １，２，…，n）畅
作偏差的平方和 ε２ ＝ ε２１ ＋ ε２２ ＋ … ＋ ε２n ＝钞n

i＝１
（yi－ ax i－ b）２，
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称 ε＝ε（a，b）为平方总偏差畅
现在求 a，b，使得平方总偏差 ε达到 小，则所得直线 y＝ax＋b 就是所给数据的

佳拟合直线．
由极值的必要条件，有
抄（ε２）抄a ＝－ ２钞n

i＝１
（yi－ ax i－ b）x i＝ ２ a钞n

i＝１
x
２
i ＋ b钞n

i＝１
x i－钞n

i＝１
x iyi ＝ ０，

抄（ε２）抄b ＝－ ２钞n

i＝１
（yi－ ax i－ b） ＝ ２ a钞n

i＝１
x i＋ nb－钞n

i＝１
yi ＝ ０．

于是得到 a、b 所满足的方程

钞n

i＝１
x
２
i a ＋ 钞n

i＝１
x i b＝钞n

i＝１
x iyi，

钞n

i＝１
x i a ＋ nb＝钞n

i＝１
yi畅

由此方程组解出 a、b，则 y＝ax＋b 就是所要求的直线方程． □

习　题　７．１０
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） f（x，y）的极值怎样定义？
（２） f（x，y）在定义域上的 大（小）值怎样定义？
（３） f（x，y）取极值的必要条件是什么？
（４） 怎样判断函数的临界点是否为极值点？
（５） 求f（x，y）在闭区域D 上的 大（小）值的一般步骤是什么？

２畅求函数f（x，y）＝８xy－ １４ （x＋y）４ 的所有临界点，并判定它们是极大点、极小点还是鞍点．
３畅求下列函数的极值：
（１） f（x，y）＝（x＋y）（xy＋１）畅
（２） f（x，y）＝ｅ２x（x＋y

２＋２y）畅
（３） f（x，y）＝x

３＋y
３－３（x ２＋y

２）畅
（４） f（x，y）＝ｓｉｎx＋ｓｉｎy＋ｓｉｎ（x＋y），０＜x＜π，０＜y＜π畅

４畅求下列函数的极值点和鞍点．
（１） f（x，y）＝x

２＋y
３－３xy．　　　　（２） f（x，y）＝xy＋ｌｎx＋y

２－１０ （x＞０）畅
５畅证明函数z＝（１＋ｅy）ｃｏｓx－yｅy 有无穷多个极大值，但没有极小值．
６畅求函数f（x，y）＝x

３－４x ２＋２xy－y
２ 在闭区域D ：－５≤x≤５，－１≤y≤１上的 大值与 小值．

７．设水深与流速间的测量数据为
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水深x ０ ０．１ ０．２ ０．３ ０．４
流速y ３．１９５ ３．２２９ ９ ３．２５３ ２ ３．２６１ １ ３．２５１ ６
水深x ０．５ ０．６ ０．７ ０．８ ０．９
流速y ３．２２８ ２ ３．１８０ ７ ３．１２６ ６ ３．０５９ ４ ２．９７５ ７

　试用 小二乘法求 佳拟合直线y＝ax＋b．
８畅有一块宽２４ ｃｍ 的矩形薄铁皮，把两边折起来，做成一个梯形水槽（见图７．２４），问x 与 θ各为何

值时，水槽的流量 大？

图７．２４
９畅试设计一个宽w ，长l，高h 的长方形纸板盒，使其具有５１２ ｃｍ３ 的容积．这个盒子的侧边的成本是

０．１元／ｃｍ２，而上下底的成本是０．２元／ｃｍ２．试求这个盒子的尺寸，使得所用材料的成本 低．
（Ｂ）

１畅求函数f（x，y）＝ｅx（１－ｃｏｓy）的临界点，并判定它们是极大（小）值点还是鞍点．
２畅求由方程２x ２＋２y２＋z

２＋８xz－z＋８＝０所确定的隐函数z＝z（x，y）的极值．
３畅求由方程x

２＋y
２＋z

２－２x－２y－４z－１０＝０所确定的隐函数z＝z（x，y）的极值．
４畅试利用费马定理（见第３章３．５节）证明：若函数z＝f（x，y）在点（x ０，y０）具有偏导数，且在点（x ０，

y０）处有极值，则必有fx（x ０，y０）＝０，fy（x ０，y０）＝０．
５畅在半径为R 的圆内求一内接三角形，使其面积 大．
６畅求a，b，使积分I＝∫１０（a＋bx－x

２）２ｄx 的值 小．
答案与提示

（Ａ）
２畅（１，１）是极大点，（－１，－１）是极大点，（０，０）是鞍点．
３畅（１） 无极值；　（２） 极小值－ ｅ２ ；　（３） 极小值－５１；　（４） 极大值３ ３２ ．
４．（１） （０，０）是鞍点，（ ９４ ， ３２ ）是极小点，也是 小值点；　（２） （２，－ ２２ ）是鞍点．
５畅x＝kπ，y＝ｃｏｓkπ－１（k＝０，±２，±４，…）时，有无穷多个极大值；x＝kπ，y＝ｃｏｓkπ－１（k＝±１，

±３，…）时，无极值．
６畅 大值为f（５，１）＝３４， 小值为f（－５，１）＝－２３６．
７．y＝－０．２４６ ３５１x＋３．２８６ ９９８．
８畅x＝８，θ＝ π３ ．
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９．w＝４ ３ ４ ，l＝４ ３ ４ ，h＝８ ３ ４ ．
（Ｂ）

１．（x，２kπ）是极小点（k＝０，±１，±２，…）．
２畅极小值为z（－２，０）＝１，极大值为z（１６７ ，０）＝－ ８７ 畅
３．极小值为－２，极大值为６畅
５．当三角形为等边三角形时，其面积 大．
６畅a＝１，b＝－ １６ ．

７．１１　约束最优化问题

在上节所讨论的极值问题中，对自变量没有任何约束，它们可以在定义域上自由

地变化．因此称这种极值问题为无约束最优化问题，或简单极值问题．然而在大多数

实际问题中，自变量要受到一些约束条件的限制，使自变量不能在定义域上自由地变

化，而只能在定义域的某一部分内变化．这种极值问题称为约束最优化问题，或条件

极值问题．一般地，约束条件有不等式约束与等式约束两种．这里只讨论自变量在等

式约束条件下求极值的方法．
　　７．１１．１　拉格朗日乘数

考虑一种较简单的情形畅求函数 z＝f（x，y）在条件

g（x，y） ＝ ０ （７．１１．１）
下的 大（小）值．我们称 f（x，y）为目标函数，（７．１１．１）为约束条件．这里假设 f 与 g

均为可微函数．
动点要满足条件（７．１１．１），从几何上看，就是限制动点在曲线g（x，y）＝０上变动，

问题就变为当动点在曲线g（x，y）＝０上变动时，求函数z＝f（x，y）的 大（小）值．
函数f（x，y）在点P ０（x ０，y ０）处有满足条件g（x，y）＝０的极大（小）值，是指对于曲

线 g（x，y）＝０上位于 P ０ 附近的点 P （x，y），有
f（P ） ≤ f（P ０）　（f（P ） ≥ f（P ０））畅

　　现在来寻找 f （x，y）有条件极值的必要条件．如果从方程g（x，y）＝０中能解出 y

来，比方说，解得y＝h（x），那么问题就变成z＝f（x，y（x））这样一个一元函数的极值问

题了．然而，一般情况下，从g（x，y）＝０中解出y 来是十分困难甚至是不可能的事情．
在无约束 优化问题中，函数 f 取极值的必要条件是 ｇｒａｄf＝０．因此，函数的极

值只可能在某个临界点处取得．那么，在约束 优化问题中，“临界点”是什么样的点

呢？ 为了探讨这个问题，我们用Γ表示方程g（x，y）＝０所确定的曲线．假设函数f（x，
y）在曲线Γ上点P ０（x ０，y ０）处有极大值（对极小值可同样讨论）．在点P ０ 处取曲线Γ的
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单位切向量 l（见图 ７．２５）．若方向导数
抄f抄l为正，则函数 f 在曲线Γ上沿方向 l是递增

图７．２５

的．因此，如果函数 f 在Γ上的 P ０ 点处有极大

值，则必有

抄f抄l（x ０，y ０） ＝ ０． （７．１１．２）
　　由方向导数概念知

抄f抄l（x ０，y ０） ＝ ｇｒａｄf（x ０，y ０） · l，
因此，由（７．１１．２）式有

ｇｒａｄf（x ０，y ０） · l＝ ０畅
另一方面，梯度 ｇｒａｄg（x ０，y ０）与切向量 l是互相

垂直的，故有

ｇｒａｄg（x ０，y ０） · l＝ ０畅
这样一来，向量ｇｒａｄf（x ０，y ０）必与向量ｇｒａｄg（x ０，y ０）互相平行．这就是说，如果P ０（x ０，
y ０）是函数f 满足条件g（x，y）＝０的极值点，且梯度ｇｒａｄg（x ０，y ０）是非零向量，则必存

在一个数λ，使得

ｇｒａｄf（x ０，y ０） ＝ λｇｒａｄg（x ０，y ０）． （７．１１．３）
（７．１１．３）式等价于

f x（x ０，y ０） ＝ λg x（x ０，y ０），
f y（x ０，y ０） ＝ λg y（x ０，y ０）畅 （７．１１．４）

　　综上所述，有下面的结论：
函数 z＝f（x，y）在条件 g（x，y）＝０下取极值的必要条件是

f x（x，y） ＝ λg x（x，y），
f y（x，y） ＝ λg y（x，y），
g（x，y） ＝ ０，

（７．１１．５）

其中 x、y、λ都是未知数．引进的参数λ称为拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ）乘数．
　　７．１１．２　拉格朗日乘数法

由上面的讨论可知，要想求函数 f （x，y）在条件 g（x，y）＝０ 下的极值，只需从方

程组（７．１１．５）中求出可能极值点．至于这些可能极值点是不是极值点，一般可根据实

际问题的意义来判定．若实际问题肯定存在 大（小）值，而方程组（７．１１．５）又只有一

组解，那么这组解就是所求的 大（小）值点．若方程组（７．１１．５）有好几组解，则通过

比较函数在各组解上的值，就可求出 大（小）值．
为了便于记忆，把约束 优化的必要条件与无约束 优化的必要条件统一起来．

为此构造一个三元的辅助函数
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L （x，y，λ） ＝ f（x，y） ＋ λg（x，y）畅
则函数 L （x，y，λ）的通常极值的必要条件就是

抄L抄x ＝ ０，　 抄L抄y ＝ ０，　 抄L抄λ＝ ０畅 （７．１１．６）
这正是方程组（７．１１．５）．这个方法称为拉格朗日乘数法，λ称为拉格朗日乘数，L （x，
y，λ）称为拉格朗日函数．条件（７．１１．６）也可表示为 ｇｒａｄL＝０．

例 ７．１１．１　求 f（x，y）＝xy 在圆周 x
２＋y

２＝４上的 大值和 小值．
解　目标函数是　　　　　　 f（x，y） ＝ xy，

约束条件是 g（x，y） ＝ x
２ ＋ y

２ － ４ ＝ ０．
由于 ｇｒａｄf＝yi＋xj，ｇｒａｄg＝２xi＋２yj，所以由 ｇｒａｄf＝λｇｒａｄg 得

图７．２６

y＝２λx，　x＝２λy，
再加上 x

２ ＋ y
２ － ４ ＝ ０，

可以解出可能极值点为（ ２ ， ２ ），（ ２ ，
－ ２ ），（－ ２ ， ２ ）及（－ ２ ，－ ２ ）畅
直接计算得

f ｍ ａｘ ＝ f（± ２ ，± ２ ） ＝ ２，
f ｍ ｉｎ ＝ f（± ２ ， 碢 ２ ） ＝－ ２畅

见图 ７．２６． □
拉格朗日乘数法可推广到更复杂的情形．
（１） 求 f （x，y，z）在条件 g （x，y，z）＝０ 下

的极值

解法：作拉格朗日函数

L （x，y，z，λ） ＝ f（x，y，z） ＋ λg（x，y，z）
由方程组 抄L抄x ＝ f x（x，y，z） ＋ λg x（x，y，z） ＝ ０，

抄L抄y ＝ f y（x，y，z） ＋ λg y（x，y，z） ＝ ０，
抄L抄z ＝ f z（x，y，z） ＋ λg z（x，y，z） ＝ ０，
抄L抄λ＝ g（x，y，z） ＝ ０．

（７．１１．７）

求出可能极值点． □
（２） 求函数 f（x，y，z）在条件

g １（x，y，z）＝０，
g ２（x，y，z）＝０ 下的极值．

解法：这里有两个约束条件，因此引进两个拉格朗日乘数λ１ 与λ２，作拉格朗日函数
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L （x，y，z，λ１，λ２） ＝ f（x，y，z） ＋ λ１g １（x，y，z） ＋ λ２g ２（x，y，z）畅
再由方程组

抄L抄x ＝ ０，　 抄L抄y ＝ ０，　 抄L抄z ＝ ０，　g １（x，y，z） ＝ ０，　g ２（x，y，z） ＝ ０
求出可能极值点． □

一般来说，上述方法对多个变量、多个约束条件（约束条件数目应小于自变量数

目）的情形都适用．
例 ７．１１．２　造一容积为V 的长方形无盖铝盆，怎样设计尺寸，使它的表面积 小？
解　设铝盆的长、宽、高分别为 x、y、z，则问题归结为求目标函数

f（x，y，z） ＝ ２（x ＋ y）z＋ xy

在约束条件 xyz＝V （x＞０，y＞０，z＞０）下的 小值．
作拉格朗日函数　　　 L （x，y，z，λ） ＝ ２（x ＋ y）z＋ xy ＋ λ（xyz－ V ）．

解方程组

抄L抄x ＝ y ＋ ２z＋ λyz＝ ０， （７．１１．８）
抄L抄y ＝ x ＋ ２z＋ λxz＝ ０， （７．１１．９）
抄L抄z ＝ ２（x ＋ y） ＋ λxy ＝ ０， （７．１１．１０）
xyz＝ V ， （７．１１．１１）

方程（７．１１．８）、（７．１１．９）、（７．１１．１０）可改写为

１
z
＋ ２

y
＝－ λ＝ １

z
＋ ２

x
＝ ２

x
＋ ２

y
，

故有 　 x ０ ＝ y ０ ＝ ２z０ ＝ ３ ２V ，　z０ ＝
３

V４ 畅
由实际问题的意义知，表面积一定在某点达到 小．因此，当长、宽均为

３ ２V ，高为
３

V／４时，铝盆的表面积 小，且 小表面积为３ ３ ４V ２畅 □

习　题　７．１１
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 目标函数z＝f（x，y）在条件g（x，y）＝０下取得极值的必要条件是什么？
（２） 什么是拉格朗日乘数法？

２畅求下列函数在给定的约束条件下的 大、 小值：
（１） f（x，y）＝x

２＋y，x ２－y
２＝１； （２） f（x，y）＝xy，x＋y＝１；
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（３） f（x，y，z）＝x＋３y＋５z，x ２＋y
２＋z

２＝１； （４） f（x，y，z）＝２x＋y＋４z，x ２＋y
２＋z

２＝１６．
３畅从斜边之长为l的一切直角三角形中，求有 大周界的直角三角形．
４畅求内接于半径为a 的球且有 大体积的长方体．
５．在椭圆x

２＋４y２＝４上求一点，使其到直线２x＋３y－６＝０的距离 短．
６．欲造一无盖的长方体容器，已知底部造价为每平方米３元，侧面造价均为每平方米１元。 现想用

３６元造一个容积 大的容器，求它的尺寸．
（Ｂ）

１．为了使渠道不致漏水，在渠道表面砌一道水泥．根据流量的大小，其截面积就确定了．设要修的

渠道是直的，其横断面是一等腰梯形（见图７．２７）．问腰和底各为多少时水泥用量为 少．

图７．２７

２．求二元函数u＝f（x，y）＝x
２
y（４－x－y）在由直线x＋y＝６、x

轴和y 轴所围成的闭区域D 上的极值、 大值和 小值．
３．证明：周长一定的三角形中以等边三角形的面积 大．
４．在第一卦限内作椭球面x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ＋ z

２
c
２ ＝１的切平面，使切平

面与三个坐标面所围成的四面体的体积 小，求切点的坐

标．
答案与提示

（Ａ）
２．（１） 小值 ３４ ，无 大值；　（２） 大值 １４ ；　（３） 大值 ３５， 小值－ ３５；
（４） 大值４ ２１， 小值－４ ２１．

３．直角边长为 l

２ 的等腰直角三角形．
４．长、宽、高均为 a

３ ．
５． ８５ ， ３５ ．
６．长２米，宽２米，高３米．

（Ｂ）
１．若截面积为S，则当A B＝B C＝２ S

３３／４ ，φ＝
π３ 时，水泥用量 少．

２．极大值４， 大值４， 小值－６４．
３．利用海伦公式写出三角形的面积．
４．切点为

a

３ ，
b

３ ，
c

３ ．

７．１２　偏导数计算在偏微分方程中的应用

在第 ５章我们讨论了微分方程的问题．在那里我们曾说过，含有未知函数及未知
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函数的导数的方程叫做微分方程．注意，那时所说的函数是一元函数，所出现的导数

是一元函数的导数．现在我们考虑未知函数是多元函数的情形，所出现的导数是多元

函数的偏导数．我们称含有多元未知函数及其偏导数的方程为偏微分方程．而第 ５章
中所讨论的那类方程就叫做常微分方程．

关于偏微分方程的许多基本问题，读者将有机会在后续课程枟数学物理方程枠中
学习到．我们在这里只是作为偏导数的计算和应用，介绍几个典型的偏微分方程，以
及方程中未知量的变换问题．
　　７．１２．１　验证给定函数满足某偏微分方程

例７．１２．１　证明：函数u＝ １
x
２＋y

２＋z
２在定义域上满足拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）方程

Δu ≡ 抄２u抄x ２ ＋
抄２u
抄y ２ ＋

抄２u
抄z２ ＝ ０． （７．１２．１）

　　证　为方便起见，我们引进中间变量

r＝ x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ，

则 u＝ １
r
．因 抄r抄x＝ x

r
，故
抄u抄x ＝ｄuｄr 抄r抄x ＝－ １

r
２ · x

r
＝－ x

r
３ ，

抄２u
抄x ２ ＝－

１
r
３ ＋ ３ x

r
４ · 抄r抄x ＝－ １

r
３ ＋ ３x

２

r
５ ．

　　由于函数u 关于自变量x、y、z 是对称的，故只要分别用y、z 去替换x，就能得到其

他两个二阶偏导数．于是有

抄２u抄y ２ ＝－ １
r
３ ＋ ３y ２

r
５ ，　 抄２u抄z２ ＝－ １

r
３ ＋ ３z２

r
５ ．

后得

抄２u
抄x ２ ＋

抄２u
抄y ２ ＋

抄２u
抄z２ ＝－

３
r
３ ＋ ３（x

２ ＋ y
２ ＋ z

２）
r
５ ＝－ ３

r
３ ＋ ３

r
３ ＝ ０． □

　　例 ７．１２．２　证明函数 u＝φ（x－at）＋ψ（x＋at）（φ、ψ为任意可微函数）满足弦振

动方程

a
２ 抄２u抄x ２ ＝

抄２u
抄t２ ． （７．１２．２）

　　证　抄u抄x＝φ′（x－at）＋ψ′（x＋at），
抄２u
抄x ２＝φ＂（x－at）＋ψ＂（x＋at），
抄u抄t＝－aφ′（x－at）＋aψ′（x＋at），
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抄２u
抄t２ ＝（－a）· （－a）φ＂（x－at）＋a

２ψ＂（x＋at）
＝a

２［φ＂（x－at）＋ψ＂（x＋at）］，
所以得 a

２ 抄２u抄x ２＝
抄２u
抄t２ ． □

例 ７．１２．３　设函数 z＝z（x，y）由方程 F （x＋ z
y
，y＋ z

x
）＝０确定．证明

x
抄z抄x ＋ y

抄z抄y ＝ z－ xy．
　　证　对方程 F （x＋ z

y
，y＋ z

x
）＝０两边分别关于 x、y 求偏导数，得

F′１ · （１ ＋ １
y

zx） ＋ F′２ · xzx － z

x
２ ＝ ０，

F′１ · yzy － z

y
２ ＋ F′２ · １ ＋ zy

x
＝ ０．

由此解得
抄z抄x ＝ y

x
· zF′２ － x

２
F′１

xF′１ ＋ yF′２ ，　
抄z抄y ＝ x

y
· zF′１ － y

２
F′２

xF
敞１ ＋ yF′２ ．

于是可得 x
抄z抄x ＋ y

抄z抄y ＝ z－ xy． □

　　７．１２．２　变量代换

前面出现的方程（７．１２．１）、（７．１２．２）都是从实际问题中提炼出来的偏微分方程．
还有其他许多实际问题都可以归结为一类含有二阶偏导数的偏微分方程．求解这些

方程时，往往需要作自变量的变量代换，使方程的形式变得比较简单，或者使方程由

直角坐标系变到其他坐标系中表示，使其便于讨论．
例 ７．１２．４　平面拉普拉斯方程形如

抄２u
抄x ２ ＋

抄２u
抄y ２ ＝ ０． （７．１２．３）

方程的连续解 u＝u（x，y）称为调和函数．当在圆形区域上求解这个方程时，常常将方

程（７．１２．３）化到极坐标系下讨论．
直角坐标系与极坐标系的变换公式为

x ＝ rｃｏｓθ，　y ＝ rｓｉｎθ，
于是函数 u＝u（x，y）变成 r、θ的函数：

u ＝ u（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） ＝ u（r，θ）．
注意 u＝u（x，y）是方程中的未知函数，为方便起见，我们把变换后的函数也写成 u＝
u（r，θ）．这并不是说它们有相同的函数关系，而只是表明u（r，θ）是由原来的u（x，y）变
来的．下面我们来推导u（r，θ）应当满足的方程．

采用直接法．这种方法是以r、θ作为自变量，而把x、y 看作中间变量，来求原来函

·６１１· 工科数学分析（下）



数的偏导数与变换后函数的偏导数之间的关系．
一阶偏导数是

抄u抄r ＝抄u抄x 抄x抄r ＋ 抄u抄y 抄y抄r ＝ 抄u抄x ｃｏｓθ ＋ 抄u抄y ｓｉｎθ，
抄u抄θ ＝抄u抄x 抄x抄θ ＋ 抄u抄y 抄y抄θ ＝ 抄u抄x （－ rｓｉｎθ） ＋ 抄u抄y（rｃｏｓθ）．

　　二阶偏导数为

抄２u
抄r２ ＝

抄抄r 抄u抄x ｃｏｓθ＋ 抄抄r 抄u抄y ｓｉｎθ
＝ 抄２u
抄x ２ｃｏｓθ＋

抄２u抄x抄y ｓｉｎθ ｃｏｓθ ＋
抄２u抄x抄yｃｏｓθ＋ 抄

２
u

抄y ２ｓｉｎθ ｓｉｎθ
＝抄２u抄x ２ｃｏｓ２θ ＋ ２ 抄

２
u抄x抄y ｓｉｎθｃｏｓθ＋ 抄

２
u抄y ２ ｓｉｎ２θ，

抄２u
抄θ２ ＝－

抄抄θ 抄u抄x rｓｉｎθ－ r
抄u抄x ｃｏｓθ ＋ 抄抄θ 抄u抄y rｃｏｓθ － r

抄u抄y ｓｉｎθ
＝－ rｓｉｎθ 抄２u抄x ２ （－ rｓｉｎθ） ＋ 抄２u抄y ２ （rｃｏｓθ） － r

抄u抄x ｃｏｓθ＋ 抄u抄y ｓｉｎθ
＝r

２ｓｉｎ２θ 抄２u抄x ２ － ２r２ｓｉｎθｃｏｓθ
抄２u抄x抄y ＋ r

２ｃｏｓ２θ 抄２u抄y ２ － r
抄u抄r．

所以
抄２u
抄r２ ＋

１
r
抄u抄r ＋ １

r
２
抄２u
抄θ２ ＝

抄２u
抄x ２ ＋

抄２u
抄y ２．

因此极坐标系下的平面拉普拉斯方程形如

抄２u抄r２ ＋ １
r
抄u抄r ＋ １

r
２
抄２u抄θ２ ＝ ０

或
１
r

抄抄r r
抄u抄r ＋ １

r
２
抄２u
抄θ２ ＝ ０． □

　　例 ７．１２．５　以 u＝ y
x
，v＝y 作自变量，w ＝yz－x 作函数，变换方程

xzx x ＋ ２zx ＝ ２
y
．

　　解　我们采用所谓反逆法来做，即以 x、y 为自变量，而把 u、v 看作中间变量．
由题设知，z＝ x

y
＋w

y
．则

zx ＝ １
y
＋ １

y
（w uux ＋ w vvx） ＝ １

y
－ １

x
２w u，

zx x ＝ ２
x
３w u － １

x
２ · － y

x
２ w uu ＝ ２

x
３w u ＋ y

x
４w uu．

于是 xzx x ＋ ２zx ＝ ２
x
２w u ＋ y

x
３w uu ＋ ２

y
－ ２

x
２w u ＝ y

x
３w uu ＋ ２

y
，

原方程变为
y

x
３w uu＝０，由 x≠０，y≠０，故得 w uu＝０． □
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习　题　７．１２
１．直角坐标系与柱坐标系之间的变换式为x＝rｃｏｓθ，y＝rｓｉｎθ，z＝z．试将拉普拉斯方程抄２u抄x２＋抄

２
u抄y２＋

抄２u抄z２＝０变换到柱坐标系下表示．
２．作自变量变换ξ＝x＋t，η＝x－t，变换弦振动方程抄２u抄x２＝抄

２
u抄t２ ．

答案与提示

１．抄２u抄r２＋ １r２ 抄
２
u抄θ２＋ １r 抄u抄r＋抄

２
u抄z２＝０．

２．抄２u抄ξ抄η＝０．

总 习 题 （７）
１．填空题：
（１） 已知f（x＋y，x－y）＝xy＋y

２，则f（x，y）＝　　　．
（２） 极限ｌｉｍ

x→０
y→０

xｓｉｎy＝　　　．
（３） 函数f（x，y）＝ １

x
３
y－xy

２＋xy
的间断点集为　　　．

（４） 函数z＝２x ２＋y
２ 在点（１，１）沿该点的梯度方向的方向导数为　　　．

（５） 设 f （x，y，z）＝xy
２
z
３，其中 z＝z（x，y）是由方程 x

２＋y
２＋z

２＝３xyz 所确定的函数，则
fx（１，１，１）＝　　　．

（６） 设y＝y（x）为由方程f（x ２＋y
２，xy）＝０确定的隐函数，其中f（u，v）为二元可微函数，则ｄyｄx＝

　　　．
（７） 函数z＝ａｒｃｔａｎ y

x
＋ｌｎ x

２＋y
２在点（１，０）处的梯度ｇｒａｄz│（１，０）＝　　　．

（８）由方程xyz＋ x
２＋y

２＋z
２＝ ２ 所确定的函数z＝z（x，y）在点（１，０，－１）处的全微分ｄz＝

　　　．
（９） 设a０ 是常向量，λ（t）是数值函数，则 ｄｄt（λ（t）a０）＝　　　， ｄｄt（a０· r（t））＝　　　．

２．选择题（只有一个答案是正确的）：
（１） 设函数z１＝x＋y，z２＝（ x＋y）２，z３＝ （x＋y）２，则（　　）．
（Ａ） z１ 与z２ 是相同的函数；　　　　　（Ｂ） z１ 与z３ 是相同的函数；
（Ｃ） z２ 与z３ 是相同的函数； （Ｄ） 其中任何两个都不是相同的函数．

（２） 极限 ｌｉｍ
x→x０
y→y０

f（x，y）存在是f（x，y）在点（x ０，y０）连续的（　　）．

·８１１· 工科数学分析（下）



（Ａ） 必要条件； （Ｂ） 充分条件；
（Ｃ） 充分必要条件； （Ｄ） 既非必要条件又非充分条件．

（３） 函数z＝ａｒｃｓｉｎ １
x
２＋y

２＋ｌｎ（１－x
２－y

２）的定义域为（　　）．
（Ａ） 空集； （Ｂ） ｛（x，y）│x ２＋y

２≤１｝；
（Ｃ） ｛（０，０）｝； （Ｄ） ｛（x，y）│x ２＋y

２＝１｝．
（４） 二元函数f（x，y）在点（x ０，y０）处两个偏导数fx（x ０，y０）及fy（x ０，y０）存在是f（x，y）在该点连

续的（　　）．
（Ａ） 充分而非必要条件； （Ｂ）必要而非充分条件；
（Ｃ） 充分必要条件； （Ｄ）既非充分又非必要条件．

（５） 设f（x，y）在点（x ０，y０）处的两个偏导数fx（x ０，y０）及fy（x ０，y０）存在，则（　　）．
（Ａ） f（x，y）在（x ０，y０）必连续； （Ｂ） f（x，y）在（x ０，y０）必可微；
（Ｃ） ｌｉｍ

x→x０
f（x，y）与ｌｉｍ

y→y０
f（x，y）都存在； （Ｄ） ｌｉｍ

x→x０
y→y０

f（x，y）存在．

（６） 二元函数f（x，y）＝
xy

x
２＋y

２，　（x，y）≠（０，０），
０，　　　（x，y）＝（０，０）

在点（０，０）处（　　）．
（Ａ）连续，偏导数存在； （Ｂ）连续，偏导数不存在；
（Ｃ）不连续，偏导数存在； （Ｄ）不连续，偏导数不存在．

（７） 设z＝f（x，y）可微，且f（x，x ２）＝ １２ ，fx（x，y）│y＝x
２＝ １

x
，则fy（x，y）│y＝x

２＝（　　）．
（Ａ） － １

x
２ ；　　　（Ｂ） １

x
２ ； （Ｃ） １２x ２；　　　　（Ｄ） － １２x ２．

（ ８） 设 f（x，y）是可微函数，且 f（０，０）＝０，fx（０，０）＝a，fy（０，０）＝b．令φ（t）＝f（t，f（t，t）），则
φ′（０）＝（　　）．
（Ａ） a；　　　（Ｂ） a＋b（a＋b）； （Ｃ） a＋１；　　　（Ｄ） a１－b

．
（９） 设E＝｛（x，y）│xy＞０｝，则E 是Ｒ

２ 中的（　　）．
（Ａ）开集；　　　　（Ｂ）闭集； （Ｃ）区域；　　　　（Ｄ）有界集．

３．求下列函数极限：
（１） ｌｉｍ

x→０
y→０
３－ ９＋xy

xy
；　　（２） ｌｉｍ

x→０
y→０

x
３＋y

３
x
２＋y

２；　　（３） ｌｉｍ
x→∞
y→∞

x＋y
x
２－xy＋y

２．
４．研究下列函数的连续性：

（１） f（x，y）＝
２xy

x
２＋y

２， x
２＋y≠０，

０， x
２＋y

２＝０．
　　　　（２） f（x，y）＝

xy

x
２＋y

２ ， x
２＋y

２≠０，
０， x

２＋y
２＝０．

（３） f（x，y）＝ xｓｉｎ １
y
， y≠０，

０， y＝０．
５．设z＝f（x，y）定义于点P ０（a，b）的某邻域内，试总结下列诸性质之间的蕴涵关系，并对其中不可

逆蕴涵者举反例说明．
（１） f 在P ０ 连续； （２）f 在P ０ 偏导数存在；
（３） f 在P ０ 可微； （４）f 的偏导数在P ０ 连续．
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６．由下列每一条件能否断定f（x，y）在（a，b）点有偏导数fx（a，b）？
（１） f（x，y）在点（a，b）沿x 轴正向和负向的方向导数存在且相等．
（２） f（x，y）在点（a，b）沿任何方向的方向导数存在．

７．设z＝f（x，y）满足方程x－az＝φ（y－bz），其中φ可微，a、b 为常数．求证：a 抄z抄x＋b
抄z抄y＝１．

８．证明函数u＝x
k
F （ z

x
， y

x
）满足方程x

抄u抄x＋y
抄u抄y＋z

抄u抄z＝ku，k 为常数．
９．设u＝yf（ x

y
）＋xg（ y

x
），其中f，g 具有二阶连续偏导数，求x

抄２u抄x２＋y
抄２u抄x抄y．

１０．设w＝F （x，y，z），z＝f（x，y），y＝φ（x），求ｄwｄx．
１１．设函数f（u）具有二 阶连续导数，而z＝f（ｅxｓｉｎy）满足方程抄２z抄x２＋抄

２
z抄y２＝ｅ２xz，求f（u）．

１２．设函数u＝f（x，y，z）有连续偏导数，y＝y（x）和z＝z（x）分别由方程ｅxy＝y 和ｅz＝xz 确定，求ｄuｄx．

１３．求由方程组

x＝uｃｏｓv，
y＝uｓｉｎv，
z＝v

所确定的函数z＝z（x，y）的所有二阶偏导数．

１４．设u＝（ x
y
）z，l与向量｛２，１，－１｝同向，求抄u抄l （１，１，１）．

１５．求u＝xy＋yz
３ 在点M （２，－１，１）处的梯度和在向量l＝｛２，２，－１｝方向的方向导数．

１６．设 f （ξ，η）具有连续的二阶偏导数，且满足拉普拉斯方程 抄２f抄ξ２ ＋抄
２
f抄η２ ＝０．证明：函数 z＝

f（x ２－y
２，２xy）也满足拉普拉斯方程抄２z抄x２＋抄

２
z抄y２＝０．

１７畅填空题：
（１） 函数z＝x

３＋y
３－３xy 的极小值为　　　．

（２） （０，０）点是函数z＝x
２－４xy＋５y２－１的极　　　点．

（３） 函数z＝xy 在条件x＋y＝１下的极大值为　　　．
（４） 在椭圆抛物面 z

c
＝x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ，z≤c的一段中，嵌入有 大体积的直角平行六面体，则该六面

体的尺寸长＝　 　，宽＝　 　，高＝　 　．
（５） 函数z＝３x ２＋３y２－x

３ 在闭区域D ：x ２＋y
２≤１６上的 小值是　　　．

（６） 当a＞０时，曲线
x
２＋y

２＋z
２＝４a２，

x
２＋y

２＝２ax
在点M （a，a， ２ a）处的切线方程为　　　，法平面方

程为　　　．
（７） 设F 为可微函数，a，b，c为非零常数，则由方程F （cx－az，cy－bz）＝０给出的曲面S 上任一

点处的法向量为n＝　　　　．
（８） 椭球面２x ２＋３y２＋z

２＝６在点P （１，１，１）处的切平面方程为　　　，法线方程为　　　畅
１８畅选择题（正确的答案只有一个）：
（１） 设z＝f（x，y）在点（x ０，y０）的某邻域内具有直到二阶的连续偏导数，则 f（x ０，y０）为函数的

极大值的充分条件是（　　）．
（Ａ） fx（x ０，y０）＝０，fy（x ０，y０）＝０；

·０２１· 工科数学分析（下）



（Ｂ） ［fxy（x ０，y０）］２－fxx（x ０，y０）fyy（x ０，y０）＜０；
（Ｃ） fx（x ０，y０）＝fy（x ０，y０）＝０，［fxy（x ０，y０）］２－fxx（x ０，y０）fyy（x ０，y０）＜０，fxx（x ０，y０）＞０；
（Ｄ） fx（x ０，y０）＝fy（x ０，y０）＝０，［fxy（x ０，y０）］２－fxx（x ０，y０）fyy（x ０，y０）＜０，fxx（x ０，y０）＜０．

（２） 已知矩形的周长是 ２p，将它绕其一边旋转而形成一个旋转体，当此旋转体的体积为 大

时，矩形两边的长分别为（　　）．
（Ａ） p３ ，２p３ ；　　　　（Ｂ） p２ ， p２ ；　　　　（Ｃ） p４ ，３p４ ；　　　　（Ｄ） ２p５ ，３p５ ．

（３） 设z＝f（x，y）＝x
４＋y

４－x
２－２xy－y

２，由fx（x，y）＝０及fy（x，y）＝０求得临界点M ０（０，０），
M １（１，１）及M ２（－１，１），则（　　）．
（Ａ）f（M ０）是极大值； （Ｂ）f（M １）与f（M ２）都是极大值；
（Ｃ）f（M ０）是极小值； （Ｄ）f（M １）与f（M ２）都是极小值．

（４） 平面 x３ ＋ y４ ＋ z５ ＝１和柱面 x
２＋y

２＝１ 的交线上与 xOy 平面距离 短的点的坐标为

（　　）．
（Ａ）（ ３５ ， ４５ ，３５１２）； （Ｂ）（ ４５ ， ３５ ，３５１２）；
（Ｃ）（－ ３５ ，－ ４５ ，８５１２）； （Ｄ）（－ ４５ ，－ ３５ ，８５１２）．

（５） 抛物线y
２＝４x 上与直线x－y＋４＝０相距 近的点是（　　）．

（Ａ） （０，０）；　　　　（Ｂ） （１，１）；　　　　（Ｃ） （１，２）；　　　　（Ｄ） （２，２ ２ ）．
（６） 曲线C ： x

２＋y
２＋z

２＝６
x＋y＋z＝０ 在点（１，－２，１）的切线一定平行于（　　）．

（Ａ）xOy 平面；　　（Ｂ）yO z 平面；　　（Ｃ）zO x 平面；　　（Ｄ）平面x＋y＋z＝０．
（７） 在曲线x＝t，y＝－t

２，z＝t
３ 的所有切线中，与平面x＋２y＋z＝４平行的切线（　　）．

（Ａ） 只有１条； （Ｂ） 只有２条； （Ｃ） 至少有３条； （Ｄ） 不存在．
（８）已知曲面z＝４－x

２－y
２ 上点P 处的切平面平行于平面２x＋２y＋z－１＝０，则点P 的坐标是

（　　）．
（Ａ） （１，－１，２）； （Ｂ） （－１，１，２）； （Ｃ） （１，１，２）； （Ｄ） （－１，－１，２）．

（９） 曲面３x ２＋y
２＋z

２＝１２上点M （－１，０，３）处的切平面与平面z＝０的夹角是（　　）．
（Ａ） π６ ； （Ｂ） π４ ； （Ｃ） π３ ； （Ｄ） π２ ．

（１０） 曲线C ：x＝aｅtｓｉｎt，y＝aｅtｃｏｓt，z＝aｅt 上任意一点处的切线与（　　）．
（Ａ） O z 轴形成定角； （Ｂ） O x 轴形成定角；
（Ｃ） Oy 轴形成定角； （Ｄ） 锥面x

２＋y
２＝z

２ 的各母线夹角相同．
１９畅求下列函数的极值：
（１） z＝３axy－x

３－y
３（a＞０）；　　　（２） z＝ｓｉｎx＋ｃｏｓy＋ｃｏｓ（x－y）　（０≤x，y≤ π２ ）．

２０．求由下列方程所确定的隐函数z＝z（x，y）的极值：
（１） z

２＋xyz－x
２－xy

２－９＝０；　 　（２） x
２＋y

２＋z
２－２x＋４y－６z－１１＝０．

２１．生物学家发现，某种植物的生长率是温室内的温度和湿度的函数．根据大量的实验数据，生物

学家认为，若温室内的温度为x，湿度为y（百分比），则植物的生长率g（x，y）由以下式子给出：
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g（x，y）＝－２x ２＋１９６x－３y２＋２４２y＋２xy－１６３６０，
其中７５≤x≤８５，５０≤y≤７５．试求使得植物保持 大生长率的温度和湿度，并求此 大生长率．

２２畅设有四个正数x，y，z，t，它们的积保持为常数，即xyzt＝c
４．证明：当x＝y＝z＝t＝c时，它们的和

u＝x＋y＋z＋t取 小值．
２３畅求曲线

z＝x
２＋y

２，
y＝ １

x

上到xOy 平面距离 近的点．

２４畅求a，b 的值，使得包含圆（x－１）２＋y
２＝１在其内部的椭圆x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ＝１（a＞０，b＞０，a≠b）有 小

的面积．
２５畅求函数z＝ １２ （xn＋y

n）在条件x＋y＝l（l＞０，n≥１）之下的极值，并证明：当a≥０，b≥０，n≥１时，
a＋ b２

n ≤ a
n ＋ b

n

２ ．
２６畅设x，y，z 为实数，且ｅx＋y

２＋│z│＝３．求证：ｅx
y
２│z│≤１．

２７．当x＞０，y＞０，z＞０时，求u（x，y，z）＝ｌｎx＋ｌｎy＋３ｌｎz 在球面x
２＋y

２＋z
２＝５R ２ 上的 大值，并

证明当a＞０，b＞０，c＞０时，有abc
３≤２７ a＋b＋c５

５．
２８畅证明：圆柱螺旋线x＝aｃｏｓt，y＝aｓｉｎt，z＝bt的切线与z 轴的夹角为常数．
２９畅在球面x

２＋y
２＋z

２＝R
２ 上求一条曲线，使其上每一点的法线与平面２x＋３y＋６z－１＝０的夹角

为３０°．
３０畅证明：函数F （x，y，z）在点P ０（x ０，y０，z０）的梯度向量是函数F （x，y，z）在点P ０ 的等位面的法向量．
３１畅求曲面x

２＋２y２＋３z２＝２１的平行于平面x＋４y＋６z＝０的各切平面．
３２畅求椭球面x

２＋２y２＋３z２＝２１上某处的切平面π，使平面π过已知直线L ：x－６２ ＝y－３１ ＝２z－１－２ ．
３３．设n 是曲面２x ２＋３y２＋z

２＝６在点P （１，１，１）处的指向外侧的法向量，求函数u＝ ６x ２＋８y２
z

在P

处沿方向n 的方向导数．
３４畅给定曲面F

x－a
z－c

，y－b
z－c

＝０（a，b，c 为常数），或由它确定的曲面z＝z（x，y），证明曲面的切平

面通过一个定点．
答案与提示

１畅（１） １２ （x ２－xy）；　（２） ０；　（３） ｛（x，y）│x＝０或y＝０或y＝x
２＋１｝；　（４） ２ ５ ；

（５） －２；　（６）－２xf′１－yf′２
２yf′１＋xf′２ ；　（７） i＋j；　（８） ｄx－ ２ ｄy；　 （９）λ′（t）a０，a０· r′（t）．

２．（１） （Ｄ）；　（２） （Ａ）；　（３） （Ａ）；　（４） （Ｄ）；　（５） （Ｃ）；　（６） （Ｃ）；　（７） （Ｄ）；　（８） （Ｂ）；　
（９） （Ａ）．

３．（１） － １６ ；　（２） ０；　（３） ０．
４．（１） f 在（０，０）点间断，在其他点连续；　（２） f 处处连续；
（３） x 轴上除原点外的任一点（x ０，０）均为f 的间断点，在其他点处f 连续．

·２２１· 工科数学分析（下）



５．（３）痴（１），（３）痴（２），（４）痴（３）．
６．（１） 不能断定，考虑f（x，y）＝│x│＋│y│在（０，０）点；
（２） 不能断定，考虑f（x，y）＝ x

２＋y
２在（０，０）点．

９畅０．
１０畅F x＋F yφ′（x）＋F z（fx＋fyφ′（x））．
１１．f（u）＝C １ｅu＋C ２ｅ－u，C １ 与C ２ 为任意常数．
１２畅ｄuｄx＝fx＋ y

２
１－xy

fy＋ z
xz－x

fz．
１３．zxx＝ｓｉｎ２v

u
２ ，zyy＝－ｓｉｎ２v

u
２ ，zxy＝－ｃｏｓ２v

u
２ ．

１４． １
６ ．

１５．－ １３ ．
１７畅（１） －１；　 （２） 小；　（３） １４ ；　（４） a２ ， b２ ， c２ ；　（５） －１６；
（６） 切线： x－a

－４ ２ a
＝z－ ２ a３a２ ，y＝０，法平面：z－ ２ ＝０；

（７） ｛cF′１，cF′２，－（aF′１＋bF′２）｝；　（８） 切平面：２x＋３y＋z－６＝０，法线：x－１２ ＝y－１３ ＝z－１．
１８．（１） （Ｄ）；　（２） （Ａ）；　（３） （Ｄ）；　（４） （Ｂ）；　（５） （Ｃ）；　（６） （Ｃ）；　（７） （Ｂ）；　（８） （Ｃ）；
（９） （Ｂ）；　（１０） （Ａ）．

１９畅（１） 极大值a
３；　（２） 极大值３ ３２ ．

２０．（１） 极小值２ ２ ，极大值－２ ２ ；　（２） 极小值－２，极大值８．
２１畅x＝８３，y＝６８时，gｍａｘ＝２（英寸／周）．
２３畅P １（１，１，２），P ２（－１，－１，２）．
２４．a＝ ３

２ ，b＝
３２ ．

２５．考虑z＝ １２ （xn＋y
n）在条件x＋y＝l（n＞１）下的 小值问题．

２６畅求f（x，y）＝ｅz
y
２（３－ｅz－y

２）在ｅz＋y
２≤３上的 大值．

２７畅利用拉格朗日乘数法．
２８．ｃｏｓφ＝ b

a
２＋b

２．
２９．x

２＋y
２＋z

２＝R
２，２x＋３y＋６z＝ ７２ R．

３１．x＋４y＋６z＝±２１．
３２．x＋２z＝７及x＋４y＋６z＝２１．
３３．１１７ ．
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第 ８ 章　重　积　分

　　在前面，我们将一元函数微分学推广到多元函数的情形．现在，我们将一元函数

的积分学也推广到多元函数的情形．本章将讨论二元函数 f （x，y）在某个平面区域 D

上的积分，以及三元函数f（x，y，z）在某个空间区域Ω上的积分，即二重积分与三重

积分的概念和计算方法．

８．１　二重积分的概念

在讨论一元函数的定积分概念时，我们是从求曲边梯形的面积这个问题开始的．
现在，对于二元函数 z＝f （x，y），（x，y）∈D ，D 是Ｒ

２ 中的闭区域，下面考虑如何求曲

顶柱体的体积的问题．
　　８．１．１　曲顶柱体的体积

所谓曲顶柱体，是指以 xOy 平面上的闭区域 D 为底，其侧面是以 D 的边界曲线为

准线、以平行于z 轴的直线为母线的柱面，而它的顶则是曲面z＝f（x，y）（见图８．１）．这
里假设函数f（x，y）在D 上连续，且f（x，y）≥０．这样一个曲顶柱体的体积怎样求呢？

图８．１

我们知道，平顶柱体的高是不变的，它的体积

可由下列公式给出：
体积 ＝ 高 × 底面积

但是曲顶柱体的高 z＝f （x，y）是变化的，所以它的

体积不能用上述公式来计算．回忆一下在曲边梯形

的面积问题中，我们采用了这样的途径解决困难：
先在局部上“以直代曲”，得到曲边梯形面积的近似

值；然后通过取极限，由近似值得到精确值．现在我

们也采用这种思想方法来求曲顶柱体的体积．
首先将闭区域 D 分割成 n 个小区域，记为

Δσ１，Δσ２，…，Δσn畅
同时用这些记号表示小区域的面积．以小区域Δσi（i＝１，２，…，n）的边界曲线为准线、
以平行于z 轴的直线为母线作柱面，就可把给定的曲顶柱体分割成n 个细长的小曲顶

柱体．由于曲顶的高度z＝f（x，y）是连续变化的，故当小区域Δσi 充分小时，小区域内

各点处高度的变化也很小．这样可以在Δσi 中任意取一点（ξi，ηi），以这点处的高度

f（ξi，ηi）作一个以Δσi 为底的小平顶柱体，这个小平顶柱体的体积就是该小曲顶柱体



图８．２

的体积的近似值（见图 ８．２），于是，就可用 n 个细长的平顶

柱体体积的总和，近似地代替曲顶柱体的体积 V ，即
V ≈钞n

i＝１
f（ξi，ηi）Δσi畅

　　很显然，当小区域Δσi 的图形越来越小时，上式的近似

程度越高，为了刻划Δσi 的图形越来越小这件事，引进闭区

域的直径的概念．一个闭区域的直径是指该区域上任意两

点间距离的 大者，如小区域Δσi 的直径就是

d i＝ ｍａｘ
P ，Q ∈Δσ

i

‖P － Q‖畅
当d i→０时，不仅Δσi 的面积趋于零，而且小区域Δσi 收缩成

一点，令
λ＝ ｍａｘ１≤ i≤ n

｛d i｝，
则通过对λ→０取极限，就可得到曲顶柱体体积 V 的精确值：

V ＝ ｌｉｍλ→０钞
n

i＝１
f（ξi，ηi）Δσi．

　　８．１．２　平面区域内昆虫群体的总量

假设平面闭区域 D 内分布有某种昆虫，昆虫群体的密度为f（x，y）．求 D 内昆虫

的总量．假定密度函数在 D 上连续，取正值．
如果昆虫的群体密度是常数（即均匀分布），那么昆虫的总量可以用公式

总量 ＝ 密度 × 面积

来计算．现在密度不是常数，而是变化的．我们把区域 D 任意分成 n 个小区域Δσi（i＝
１，２，…，n），并且Δσi 也表示小区域的面积．在每个Δσi 上任取一点（ξi，ηi），并用这点的

密度 f（ξi，ηi）来代替小区域Δσi 上各点的密度，换句话说，可以认为Δσi 上的昆虫分布

近似于均匀分布．这样就得到了昆虫总量 M 的近似值：
M ≈钞n

i＝１
f（ξi，ηi）Δσi．

设λ如前所述，则区域 D 上昆虫总量的精确值为

M ＝ ｌｉｍλ→０钞
n

i＝１
f（ξi，ηi）Δσi畅

　　我们看到，上面两个问题的实际意义是完全不同的，但解决问题的思路是相同

的，并且 后表达曲顶柱体的体积、昆虫总量的数学表达式也极其相似，即都是求某

个和式的极限．因此，可以从这类问题抽象出它们共同的数学本质，得到二重积分的

概念．
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　　８．１．３　二重积分的定义

设 D 是Ｒ
２ 中的有界闭区域，函数f（x，y）在D 上定义．把D 任意分割成n 个小区

域Δσi（i＝１，２，…，n），且Δσi 也表示小区域的面积．在每个小区域Δσi 上任取一点（ξi，
ηi）（i＝１，２，…，n），若极限

ｌｉｍλ→０钞
n

i＝１
f（ξi，ηi）Δσi

存在，则称极限值为函数 f（x，y）在闭区域 D 上的二重积分（其中λ表示Δσi 的直径 d i

中的 大者），记作

簇
D

f（x，y）ｄσ畅
称 f （x，y）为被积函数，称 D 为积分区域，x、y 称为积分变量，ｄσ称为面积元素，
f（x，y）ｄσ称为被积表达式，钞n

i＝１
f（ξi，ηi）Δσi 称为积分和（或黎曼和）．这时我们说f（x，y）

在D 上是可积的．
在上面的定义中，对闭区域 D 的分割是任意的．在直角坐标系下，如果用平行于

坐标轴的直线网来划分 D ，那么除了包含边界点的一些小闭区域外，其余的小闭区域

图８．３

都是矩形闭区域（见图 ８．３）．设矩形闭区域Δσi 的边长为

Δx i 和Δyi，则
Δσi＝ Δx iΔyi畅

因此，在直角坐标系中，有时也把面积元素ｄσ记作ｄxｄy，
而二重积分记为

簇
D

f（x，y）ｄxｄy，
其中 ｄxｄy 称为直角坐标系中的面积元素．

在这里不加证明地指出以下两点．
（１） 若函数f（x，y）在闭区域D 上连续，则f（x，y）在

D 上是可积的．
（２） 若f（x，y）在闭区域D 上除去有限条线及有限个点外连续，并在D 上有界，则

f（x，y）在 D 上也是可积的．
　　８．１．４　二重积分的性质

设 f（x，y）和 g（x，y）是闭区域 D 上的可积函数，则有以下性质成立．
（１）簇

D

kf（x，y）ｄσ＝ k簇
D

f（x，y）ｄσ　（k 为常数）．

·６２１· 工科数学分析（下）



（２）簇
D

［f（x，y）± g（x，y）］ｄσ＝簇
D

f（x，y）ｄσ±簇
D

g （x，y）ｄσ．
（３） 设D ＝D １∪D ２，且D １ 与D ２ 除边界外无公共点（见图８．４），则二重积分具有可

图８．４

加性：
簇

D

f（x，y）ｄσ＝簇
D １

f（x，y）ｄσ＋簇
D ２

f（x，y）ｄσ．
　　（４） 若在 D 上有 f（x，y）≤g（x，y），则

簇
D

f（x，y）ｄσ≤簇
D

g（x，y）ｄσ．
　　（５） 设 M 、m 分别是连续函数在闭区域 D 上的 大值和

小值，σ是 D 的面积，则有

m σ≤簇
D

f（x，y）ｄσ≤ M σ畅 （８．１．１）
这个性质可由性质（４）推得．

（６） （二重积分的中值定理）　设f（x，y）在闭区域D 上连续，σ是D 的面积，则在

D 上至少存在一点（ξ，η），使得

簇
D

f（x，y）ｄσ＝ f（ξ，η） ·σ畅 （８．１．２）
　　下面只证明性质（６）畅

证　将性质（５）中的不等式（８．１．１）各除以σ，得
m ≤ １σ簇

D

f（x，y）ｄσ≤ M 畅
根 据连续函数的介值定理（参见第 ７ 章 ７．２．３ 的定理 ７．２．２），在 D 上必存在一点

（ξ，η），使得

１σ簇
D

f（x，y）ｄσ＝ f（ξ，η），
即公式（８．１．２）成立． □

这个性质表明，当曲顶柱体竖坐标连续变化时，曲顶柱体的体积等于以某一竖坐

标为高的同底平顶柱体的体积．f（ξ，η）称为f（x，y）在 D 上的平均高度．

习　题　８．１
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么叫曲顶柱体？ 它的体积怎样求？
（２） 二重积分的概念是怎样的？
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（３） 二重积分有哪些重要性质？
２畅设有一平面薄片，它占有xOy 平面上的闭区域D ，在D 上的每点（x，y）处的面密度为ρ（x，y），其

中ρ（x，y）是D 上的连续正值函数，试利用本节所介绍的求曲顶柱体体积的思想及方法，求这块

平面薄片的质量．
３畅试对下列二重积分给出几何上或物理上的一种解释：设D 是平面闭区域，
（１）簇

D

１ｄσ；　　　　　　　（２）簇
D

ρ（x，y）ｄσ， ρ（x，y）为密度；
（３）簇

D

f（x，y）ｄσ， f（x，y）为曲面上点的竖坐标畅
４畅根据二重积分的几何意义，说明下列积分值是大于零，还是小于零，还是等于零：
（１） 簇

│x│≤１│y│≤１
（１ ＋ x）ｄσ；　　　　 （２） 簇

│x│≤１│y│≤１
（x － １）ｄσ；　　　　（３） 簇

x
２＋y

２≤１
xｄσ；

（４） 簇
x
２＋y

２≤１
x
２ｄσ； （５） 簇

x
２＋y

２≤１
xyｄσ； （６） 簇

│x│≤１０≤y≤１
yｄσ畅

（Ｂ）
１畅设f（x，y）在闭区域D 上连续，证明： 簇

D

f（x，y）ｄσ≤簇
D

│f（x，y）│ｄσ畅
２畅根据二重积分的性质，比较下列积分的大小：
（１）簇

D

（x ＋ y）２ｄσ与簇
D

（x ＋ y）３ｄσ，其中D 是由圆周（x－２）２＋（y－１）２＝２所围成的闭区域；
（２）簇

D

ｌｎ（x ＋ y）ｄσ与簇
D

［ｌｎ（x ＋ y）］２ｄσ，其中D 是矩形闭区域；３≤x≤５，０≤y≤１畅

答案与提示

（Ａ）
３畅（１） 平面区域D 的面积；　（２） 平面薄片D 的质量；
（３） 曲顶柱体的体积，曲顶是曲面z＝f（x，y），底是平面区域D．

４畅（１） 大于零；　（２） 小于零；　（３） 等于零；　（４） 大于零；　（５） 等于零；　（６） 大于零．
（Ｂ）

２畅（１）簇
D

（x ＋ y）２ｄσ≤簇
D

（x ＋ y）３ｄσ；　　　（２）簇
D

ｌｎ（x ＋ y）ｄσ＜簇
D

［ｌｎ（x ＋ y）］２ｄσ．

８．２　二重积分的计算

要想从定义出发来计算二重积分是非常困难的．本节将给出一种计算方法，它将

把二重积分化为依次运算的两个定积分．
　　８．２．１　矩形区域上的二重积分

首先考虑一种较简单的情形，即积分区域 D 是矩形区域：

·８２１· 工科数学分析（下）



D ＝ ｛（x，y）│a ≤ x ≤ b，c≤ y ≤ d｝ ≡ ［a，b；c，d］畅
　　设函数z＝f（x，y）在D 上连续、非负．由二重积分的几何意义知，以曲面z＝f（x，
y）为顶、以矩形 D 为底的曲顶柱体的体积为

V ＝簇
D

f（x，y）ｄσ畅 （８．２．１）
　　另一方面，令 A （x）表示用垂直于 x 轴的平面去截曲顶柱体所得的截面面积（见

图８．５

图 ８．５）．根据第 ４章 ４．８节中的由已知平面截面面积求体积

的公式，V 又可通过公式

V ＝∫b

a
A （x）ｄx （８．２．２）

来计算．而面积 A （x）又可表示为下列定积分：
A （x） ＝∫d

c
f（x，y）ｄy畅 （８．２．３）

注意，在（８．２．３）式的积分中，x 始终是固定的．这样一来，由
（８．２．１）、（８．２．２）、（８．２．３）式即可得

簇
D

f（x，y）ｄσ＝ V ＝∫b

a
A （x）ｄx ＝∫b

a
［∫d

c
f（x，y）ｄy］ｄx． （８．２．４）

　　当然，也可以用垂直于 y 轴的平面去截这个曲顶柱体，同样可得到以下的公式：
簇

D

f（x，y）ｄσ＝∫d

c
［∫b

a
f（x，y）ｄx］ｄy畅 （８．２．５）

称∫b

a
［∫d

c
f（x，y）ｄy］ｄx 和∫d

c
［∫b

a
f（x，y）ｄx］ｄy 为二次积分（或累次积分）畅通常把方括

号去掉而把二次积分写成

　　簇
D

f（x，y）ｄσ＝∫b

a
ｄx∫d

c
f（x，y）ｄy ＝∫d

c
ｄy∫b

a
f（x，y）ｄx． （８．２．６）

请注意，公式（８．２．６）对可积函数 f（x，y）也成立畅
例 ８．２．１　求簇

D

（x＋y
２）ｄσ，其中 D ＝［０，１；０，３］畅

解　利用公式（８．２．４），有
簇

D

（x ＋ y
２）ｄσ＝∫１０∫３０（x ＋ y

２）ｄy ｄx ＝∫１０ xy ＋ y
３

３ │３０ｄx
＝∫１０（３x ＋ ９）ｄx ＝ ３２ x

２ ＋ ９x │１０ ＝ ２１２ ． □

　　８．２．２　一般区域上的二重积分

下面考察两类简单的非矩形区域的情形．
（１） x唱型区域
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若闭区域 D 可用不等式

φ１（x） ≤ y ≤ φ２（x），　a ≤ x ≤ b

表示，则称 D 为 x唱型区域（见图 ８．６）畅
设函数 f（x，y）在 D 上连续，则有以下的公式成立：

簇
D

f（x，y）ｄσ＝∫b

a
ｄx∫φ２（x ）

φ１（x ）f（x，y）ｄy畅 （８．２．７）

图８．６ 图８．７
　　公式（８．２．７）推导如下：取闭矩形 R＝［a，b；c，d］，使得 D 炒R （见图８．７），作辅助

函数

F （x，y） ＝ f（x，y）， 　（x，y） ∈ D ，
　０，　 　（x，y） ∈ R － D ．

则 F （x，y）是矩形区域 R 上的可积函数，故由公式（８．２．６），有
簇

R

F （x，y）ｄσ＝∫b

a
ｄx∫d

c
F （x，y）ｄy畅

而 ∫d

c
F （x，y）ｄy ＝∫φ１（x ）

c
F （x，y）ｄy ＋∫φ２（x ）

φ１（x ）F （x，y）ｄy ＋∫d

φ２（x ）F （x，y）ｄy
＝∫φ２（x ）

φ１（x ）f（x，y）ｄy，
又 簇

R

F （x，y）ｄσ＝簇
D

f（x，y）ｄσ，
故得 簇

D

f（x，y）ｄσ＝∫b

a
ｄx∫φ２（x ）

φ１（x ）f（x，y）ｄy畅
　　（２） y唱型区域

当闭区域 D 可用不等式

ψ１（y） ≤ x ≤ ψ２（y），　c≤ y ≤ d

表示时，称 D 为 y唱型区域（见图 ８．８）．与公式（８．２．７）类似，这时有公式

簇
D

f（x，y）ｄσ＝∫d

c
ｄy∫φ２（y ）

φ１（y ）f（x，y）ｄx畅 （８．２．８）
当函数 f（x，y）是可积函数，且在区域 D 内有一些间断线和间断点时，上面化二
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次积分的公式仍然成立，不再作详细的讨论．

图８．８ 图８．９
若 D 不是上述两类简单区域，可以用平行于坐标轴的直线将 D 划分为几个 x唱型

区域或 y唱型区域（见图 ８．９）畅
现在进一步分析x唱型区域和y唱型区域的特点．先看x唱型区域，其特点是，上、下边

为两条曲线，左、右边为两直线段（两者都可退化成一点）．作一条平行于 y 轴的直线

L ，则 L 与 D 的上、下边界各有一个交点，下面的交点叫做穿入点，上面的交点叫穿出

点．所有穿入点构成穿入边，所有穿出点构成穿出边．在公式（８．２．７）中，先对 y 求内

层积分，就是从穿入边 y＝φ１（x）积到穿出边 y＝φ２（x）；再对 x 求外层积分，就是从

左点 x＝a 积到 右点 x＝b（参看图８．６）．
对于y唱型区域，其特点是，左、右边为两条曲线，上、下边为直线段（两者都可能退

化成一点）．作平行于x 轴的直线L ，则L 与D 的左边界的交点构成穿入边，与D 的右

边界的交点构成穿出边．因而在公式（８．２．８）中，先对 x 的内层积分，是从穿入边 x＝
ψ１ （y）积到穿出边 x＝ψ２（y），而对 y 的外层积分则是从 下点 y＝c 积到 上点 y＝d

（参看图 ８．８）．
认清上述几何特征有助于迅速地把一个二重积分化为二次积分来计算．
例８．２．２　求I＝簇

D

１２ （２－ x－ y）ｄσ，其中D 由直线y＝x 与抛物线y＝x
２ 围成．

解　首先画出积分区域D 的草图（见图８．１０）．经过观察发现，D 既可看作x唱型区

域，又可看作 y唱型区域．如果看作 x唱型区域，就画一条平行于 y 轴的直线 L 穿过区域

D ，找出穿入边为y＝x
２，穿出边为y＝x．而D 的 左点对应于x＝０， 右点对应于x＝

１．因此，I 可化为下列二次积分计算：
I＝∫１０ｄx∫x

x
２
１２ （２ － x － y）ｄy ＝∫１０ y － xy２ － y

２

４ │y＝ x

y＝ x ２ｄx
＝∫１０ x － ７４ x

２ ＋ １２ x
３ ＋ １４ x

４ ｄx ＝ １１１２０畅
　　若把 D 看作 y唱型区域，则积分化为
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I＝∫１０ｄy∫ y

y

１２ （２ － x － y）ｄx ＝ １１１２０畅 □

图８．１０ 图８．１１ 图８．１２
　　例８．２．３　设有一块三角形的平面薄片（见图８．１１），其面密度为ρ（x，y）＝ｅy

２，求
它的质量

M ＝簇
D

ρ（x，y）ｄσ畅
　　解　D 可以表示为

０ ≤ x ≤ ２，　 x２ ≤ y ≤ １畅
即为 x唱型区域，因此

M ＝∫２０ｄx∫１x／２ｅy ２ｄy畅
遗憾的是微积分基本定理在这里不能用，因为 ｅy

２
是积不出来的．所以必须换一个次

序来积分．把 D 看作 y唱型区域：
D ：０ ≤ y ≤ １，　０ ≤ x ≤ ２y畅

则 M ＝∫１０ｄy∫２y

０ ｅy ２ｄx ＝∫１０（xｅy ２）│x＝２y

x＝０ ｄy ＝∫１０ｅy ２２yｄy ＝ ｅy ２│１０ ＝ ｅ － １畅 □
　　由此可见，合理地安排二次积分的积分次序是十分重要的．安排得不好，不仅会

使计算更加麻烦，而且有时根本就算不出来．
例８．２．４　设D 是由x

２＋y
２＝４与y＝－x

２＋１，y＝x
２－１（│x│≤１）所围成的区域，

计算二重积分

I＝簇
D

（x ２ ＋ y）ｄσ畅
　　解　首先画出区域 D 的草图（见图 ８．１２）．然后作平行于y 轴的直线L ，L 与D 的

边界的交点，有的地方是四个，有的地方是两个，因此 D 不是简单区域，为此，用直线

x＝－１，x＝１将 D 分成四个简单区域（见图 ８．１２）：
D １：　１ ≤ x ≤ ２， － ４ － x

２ ≤ y ≤ ４ － x
２ ；
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D ２： － ２ ≤ x ≤－ １， － ４ － x
２ ≤ y ≤ ４ － x

２ ；
D ３： － １ ≤ x ≤ １， － ４ － x

２ ≤ y ≤ x
２ － １；

D ４： － １ ≤ x ≤ １， － x
２ ＋ １ ≤ y ≤ ４ － x

２畅
于是有 簇

D

（x ２ ＋ y）ｄσ＝钞４
i＝１簇

D
i

（x ２ ＋ y）ｄσ畅
这样就可以逐步计算出来．但这个做法不是太好．由于被积函数和积分区域具有对称

性，可以利用对称性将积分先化简，然后再进行计算．
因 D 关于 x 轴对称，即当（x，y）∈D 时， 同时必有（x，－y）∈D ，而被积函数当 y

换成－y 时，相差一个符号，故积分

簇
D

yｄσ＝ ０畅
又D 关于x 轴、y 轴对称，被积函数x

２，将x 换成－x，y 换成－y 时，被积函数形式保持

不变，故积分可化为 D 在第一象限部分区域上的积分．令
D
倡 ＝ ｛（x，y）│（x，y） ∈ D ，x ≥ ０，y ≥ ０｝，

则

I＝簇
D

（x ２ ＋ y）ｄσ＝ ４簇
D
倡

x
２ｄσ＝ ４∫１０ｄx∫４－ x ２

１－ x ２ x
２ｄy ＋ ４∫２１ｄx∫４－ x ２

０ x
２ｄy

＝４∫２０ｄx∫４－ x ２

０ x
２ｄy － ４∫１０ｄx∫１－ x ２

０ x
２ｄy ＝ ４∫２０x ２ ４ － x

２ｄx － ４∫１０x ２（１ － x
２）ｄx

＝６４∫π／２０ ｓｉｎ ２tｃｏｓ２tｄt－ ４∫１０x ２（１ － x
２）ｄx ＝ ４π－ ８１５畅 □

　　８．２．３　利用极坐标计算二重积分

回忆一下，在定积分的计算中，主要的困难来自被积函数，而我们克服困难的一

个重要方法就是变量代换——换元法，这种方法可以化简被积函数，从而较方便地求

出定积分．在计算二重积分时，困难就来自两个方面．一方面是被积函数，另一方面就

是积分区域是多种形状的．克服这些困难的思路仍然是作适当的变换．当积分区域的

边界由圆弧段及射线组成时，用极坐标变换往往可将区域化简．
考察二重积分

I＝簇
D

f（x，y）ｄσ，
其中 D 由射线 θ＝α，θ＝β及方程 r＝r１ （θ）、r＝r２ （θ）所表示的曲线围成（见图 ８．１３
（ａ））．采用微元法进行分析．

首先，用以极点为中心的一族同心圆（r＝常数）和自极点出发的一族射线（θ＝常
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图８．１３
数）把区域 D 分割成若干个小区域．然后取出其中一个小区域Δσ作代表．Δσ由半径

为r 和r＋ｄr 的圆弧段、极角为θ和θ＋ｄθ的射线段所围成（见图８．１３（ｂ））．在这里，把
曲的圆弧段近似地看作直线段，把相交的射线段近似地看作平行的射线段，所以小区

域Δσ的面积的主要部分，等于以 rｄθ为长、以 ｄr 为宽的小矩形面积，即
Δσ≈ ｄσ＝ rｄθｄr（面积微元）．

因而在极坐标变换 x＝rｃｏｓθ，　y＝rｓｉｎθ
之下，有 f（x，y）ｄσ＝ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）rｄθｄr，
从而有 I＝簇

D

f（x，y）ｄσ＝簇
D

f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）rｄθｄr畅
由于在直角坐标系中，簇

D

f（x，y）ｄσ常写作簇
D

f（x，y）ｄxｄy，因此上式又写作

　簇
D

f（x，y）ｄxｄy＝簇
D

f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）rｄθｄr＝∫βαｄθ∫r２（θ）

r１（θ）
f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）rｄr畅 （８．２．９）

　　简单地归纳一下上述的步骤．把二重积分簇
D

f（x，y）ｄxｄy 化为极坐标系下的二

重积分时，
① 把 f（x，y）中的 x 和 y 分别换成 rｃｏｓθ和 rｓｉｎθ，把 ｄxｄy 换成 rｄθｄr；
② 用极坐标刻划积分区域 D ：
或者 α≤θ≤β，　r１（θ）≤r≤r２（θ），
或者 a≤r≤b，　θ１（r）≤θ≤θ２（r）；
③ 计算

∫βαｄθ∫r２（θ）

r１（θ）
f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）rｄr　 或 　∫b

a
ｄr∫θ２（r）

θ１（r）f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）rｄθ畅

　　例 ８．２．５　设 D 为圆域：x ２＋y
２≤a

２，计算积分 I＝簇
D

ｅ－（x ２＋ y ２）ｄxｄy．
　　解　由极坐标变换得
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I＝簇
D

ｅ－（x ２＋ y ２）ｄxｄy ＝ 簇
０≤θ≤２π
０≤ r≤ a

ｅ－ r２
rｄθｄr＝∫２π０ ｄθ∫a

０ｅ－ r２
rｄr

＝∫２π０ ［－ １２ ｅ－ r
２］

a

０
ｄθ ＝ π（１ － ｅ－ a

２）畅 □
　　我们知道，在直角坐标系下，积分∫ｅ－ x ２ｄx 不能用初等函数表示，因此是积不出

来的．而用极坐标时，面积元素 rｄθｄr 中的因子 r 帮了很大的忙，使被积函数变成了

ｅ－ r
２· r 的形式，从而可以算出积分来．可见不同的坐标系各有其不同的用处．
例 ８．２．６　求 I＝簇

D

x
２ ＋ y

２ｄxｄy ，其中D 是由曲线（x－a）２＋y
２＝a

２（y＞０），
（x－２a）２＋y

２＝４a２（y＞０）和直线 y＝x 围成的区域畅
解　画出 D 的图形（见图 ８．１４）．在极坐标系下，D 的边界曲线的方程为

r＝ ２aｃｏｓθ，　r＝ ４aｃｏｓθ，　θ＝ π４ 畅

于是有 I＝簇
D

x
２ ＋ y

２ｄxｄy ＝簇
D ′

r · rｄθｄr＝∫π
２
π
４
ｄθ∫４aｃｏｓθ

２aｃｏｓθr
２ｄr

＝ １３∫π
２
π
４

r
３│４aｃｏｓθ
２aｃｏｓθ ｄθ ＝ ５６３ a

３∫π
２
π
４
ｃｏｓ３θｄθ＝ １１２ － ７０ ２９ a

３畅 □

图８．１４ 图８．１５
　　例 ８．２．７　求双纽线（x ２＋y

２）２＝２a２（x ２－y
２）所围区域 D 的面积．

解　在极坐标系下，双纽线的方程为

r
２ ＝ ２a２ｃｏｓ２θ畅

画出 D 的图形（见图 ８．１５），利用对称性，只须考虑区域

D １：０ ≤ θ≤ π４ ，　０ ≤ r≤ a ２ｃｏｓ２θ畅
D 的面积＝ ４簇

D １
ｄxｄy ＝ ４∫π／４０ ｄθ∫a ２ｃｏｓ２θ

０ rｄr＝ ４∫π／４０ １２ r
２│a ２ｃｏｓ２θ

０ ｄr

＝ ２∫π／４０ ２a２ｃｏｓ２θｄθ＝ ２a２． □
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　　８．２．４　二重积分的一般换元法

现在我们考虑一般的换元法，设函数

x ＝ x（u，v），　y ＝ y（u，v） （８．２．１０）
在uv 平面的某区域D ′内具有对u，v 的连续偏导数，当（u，v）在D ′上变动时，对应于xy

平面上的点（x，y）在区域 D 上变动．又设（８．２．１０）式给出了区域 D 和 D ′之间的一一

对应，并且在 D ′上雅可比行列式

J ＝ 抄（x，y）抄（u，v） ≠ ０．
　　把区域 D ′划分成若干个小矩形，其中的一个代表记作 D ′i，它的两边长分别为Δu

和Δv，左下角顶点的坐标为（u，v）（见图８．１６）．xy 平面内对应的有一个曲边四边形

D i， 如果选取Δu，Δv 充分地小，那么通过局部线性化，D i 将近似于一个平行四边形．
当然，一般地，D i 的边长不再是Δu 和Δv，D i 的面积也不是ΔuΔv．

图８．１６
由第 ６章 ６．２．３知，以向量 a、b 为邻边的平行四边形的面积等于│a×b│．若我们

能设法将D i 的边以向量的形式写出来，就可以求出D i 的面积，由对应的关系，曲边四

边形 D i 的三个顶点坐标分别为（x （u，v），y （u，v）），（x （u＋Δu，v），y （u＋Δu，v）），
（x（u，v＋Δv），y（u，v＋Δv））（见图 ８．１６），因此由 D i 所形成的向量为

a ＝［x（u ＋ Δu，v） － x（u，v）］i＋ ［y（u ＋ Δu，v） － y（u，v）］j＋ ０k
≈ 抄x抄uΔu i＋ 抄y抄uΔu j＋ ０k．

类似地有 b≈ 抄x抄vΔv i＋ 抄y抄vΔv j＋ ０k．
计算向量的叉积可得

D i 的面积 ≈│a × b│≈ 抄x抄uΔu
抄y抄vΔv － 抄x抄vΔv

抄y抄uΔu

＝ 抄x抄u 抄y抄v － 抄x抄v 抄y抄u ΔuΔv ＝ 抄（x，y）抄（u，v） ΔuΔv ＝ │J│ΔuΔv，
于是有 D i 的面积 ≈ │J│ΔuΔv．

·６３１· 工科数学分析（下）



　　现在利用变量代换来计算二重积 分簇
D

f（x，y）ｄxｄy．为此，考虑把D 划分为D i 的

黎曼和：
簇

D

f（x，y）ｄxｄy ≈∑
i

f（x i，yi） · （D i 的面积） ≈∑
i

f（x i，yi） ·│J│ΔuΔv．
由于 xOy 平面上的每个点（x i，yi）都对应于 uO v 平面上的某个点（ui，vi），所以这个和

又可写为

∑
i

f（x（ui，vi），y（ui，vi）） ·│J│ΔuΔv，
这是关于变量 u、v 的黎曼和，当Δu、Δv 趋于零时，即得

簇
D

f（x，y）ｄxｄy ＝簇
D ′

f（x（u，v），y（u，v）） 抄（x，y）抄（u，v） ｄuｄv． （８．２．１１）
这就是二重积分的一般换元公式．

由前面的推导可以看到

│J│＝ ｄxｄyｄuｄv ≈
D i 的面积
D ′i 的面积

因此雅可比行列式的绝对值│J│＝ 抄（x，y）抄（u，v） 是变换（８．２．１０）式在某点的面积伸缩系

数．可以验证，对极坐标变换x＝rｃｏｓθ，y＝rｓｉｎθ，其雅可比行列式
抄（x，y）抄（r，θ）＝r．这是因为

抄（x，y）抄（r，θ） ＝
ｃｏｓθ － rｓｉｎθ
ｓｉｎθ 　rｃｏｓθ ＝ rｃｏｓ ２θ ＋ rｓｉｎ２θ ＝ r．

　　例 ８．２．８　求椭圆
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＝１的面积．

解　令x＝au，y＝bv，则xy 平面上的椭圆
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＝１对应于uv 平面上的圆u

２＋v
２

＝１．变换的雅可比行列式为

J ＝ a ０
０ b

＝ ab．
于是有 xy唱椭圆的面积 ＝簇

D

１ｄxｄy ＝簇
D ′

abｄuｄv ＝ ab簇
D ′
ｄuｄv

＝ab · （uv唱圆的面积） ＝ πab． □

习　题　８．２
（Ａ）

１畅将簇
D

f（x，y）ｄσ化为二次积分，其中 D 为： （ａ）如图８．１７所示，（ｂ）如图８．１８所示．
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图８．１７ 图８．１８
２畅在下列各题中，对二重积分 I＝簇

D

f（x，y）ｄxｄy 按所给的区域D 依两个不同的顺序安置积分的

上、下限．
（１） D ：以O （０，０），A （１，０），B （１，１）为顶点的三角形；
（２） D ：圆x

２＋y
２≤a

２；
（３） D ：以O （０，０），A （２，１），B （－２，１）为顶点的三角形；
（４） D ：圆x

２＋y
２≤y；

（５） D ：由曲线y＝x
２ 与y＝１围成．

３畅计算下列二重积分：
（１）簇

D

x ＋ yｄσ，其中 D 是矩形区域：０ ≤ x ≤ １，０ ≤ y ≤ ２；
（２）簇

D

（５x ２ ＋ １）ｓｉｎ３yｄσ，其中 D ： － １≤ x ≤ １，０ ≤ y ≤ π３ ；
（３）簇

D

（２x ＋ ３y）２ｄσ，其中 D 是以（－ １，０），（０，１）和（１，０）为顶点的三角形区域．
４畅计算下列重积分：
（１）∫２０ｄx∫x

０ｅx２ｄy；　（２）∫４１ｄy∫y

y
x
２
y
３ｄx； 　（３）∫２１ｄy∫y

０ｅx＋yｄx；　（４）∫１０ｄx∫x

０yｓｉｎπxｄy畅
５畅在下列积分中先交换积分的次序，然后算出积分值：
（１）∫１０ｄy∫１yｅx

２ｄx；　　（２）∫３０ｄy∫９y２yｓｉｎ（x ２）ｄx； 　　（３）∫１０ｄy∫１ y
２ ＋ x

３ｄx；
（４）∫０－４ｄx∫２x＋８０ （８ － y） １３ ｄy ＋∫４０ｄx∫－２x＋８０ （８ － y） １３ ｄy畅
（提示：先画出积分区域的图形）

６畅求I＝簇
D

│y － x
２│ｄσ，其中 D ： － １≤ x ≤ １，０ ≤ y ≤ １畅

７畅求I＝簇
D

│xy│ｄσ，其中 D ：x ２ ＋ y
２ ≤ a

２畅
８．求I＝簇

D

ｓｉｎy
y
ｄxｄy，D 由 y

２ ＝ x 及 y ＝ x 围成．
９畅在怎样的情况下，当变换为极坐标之后，积分的限是常数？
１０畅利用极坐标计算下列二重积分：
（１）簇

D

ｅx２＋y２ｄσ，　D ：x ２ ＋ y
２ ≤ ４；　　　（２）∫１０ｄx∫１－x２

０ x
３ｄy；

·８３１· 工科数学分析（下）



（３）簇
D

ｌｎ（１＋x
２ ＋y

２）ｄσ，其中D 是由圆周x
２＋y

２＝１及坐标轴所围成的在第一象限内的闭区域；
（４）簇

D

ａｒｃｔａｎ y
x
ｄσ，其中 D 是由圆周 x

２ ＋ y
２ ＝ ４，x ２ ＋ y

２ ＝ １及直线 y ＝ ０，y ＝ x 所围成的

在第一象限内的闭区域．
１１畅下列等式是否成立，请说明理由，其中D ：x ２＋y

２≤１；D １：x ２＋y
２≤１，x≥０，y≥０．

（１）簇
D

xｌｎ（x ２ ＋ y
２）ｄσ＝ ０；　　　 （２）簇

D

１ － x
２ － y

２ｄσ＝ ４簇
D １

１ － x
２ － y

２ｄσ；

（３）簇
D

xyｄσ＝ ４簇
D １

xyｄxｄy； （４）簇
D

│xy│ｄσ＝ ４簇
D １

xyｄσ．
（Ｂ）

１畅求簇
D

（x ２ － y
２）ｄσ，其中 D ：０ ≤ y ≤ ｓｉｎx，０ ≤ x ≤π畅

２畅画出积分区域，把积分簇
D

f（x，y）ｄxｄy 表示为极坐标形式的二次积分，其中积分区域D 是：
（１） x

２＋y
２≤a

２（a＞０）；　　　　　　（２） x
２＋y

２≤２x；
（３） a

２≤x
２＋y

２≤b
２（０＜a＜b）； （４） ０≤y≤１－x，０≤x≤１畅

３畅将下列积分变换为极坐标下的二次积分：

（１）∫１０ｄx∫１０f（x，y）ｄy；　　　（２）∫１０ｄx∫１－x
２

１－x
f（x，y）ｄy；　　　（３）∫２０ｄx∫３ x

x
f（ x

２ ＋ y
２）ｄy．

４畅利用极坐标计算二重积分：∫１０ｄx∫x

０ x
２ ＋ y

２ｄy畅
５畅设f（x）∈C ［a，b］，证明等式∫b

a
ｄx∫x

a
f（y）ｄy ＝∫b

a
f（y）（b－ y）ｄy．

６畅求由抛物线 y
２＝px，y２＝qx（０＜p＜q）以及双曲线 xy＝a，xy＝b（０＜a＜b）所围区域的面积（提

示：令u＝y
２

x
，v＝xy）．

答案与提示

（Ａ）
１畅（１）∫４１ｄx∫２１f（x，y）ｄy；　（２）∫４１ｄx∫２１３ （x－１）f（x，y）ｄy．
２．（１） I＝∫１０ｄx∫x

０f（x，y）ｄy ＝∫１０ｄy∫１yf（x，y）ｄx；

（２） I＝∫a

－a
ｄx∫a２－x２

－ a２－x２f（x，y）ｄy ＝∫a

－a
ｄy∫a２－y２

－ a２－y２f（x，y）ｄx；
（３） I＝∫１０ｄy∫２y－２yf（x，y）ｄy ＝∫２－２ｄx∫１│x│２ f（x，y）ｄy；

（４） I＝∫１２－ １２ ｄx∫
１２＋ １４ －x２

１２ － １４ －x
２f（x，y）ｄy ＝∫１０ｄy∫y－y２

－ y－y
２f（x，y）ｄx；
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（５） I＝∫１－１ｄx∫１x２f（x，y）ｄy ＝∫１０ｄy∫ y

－ y
f（x，y）ｄx ．

３．（１） ４１５［９ ３ －１－４ ２ ］；　（２） ３２９ ；　（３） １３６ ．
４．（１） １２ （ｅ４－１）；　（２） １２１（４７－１）－ ２３３（４１１／２－１）；　（３） １２ ｅ４－ ３２ ｅ２＋ｅ；　（４） １２π－ ２π３．
５．（１） １２ （ｅ－１）；　（２） １－ｃｏｓ８１４ ；　（３） ２３ ３ － ４９ ２ ；　（４） ３８４７ ．
６．１１１５．
７．a

４
２ ．

８．１－ｓｉｎ１．
１０．（１） π（ｅ４－１）；　（２） ２１５；　（３） π４ （２ｌｎ２－１）；　（４） ３６４π２．
１１．（１），（２），（４）成立，（３）不成立．

（Ｂ）
１．π２－４０９
２．（１）∫２π０ ｄθ∫a

０f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr；　（２）∫π２－ π２ ｄθ∫２ｃｏｓθ０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr；

（３）∫２π０ ｄθ∫b

a
f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr；　（４）∫π２０ ｄθ∫１

２ ｃｓｃ（θ＋
π４ ）

０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr．
３．（１）∫π／４０ ｄθ∫ｓｅｃθ０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr＋∫π／２π／４ｄθ∫ｃｓｃθ０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr
　　＝∫１０rｄr∫π／２０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）ｄθ＋∫ ２

１ rｄr∫ａｒｃｓｉｎ １rａｒｃｃｏｓ １
r

f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）ｄθ；

（２）∫π／２０ ｄθ∫１ １
２ ｓｉｎ（θ＋ π４ ）

f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ） · rｄr＝∫１ １
２

rｄr∫π４＋ａｒｃｏｓ １
２ r

π４ －ａｒｃｃｏｓ １
２ r

f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ）ｄθ；

（３）∫２ ２
０ f（r）rｄr∫π／３π／４ｄθ＋∫４２ ２ f（r）rｄr∫π／３ａｒｃｃｏｓ ２

r

ｄθ

　　＝ π１２∫２ ２
０ f（r） · rｄr＋∫４２ ２ （

π３ － ａｒｃｃｏｓ ２r ） · rf（r）ｄr．
４．１６ ［ ２ ＋ｌｎ（１＋ ２ ）］
６畅１３ （b－a）ｌｎ q

p
．

８．３　广义二重积分

我们仅考虑无界区域上简单的二重积分．
设 D 是Ｒ

２ 中一个无界区域，函数f（x，y）在D 上各点有定义，用任意的光滑曲线

·０４１· 工科数学分析（下）



Γ在 D 中划出有限区域σ（见图 ８．１９）．假设二重积分簇
σ

f（x，y）ｄxｄy 存在，当曲线Γ
连续变动，使所划出的区域σ无限扩展而趋于区域 D 时，如果不论Γ的形状如何，也

图８．１９

不论扩展的过程怎样，
ｌｉｍσ→ D簇σ f（x，y）ｄxｄy

恒有同一极限值I，则称I 是函数f（x，y）在无界区域D 上的广

义二重积分，记作

I＝簇
D

f（x，y）ｄxｄy．
这时也称 f（x，y）在 D 上的积分收敛．否则，称积分是发散的．

下面给出一些有关的结论（略去证明），使得我们能计算某些简单然而有用的广

义二重积分．
假设函数 f（x，y）定义于无穷矩形［a，b；c，＋∞）上，且f（x，y）非负，则有公式

簇
［a，b；c，＋∞ ）

f（x，y）ｄxｄy ＝∫b

a
ｄx∫＋∞c

f（x，y）ｄy， （８．３．１）
并且由右端的二次积分存在就推得二重积分存在．

如果非负函数 f （x，y）定义于无穷矩形［a，＋∞；c，＋∞）上，并且对任何 b＞a 及

任何d＞c，f（x，y）在每一有限矩形［a，b；c，d］上的二重积分及对y 的单积分在正常的

意义下皆存在，则有公式

簇
［a，＋∞；c，＋∞）

f（x，y）ｄxｄy ＝∫＋∞a
ｄx∫＋∞c

f（x，y）ｄy， （８．３．２）
其中假定右端的二次积分存在．

在上述情形中，还可利用极坐标变换计算广义二重积分．
例 ８．３．１　求 簇

０≤ x≤ y

ｅ－（x＋ y ）ｄxｄy．
解　由于被积函数非负，故

簇
０≤ x≤ y

ｅ－（x＋ y ）ｄxｄy＝∫＋∞０ ｄx∫＋∞x
ｅ－（x＋ y ）ｄy

＝∫＋∞０ ｅ－ xｄx∫＋∞x
ｅ－ yｄy ＝∫＋∞０ ｅ－２xｄx ＝ １２ 畅

此题中的积分区域 D 如图 ８．２０所示． □
例 ８．３．２　计算 I＝∫＋∞－∞∫＋∞－∞ｅ－（x ２＋ y ２）ｄxｄy，并由此证明概率积分

１
π∫＋∞－∞ｅ－ x

２ｄx ＝ １畅 （８．３．３）
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图８．２０

　　解　利用极坐标，有
I＝∫２π０ ｄθ∫＋∞０ ｅ－ r２ · rｄr＝ ２π（－ １２ ｅ－ r２）

＋∞

０
＝ π．

另一方面，通过化为二次积分，有
I＝∫＋∞－∞ｅ－ x

２ｄx∫＋∞－∞ｅ－ y
２ｄy ＝ ∫＋∞－∞ｅ－ x

２ｄx ２畅
合起来便推得 ∫＋∞－∞ ｅ－ x

２ｄx ２ ＝ π，
即（８．３．３）式成立． □

习　题　８．３
１畅求 簇

x
２＋y

２≥１
ｅ－（x２＋y

２）ｄxｄy畅

２畅求 I＝簇
D

xｅ－y２ｄxｄy，其中D 是由曲线y＝４x ２ 和y＝９x ２ 在第一象限所围成的区域．
３畅求 I＝∫＋∞－∞∫＋∞－∞ｍｉｎ｛x，y｝ｅ－（x２＋y

２）ｄxｄy．
答案与提示

１畅πｅ ．
２． ５１４４．
３．－ π２ ．

８．４　三重积分的概念和计算

　　８．４．１　三重积分的概念

二重积分在几何上表示立体的体积，三重积分在几何上已没有几何意义，但它在

物理和力学中有重要的应用．
设函数 f（x，y，z）定义于Ｒ

３ 中的有界闭区域Ω上，我们还是从积分和出发，首先

将Ω分割成 n 个小区域，然后将小区域的体积与函数在该区域上某点处的值相乘，再
加起来．例如，积分和可以表示为

钞n

i＝１
f（ξi，ηi，ζi）ΔV i，

其中ΔV i 表示小区域的体积，（ξi，ηi，ζi）是ΔV i 上某点．设λ表示所有小区域的直径中

·２４１· 工科数学分析（下）



的 大者．仿照二重积分的定义，我们称极限

ｌｉｍλ→０钞
n

i＝１
f（ξi，ηi，ζi）ΔV i

为函数 f（x，y，z）在区域Ω上的三重积分，记作

蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV ，
其中 ｄV 称为体积元素．与二重积分类似，在直角坐标系中，有时把体积元素 ｄV 记作

ｄxｄyｄz，而把三重积分记作

蹿
Ω

f（x，y，z）ｄxｄyｄz，
其中 ｄxｄyｄz 称为直角坐标系中的体积元素，f（x，y，z）称为被积函数，Ω称为积分区

域．当 f（x，y，z）≡１时，三重积分蹿
Ω
ｄV 在数值上就等于区域 Ω的体积．

可以证明，闭区域Ω上的连续函数 f （x，y，z）在Ω上的三重积分一定存在．今后

我们总假定函数 f（x，y，z）在闭区域上连续．
　　８．４．２　利用直角坐标系计算三重积分

三重积分的计算可以化为算一个定积分，和算一个二重积分，也就可以化为三次

积分的问题，我们考察两种基本情形．
（１） 设Ω可以表示为

Ω＝ ｛（x，y，z）│（x，y） ∈ D ，z１（x，y） ≤ z≤ z２（x，y）｝，

图８．２１

其中 D 是 xOy 平面中的闭区域（见图 ８．２１）畅
对这种区域计算三重积分蹿

Ω
f（x，y，z）ｄV ， 可以化为

先对 z 求一个定积分，再对 x、y 算一个二重积分，即
蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV＝簇
D

∫z２（x ，y）

z１（x ，y）f（x，y，z）ｄz ｄxｄy

＝簇
D

ｄxｄy∫z２（x ，y ）

z１（x ，y ）f（x，y，z）ｄz．（８．４．１）
　　注意到上面的积分区域Ω有这样的特点：它是由 D 的

边界上下移动所得的柱面，与两张曲面 z＝z１（x，y）、z＝z２

（x，y）所围成的．此外，平行于z 轴且穿过闭区域Ω内部的直线与Ω的上、下边界曲面

相交不多于两点，而平面区域 D 恰为Ω在 xOy 平面上的投影区域．
我们计算三重积分，就要让积分变量跑遍整个区域Ω，公式（８．４．１）表明可以分

为两步做到这一点，首先过 D 内任一点（x，y）作平行于 z 轴的直线，这条直线在Ω内
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的部分其竖坐标由z＝z１（x，y）到z＝z２（x，y）．先让积分变量沿着这条线段变动．随之

便完成了函数f（x，y，z）对 z 的定积分；然后让点（x，y）跑遍整个区域 D ，相应的直线

段也就跑遍整个区域Ω畅这样，再求二重积分时，积分变量既不重复也不遗漏地跑遍

整个区域Ω，也就对函数 f（x，y，z）完成了区域上的三重积分．
简言之，先对 z 求内层积分，是从穿入面 z＝z１（x，y）积到穿出面 z＝z２ （x，y），再

对Ω在 xOy 平面上的投影区域 D 求外层积分．

图８．２２

（２） 设Ω可以表示为

Ω＝ ｛（x，y，z）│a３ ≤ z≤ b３，（x，y） ∈ D （z）｝，
其中D （z）是竖坐标为z 的平面截Ω所得到的一个平面闭

区域（见图 ８．２２），则三重积分可以化为先对闭区域 D （z）
求二重积分，再对 z 在区间［a３，b３］上求定积分，即
蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV ＝∫b３
a３ 簇D （z）

f（x，y，z）ｄxｄy ｄz
＝∫b３

a３
ｄz簇

D （z）
f（x，y，z）ｄxｄy畅 （８．４．２）

　　简言之，内层积分是在平面z＝z 与Ω的交集D （z）上
求积分，外层积分是在Ω在 z 轴上的投影区间［a３，b３］上求积分．

例 ８．４．１　设Ω是由平面 x＝０，y＝０，z＝０及 x＋y＋z＝１围成的立体，求
I＝蹿

Ω
z
２ｄxｄyｄz，　J ＝蹿

Ω
x
２ｄxｄyｄz．

　　解　先画出积分区域的草图，如图 ８．２３所示，再试用公式（８．４．１）计算．为此，作
平行于 z 轴的直线，则穿入面为 z＝０，穿出面为 z＝１－x－y．再找出Ω在 xOy 平面上

的投影区域

D ＝ ｛（x，y）│０ ≤ x ≤ １，０ ≤ y ≤ １ － x｝（见图 ８．２４），

图８．２３ 图８．２４ 图８．２５
于是有

·４４１· 工科数学分析（下）



I＝簇
D

ｄxｄy∫１－ x－ y

０ z
２ｄz＝簇

D

１３ z
３│１－ x－ y

０ ｄxｄy ＝ １３簇
D

（１ － x － y）３ｄxｄy

＝ １３∫１０ｄx∫１－ x

０ （１ － x － y）３ｄy ＝ １１２∫１０（１ － x）４ｄx ＝ １６０畅
　　计算积分J 时，可利用区域Ω及被积函数关于变量x、y、z 的轮换对称性，即把变

量x 换成z，z 换成y，y 换成x 后，积分J 变成I，它们之间的差别仅仅在于记号的不同，
而积分并不依赖于积分变量采用什么记号．因此有

J ＝ I＝ １６０畅
　　也可以利用公式（８．４．２）来计算 I．为此，用 z＝z 平面去截Ω，得一三角形区域

D （z）＝ ｛（x，y）│０≤x≤１－z，０≤y≤１－x－z｝（见图 ８．２５），D （z）的面积为
１２ （１－

z）２，所以

I＝∫１０ｄz簇
D （z）

z
２ｄxｄy ＝∫１０z２ｄz簇

D （z）
ｄxｄy ＝∫１０z２ · １２ （１ － z）２ｄz＝ １６０畅 □

　　例 ８．４．２　计算三重积分 I＝蹿
Ω
（x ＋ y ＋ z）２ｄV ，其中Ω：x ２

a
２＋y

２

b
２ ＋z

２

c
２ ≤１畅

解　首先将被积函数展开，有
I＝蹿

Ω
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２ ＋ ２xy ＋ ２xz＋ ２yz）ｄV畅

注意到Ω关于 yO z 平面是对称的，被积函数 ２xy 有特性

２（－ x）y ＝－ ２xy畅
直接由重积分概念看出　　　　蹿

Ω
２xyｄV ＝０畅

　　 同理 蹿
Ω
２xzｄV ＝蹿

Ω
２yzｄV ＝ ０畅

所以　 I＝蹿
Ω
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄV ＝蹿

Ω
x
２ｄV ＋蹿

Ω
y
２ｄV ＋蹿

Ω
z
２ｄV ＝ I１ ＋ I２ ＋ I３畅

图８．２６

　　利用轮换对称性，只需计算 I３畅积分区域Ω是一

个椭球，用 z＝z 平面去截它，得一椭圆区域 D （z）（见
图 ８．２６）：

x
２

a
２（１ － z

２

c
２ ）
＋ y

２

b
２（１ － z

２

c
２ ）
≤ １，

D （z）的面积为πab（１－z
２

c
２ ），Ω在z 轴上的投影区间为

［－c，c］，故
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I３＝蹿
Ω

z
２ｄxｄyｄz＝∫c

－ c
ｄz簇

D （z）
z
２ｄxｄy

＝∫c

－ c
z
２ｄz簇

D （z）
ｄxｄy ＝∫c

－ c
z
２πab １ － z

２

c
２ ｄz＝ ４１５πabc

３畅
同理可得 I１＝ ４１５πbca

３，　I２＝ ４１５πcab
３，

后得 I＝ ４１５πabc（a２＋b
２＋c

２）畅 □
　　８．４．３　利用柱坐标系计算三重积分

三维空间的柱坐标系就是平面极坐标加上 z 轴（见图 ８．２７），因此直角坐标与柱

图８．２７

坐标之间的关系是

x＝rｃｏｓθ，　y＝rｓｉｎθ，　z＝z

（０≤r＜＋∞，０≤θ≤２π，－∞＜z＜＋∞）
且 x

２＋y
２＝r

２．
三组坐标面分别为

r＝r０，是一个以 z 轴为中心轴、半径为 r０ 的圆柱面；
θ＝θ０，是一个过 z 轴、极角为 θ０ 的半平面；
z＝z０，是一个与 xOy 平面平行，高度为 z０ 的水平面．
图 ８．２８是利用柱坐标刻划的曲面或平面．

图８．２８
在平面极坐标系中计算二重积分时，必须用极坐标表示面积微元，即 ｄσ＝rｄθｄr畅

为了在柱坐标系下计算三重积分蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV ， 我们需要用柱坐标表示体积微元

ｄV．如图 ８．２９所示，体积元素ΔV 由半径为 r 和 r＋ｄr 的圆柱面，极角为 θ和 θ＋ｄθ的
半平面，以及高度为 z 和 z＋ｄz 的水平面所围成．通过以直代曲和以平行代相交，把
ΔV 近似地看作一长方体，该长方体的三条边分别为 ｄz、ｄr 和 rｄθ，则有

ΔV ≈ rｄθｄrｄz．

·６４１· 工科数学分析（下）



图８．２９

因此在略去了高阶无穷小量之后，得体积微元

ｄV ＝ rｄθｄrｄz．
于是，把直角坐标系中的三重积分变换到柱坐标时，只要

把被积函数 f（x，y，z）中 x、y、z 分别换成 rｃｏｓθ、rｓｉｎθ、z；把
体积微元 ｄv 换成柱坐标系中的体积微元 rｄθｄrｄz； 后把

积分区域Ω换成 r、θ、z 的相应变化范围Ω′，即
蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV ＝蹿
Ω′

f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z）rｄθｄrｄz畅
（８．４．３）

　　柱坐标系中的三重积分也可以化为三次积分来计算，下面通过例子说明．
例 ８．４．３　计算三重积分 I＝蹿

Ω
zｄxｄyｄz，其中Ω是由球面 x

２＋y
２＋z

２＝４和抛物

面 x
２＋y

２＝３z 围成的区域．

图８．３０

解　首先画出Ω的草图（见图８．３０（ａ）），并将

Ω的边界曲面方程化为柱坐标方程：
r
２ ＋ z

２ ＝ ４，　r
２ ＝ ３z畅

由图 ８．３０（ａ）看出，θ的变化范围是 ０≤θ≤２π．对
任意取定的 θ∈［０，２π］，我们来看极角为 θ的半

平面与Ω的交 D （θ）是什么．由图 ８．３０（ａ）可见，
截 面 D （θ）由圆周 r

２＋z
２＝４、抛物线及 z 轴所围

成（见图 ８．３０（ｂ）），两曲线的交点为 z＝１，r＝
３ ，因此

I＝蹿
Ω

zｄxｄyｄz＝蹿
Ω′

zrｄθｄrｄz＝∫２π０ ｄθ簇
D （θ）

zrｄrｄz＝∫２π０ ｄθ∫３

０ ｄr∫４－ r
２

r２／３ zrｄz

＝２π∫３

０
r２ （４ － r

２ － r
４

９ ）ｄr＝ １３４ π畅
　　本题有另一种解法：先对 z 求积分，再算一个对 r、θ的二重积分．为此，我们找出

区域Ω在（r，θ）平面上的投影区域 D ：r≤ ３ ，作平行于z 轴的直线穿过Ω，则穿入面

为 z＝ r
２

３ ，穿出面为 z＝ ４－r
２ ，因此

I＝蹿
Ω

zｄxｄyｄz＝蹿
Ω′

zrｄrｄθｄz＝簇
D

ｄθｄr∫４－ r
２

r
２／３ zrｄz

＝∫２π０ ｄθ∫３

０ ｄr∫４－ r２

r
２／３ zrｄz＝ １３４ π． □
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　　例 ８．４．４　计算三重积分 I＝蹿
Ω
（x ２＋y

２）ｄxｄyｄz，其中Ω是由圆锥面 x
２＋y

２＝z
２

图８．３１

与平面 z＝１所围成的区域．
解　画出Ω的图形（见图 ８．３１（ａ））．Ω的

边界方程化为柱坐标方程

r＝ z，　z＝ １畅
　　用极角为 θ的半平面去截Ω，得到 rO z 平

面上一区域 D （θ），它由 r＝０，r＝z 和 z＝１ 围

成（见图 ８畅３１（ｂ）），当 θ由 ０ 变至 ２π时，D （θ）
旋转后得Ω，因此

I＝蹿
Ω
（x ２ ＋ y

２）ｄxｄyｄz＝蹿
Ω′

r
２ · rｄθｄrｄz＝∫２π０ ｄθ簇

D （θ）
r
３ｄrｄz

＝∫２π０ ｄθ∫１０ｄr∫１rr３ｄz＝ ２π∫１０r３（１ － r）ｄr＝ π１０畅
　　读者可尝试用另外的次序算此积分． □
　　８．４．４　利用球坐标系计算三重积分

空间Ｒ
３ 中的一点 P （x，y，z）用球坐标系表示时，有如下的关系（见图 ８．３２）：

x ＝ ρｓｉｎ φｃｏｓθ，　y ＝ ρｓｉｎ φｓｉｎθ，　z＝ ρｃｏｓφ
（０ ≤ ρ ＜＋ ∞，０ ≤ θ≤ ２π，０ ≤ φ≤ π）

且 ρ２ ＝ x
２ ＋ y

２ ＋ z
２．

三组坐标面分别为

ρ＝ρ０，是一个以原点为心、半径为 ρ０ 的球面；
θ＝θ０，是一个过 z 轴且极角为 θ０ 的半平面；
φ＝φ０，是一个以原点为顶点，z 轴为轴，张角为φ０ 的锥面．
在球坐标系中，用三组坐标面ρ＝常数，φ＝常数，θ＝常数可把积分区域Ω分成许

多小区域，我们取出其中的一个代表ΔV 进行分析．ΔV 由半径为 ρ和 ρ＋ｄρ 的球面，
极角为θ和θ＋ｄθ的半平面，张角为φ和φ＋ｄφ的圆锥面所围成（见图８．３３）．通过以直

代曲、以平行代相交，把ΔV 近似地看作一长方体，其体积微元为

ｄV ＝ ρ２ｓｉｎφｄθｄφｄρ畅
于是，把直角坐标系中的三重积分变换成球坐标系中的三重积分时，只要把被积函数中的

x、y、z 分别换成ρｓｉｎφｃｏｓθ、ρｓｉｎφｓｉｎ θ、ρｃｏｓφ，把体积微元ｄV 换成球坐标系中的体积微

元ρ２ｓｉｎ φｄθｄφｄρ，把积分区域Ω换成θ、φ、ρ相应的变化范围Ω′就可以了，也就是

蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV ＝蹿
Ω′

f（ρｓｉｎ φｃｏｓθ，ρｓｉｎ φｓｉｎθ，ρｃｏｓ φ） · ρ２ ｓｉｎ φｄθｄ φｄρ畅 （８．４．４）

·８４１· 工科数学分析（下）



　　球坐标系中的三重积分，同样可以化为算一个二重积分和算一个定积分．下面通

过例子说明．

图８．３２ 图８．３３ 图８．３４
例 ８．４．５　计算三重积分 I＝蹿

Ω
（x＋z）ｄV ，其中Ω是由曲面 z＝ x

２＋y
２与 z＝

１－x
２－y

２所围成的区域．
解　画出Ω的图形（见图８．３４）畅注意z≥０，因此Ω的下底是锥面z＝ x

２＋y
２ ，上

底是球面 z＝ １－x
２－y

２．在球坐标系下，这两个边界曲面的方程分别为

φ＝ π４ ，　ρ ＝ １畅
故Ω可表示为Ω′：０≤θ≤２π，０≤φ≤ π４ ，０≤ρ≤１，于是

图８．３５

　　　　 I＝蹿
Ω
（x ＋ z）ｄV ＝蹿

Ω′
（ρｓｉｎ φｃｏｓθ ＋ ρｃｏｓ φ） ρ２ｓｉｎ φｄθｄ φｄρ

＝∫２π０ ｄθ∫π／４０ ｄ φ∫１０ （ρｓｉｎ φｃｏｓθ ＋ ρｃｏｓ φ） ρ２ｓｉｎ φｄρ
＝ ｓｉｎθ│２π０ · φ２ － １４ ｓｉｎφ│π／４０ · １４ ＋ ２π· １２ ｓｉｎ２φ│π／４０ · １４
＝ ０ ＋ π８ ＝ π８ 畅 □

　　例 ８．４．６　计算三重积分

I＝蹿
Ω
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄV ，　Ω：x ２ ＋ y

２ ＋ z
２ ≤ ２z畅

　　解　画出Ω的图形（见图 ８．３５）畅将Ω的边界面方程化为

球坐标下的方程：
ρ ＝ ２ｃｏｓφ畅

用θ为定值的半平面去截Ω，得一平面区域D （θ），它是一个半圆

域：
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D （θ）：０ ≤ φ≤ π２ ，　０ ≤ ρ ≤ ２ｃｏｓφ畅
当 θ从 ０变到 ２π时，由D （θ）旋转即得区域Ω．对D （θ）利用平面极坐标来确定积分限，
得

I＝蹿
Ω
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄV ＝蹿

Ω′
ρ２ · ρ２ｓｉｎ φｄθｄ φｄρ ＝∫２π０ ｄθ簇

D （θ）
ρ４ｓｉｎφｄ φｄρ

＝∫２π０ ｄθ∫π／２０ ｄφ∫２ｃｏｓφ０ ρ４ｓｉｎ φｄρ ＝ ２π∫π／２０ ３２５ ｓｉｎφｃｏｓ５φｄφ＝ ３２１５π畅 □

习　题　８．４
（Ａ）

１畅在直角坐标系下将三重积分蹿
Ω

f（x，y，z）ｄV 化为三次积分，其中区域Ω为：
（１） Ω由三个坐标面及平面 x ＋ y ＋ z＝ １所围成的四面体；
（２） Ω由平面 z＝ R （R ＞ ０）与锥面 z＝ x

２ ＋ y
２ 围成；

（３） Ω由平面 z＝ ２，z＝ ４及曲面 z＝ x
２ ＋ y

２ 围成；
（４） Ω是两个球 x

２ ＋ y
２ ＋ z

２ ≤ R
２ 与 x

２ ＋ y
２ ＋ z

２ ≤ ２R z 的公共部分，其中 R ＞ ０．
２．在柱坐标系下将三重积分蹿

Ω
f（x，y，z）ｄV 化为三次积分，其中区域Ω为：

（１） Ω由曲面x
２＋y

２＝２z 与平面z＝４围成；
（２） Ω由曲面z＝ ２－x

２－y
２与z＝x

２＋y
２ 围成；

（３） Ω是由曲线y
２＝２z，x＝０绕z 轴旋转一周而成的曲面与两平面z＝２，z＝８所围的立体；

（４） Ω由曲面z＝ x
２＋y

２与z＝ １－x
２－y

２围成．
３畅在球坐标系下将三重积分蹿

Ω
f（x，y，z）ｄV 化为三次积分，其中区域Ω为：

（１） Ω为球体x
２＋y

２＋z
２≤２R z，R＞０；

（２） Ω：x ２＋y
２＋（z－a）２≤a

２，x ２＋y
２≤z

２；
（３） Ω由z＝ x

２＋y
２与z＝１围成；

（４） Ω：a２≤x
２＋y

２＋z
２≤４a２， x

２＋z
２≤y，a＞０．

４．计算下列三重积分：
（１）蹿

Ω
xｄxｄyｄz，Ω为三个坐标面及平面 x ＋ ２y ＋ z＝ １所围成的区域．

（２）蹿
Ω

ｄV（１ ＋ x ＋ y ＋ z）３，Ω是由平面 x＝０，y＝０，z＝０以及x＋ y＋ z＝１所围成的四面体．

（３）蹿
Ω
（x ＋ y ＋ z）ｄV ，Ω：x ≥ ０，y ≥ ０，z≥ ０，x ２ ＋ y

２ ＋ z
２ ≤ a

２畅
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（４）蹿
Ω

zｄV ，Ω由曲面 z＝ x
２ ＋ y

２ 及平面 z＝ １，z＝ ２围成．
５畅利用柱坐标系计算下列三重积分：
（１）蹿

Ω
（x ２ ＋ y

２ ＋ z）ｄV ，Ω由曲面 x
２ ＋ y

２ ＝ ２z 与平面 z＝ ４围成．
（２）蹿

Ω
（x ２ ＋ y

２）２ｄV ，Ω由曲面 z＝ x
２ ＋ y

２，平面 z＝ ４及 z＝ １６围成．
（３）蹿

Ω
zｄV ，Ω由曲面 z＝ ２－ x

２ － y
２ 及 z＝ x

２ ＋ y
２ 围成．

（４）蹿
Ω
（ x

２ ＋ y
２）３ｄV ，Ω由 x

２ ＋ y
２ ＝ ９，x ２ ＋ y

２ ＝ １６，z２ ＝ x
２ ＋ y

２，z≥ ０围成．
６畅利用球坐标系计算下列三重积分：
（１）蹿

Ω
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄV ，Ω：x ２ ＋ y

２ ＋ z
２ ≤ １畅

（２）蹿
Ω
（x ＋ y ＋ z）ｄV ，Ω：x ２ ＋ y

２ ＋ z
２ ≤ R

２畅
（３）蹿

Ω
x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ｄV ，Ω由曲面 z＝ x

２ ＋ y
２ 及平面 z＝ １围成．

（Ｂ）
１畅计算下列三重积分：
（１）蹿

Ω
zｄV ，Ω：x ２ ＋ y

２ ＋ （z－ a）２ ≤ a
２，x ２ ＋ y

２ ≤ z
２畅

（２）蹿
Ω
│ x

２ ＋ y
２ ＋ z

２ － １│ｄV ，Ω由曲面 z＝ x
２ ＋ y

２ 及平面 z＝ １围成．
（３）蹿

Ω
（x ＋ y ＋ z）ｄV ，Ω：x

２
a
２ ＋ y

２
b
２ ＋ z

２
c
２ ≤ １畅

２畅设Ω为球体x
２＋y

２＋z
２≤１，求证：蹿

Ω
f（z）ｄxｄyｄz＝π∫１－１f（z）（１－z

２）ｄz畅

答案与提示

（Ａ）
１畅（１）∫１０ｄx∫１－x

０ ｄy∫１－x－y

０ f（x，y，z）ｄz；　　（２）∫R

－R
ｄx∫R

２－x
２

－ R
２－x

２ｄy∫R

x
２＋y

２f（x，y，z）ｄz；

（３）∫４２ｄz∫ z

－ z
ｄx∫z－x

２

－ z－x
２f（x，y，z）ｄy；

（４）∫R／２
０ ｄz∫２R z－z

２

－ ２R z－z
２ｄy∫y

２－（２R z－z
２）

－ y
２－（２R z－z

２）f（x，y，z）ｄx＋∫R

R／２ｄz∫R
２－z

２

－ R
２－z

２ｄy∫y
２－（R ２－z

２）

－ y
２－（R ２－z

２）f（x，y，z）ｄx．
２．（１）∫４０ｄz∫２π０ ｄθ∫ ２z

０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z）rｄr＝∫２π０ ｄθ∫ ８
０ ｄr∫４r２２ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z） · rｄz；
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（２）∫２π０ ｄz∫１０ｄr∫２－r２

r
２ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z） · rｄz；

（３）∫８２ｄz∫２π０ ｄθ∫２z
０ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z） · rｄr＝∫２π０ ｄθ∫２０ｄr∫８０f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z） · rｄz

　　＋∫２π０ ｄθ∫４２ｄr∫８r２２ f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z） · rｄz；

（４）∫２π０ ｄθ∫１
　 ２
０ ｄr∫１－r

２

r
f（rｃｏｓθ，rｓｉｎθ，z）rｄz．

３．（１）∫２π０ ｄθ∫π／２０ ｄφ∫２R ｃｏｓφ０ F （ρ，θ，φ）ρ２ｓｉｎφｄρ；　　　　 （２）∫２π０ ｄθ∫π／４０ ｄφ∫２aｃｏｓφ０ F （ρ，θ，φ）ρ２ｓｉｎφｄρ；
（３）∫２π０ ｄθ∫π／４０ ｄφ∫１ｃｏｓφ

０ F （ρ，θ，φ）ρ２ｓｉｎφｄρ； （４）∫２π０ ｄθ∫π／４０ ｄφ∫２aa
F （ρ，θ，φ）ρ２ｓｉｎφｄρ ，

其中F （ρ，θ，φ）≡f（ρｓｉｎφｃｏｓθ，ρｓｉｎφｓｉｎθ，ρｃｏｓφ）．
４．（１） １４８；　（２） １２ ｌｎ２－ ５１６；　（３） ３π１６a

４；　（４） ７π３ ．
５．（１） ２５６３ π；　（２） ５４４０π；　（３） ７π１２；　（４） ３３６７３ π．
６．（１） ４π５ ；　（２） ０；　（３） π６ （２ ２ －１）．

（Ｂ）
１．（１） ７６ πa４；　（２） π６ （ ２ －１）；　（３） ０．
２．利用柱坐标将左端积分化为三次积分．

８．５　重积分的应用

　　８．５．１　体积

以曲面 z＝f（x，y）（（x，y）∈D ）为顶的曲顶柱体的体积等于

V ＝簇
D

f（x，y）ｄxｄy． （８．５．１）
　　空间区域Ω的体积用以下公式计算：

V ＝蹿
Ω
ｄxｄyｄz畅 （８．５．２）

　　例 ８．５．１　求由两个底圆半径相等的直交圆柱面所围成的立体的体积．
解　设圆柱面的半径为 R ，且这两个圆柱面的方程分别为

x
２ ＋ z

２ ＝ R
２，　x

２ ＋ y
２ ＝ R

２畅
利用所求立体关于坐标面的对称性，只要算出它在第一卦限部分（见图 ８．３６）的体积

V １，然后乘以 ８就行了．

·２５１· 工科数学分析（下）



所求立体在第一卦限的部分，可以看成是一个曲顶柱体，它的顶是柱面 z＝
R
２－x

２ ，它的底是xOy 平面上的四分之一圆域D ：０≤y≤ R
２－x

２与０≤x≤R （见图

８．３７）．因此，由公式（８．５．１），有
V １ ＝簇

D

R
２ － x

２ｄxｄy ＝∫R

０ ｄx∫R
２－ x

２

０ R
２ － x

２ｄy ＝∫R

０ （R ２ － x
２）ｄx ＝ ２３ R

３畅
于是所求立体的体积为　　　　 V ＝ ８V １ ＝ １６３ R

３畅 □

图８．３６ 图８．３７ 图８．３８
　　例 ８．５．２　求由曲面 z＝６－x

２－y
２ 和 z＝ x

２＋y
２所围成的立体的体积．

解　画出题目所给立体Ω的图形（见图 ８．３８）畅两曲面的交线的柱坐标方程为 r

＝２．因此，在柱坐标系下，Ω可表示为

０≤θ≤２π，　０≤r≤２，　 r≤z≤６－r
２畅

于是，Ω的体积为

　V ＝∫２π０ ｄθ∫２０rｄr∫６－ r２

r
ｄz＝２π∫２０（６r－r

３－r
２）ｄr＝２π３r２－ １４ r

４－ １３ r
３ ２

０＝３２π３ 畅 □
　　８．５．２　物体的质心

在力学中，已给出质点组的质心、转动惯量、引力等概念．质点组的质点是离散地

分布的，如果要从离散的质点组过渡到连续体，那么求连续体的质心、转动惯量、引力

等量时，就必须借助重积分的工具才能算出来．
设有一质点组，每个质点的位置为（x i，yi，zi）（i＝１，２，…，n），质量为 m i（i＝１，２，

…，n），则质点组的质心坐标（x珚，y珚，z珔）为

x
珚＝钞

n

i＝１
m ix i

钞n

i＝１
m i

，　y
珚＝钞

n

i＝１
m iyi

钞n

i＝１
m i

，　z
珔＝钞

n

i＝１
m izi

钞n

i＝１
m i

，
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其中 M ＝钞n

i＝１
m i 是质点组的总质量．

设有一物体，占有Ｒ
３ 中的闭区域Ω，在点（x，y，z）的密度为ρ（x，y，z），并设函数

ρ（x，y，z）在Ω上连续．求该物体的质心坐标．
在闭区域Ω上任取一个直径很小的闭区域ｄV ，并且ｄV 也表示该小闭区域的体积．

在这个小闭区域上任取一点（x，y，z）．由于ｄV 的直径很小，且ρ（x，y，z）在Ω上连续，所
以物体中对应于ｄV 的部分的质量近似等于 ρ（x，y，z）ｄV ，并且这部分质量可近似地看

作集中在点（x，y，z）处．分别以微元 xρ（x，y，z）ｄV 、yρ（x，y，z）ｄV 、zρ（x，y，z）ｄV 以及

ρ（x，y，z）ｄV 作被积表达式，在Ω上积分，就可得到物体的质心坐标：

x
珚＝
蹿
Ω

xρ（x，y，z）ｄV
M

，　y
珚＝
蹿
Ω

yρ（x，y，z）ｄV
M

，　z
珔＝
蹿
Ω

zρ（x，y，z）ｄV
M

，
其中 M ＝蹿

Ω
ρ（x，y，z）ｄV 为物体的总质量．

若物体为一平面薄片 D ，面密度为 ρ（x，y），则其质心坐标为

x
珚＝ １

M 簇
D

xρ（x，y）ｄσ，　y
珚＝ １

M 簇
D

yρ（x，y）ｄσ，
其中 M ＝簇

D

ρ（x，y）ｄσ为该平面薄片的质量．

图８．３９

例 ８．５．３　一均匀物体由曲面 z＝z
２＋y

２ 及 z＝１围成，求
该物体的质心．

解　该物体所占空间区域Ω可用柱坐标表示为：０≤θ≤
２π，０≤r≤１，r２≤z≤１（见图 ８．３９）．不妨设物体的密度ρ＝１．由
对称性知，物体的质心坐标（x珚，y珚，z珔）中的 x

珚＝０，y珚＝０，而

z
珔＝
蹿
Ω

zｄV

蹿
Ω
ｄV ＝∫

２π

０ ｄθ∫１０ｄr∫１r２zrｄz
∫２π０ ｄθ∫１０ｄr∫１r２rｄz ＝

２π∫１０ １２ （r－ r
５）ｄr

２π∫１０（r－ r
３）ｄr ＝ ２３ 畅

故物体的质心坐标为 ０，０， ２３ 畅 □
　　８．５．３　转动惯量

设有 n 个质点的质点组，其质量为 m i（i＝１，２，…，n），所在位置为（x i，yi，zi）（i＝
１，２，…，n），则由力学知，此质点组关于 x、y、z 轴的转动惯量分别为

Ix ＝钞n

i＝１
（y ２i ＋ z

２
i）m i，　Iy ＝钞n

i＝１
（x ２i ＋ z

２
i）m i，　Iz ＝钞n

i＝１
（x ２i ＋ y

２
i）m i．

　　类似于对质心的处理方法，现在把质点组的转动惯量过渡到连续体的情形．设物
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体占有空间区域Ω，密度函数ρ（x，y，z）在Ω上连续，则物体绕x、y、z 轴的转动惯量分

别为

Ix ＝蹿
Ω
（y ２ ＋ z

２）ρ（x，y，z）ｄV ，　Iy ＝蹿
Ω
（z２ ＋ x

２）ρ（x，y，z）ｄV ，

Iz ＝蹿
Ω
（x ２ ＋ y

２）ρ（x，y，z）ｄV畅
若物体为一平面薄片 D ，密度为 ρ（x，y），则该薄片对于 x、y 轴的转动惯量分别为

Ix ＝簇
D

y
２ρ（x，y）ｄσ，　Iy ＝簇

D

x
２ρ（x，y）ｄσ畅

　　例 ８．５．４　求半径为 a 的均匀半圆薄片对于其直径的转动惯量．

图８．４０

解　不妨设薄片的密度为常数 ρ０．如图 ８．４０ 所示建立坐标

系，则薄片所占有的闭区域 D 可表示为

x
２ ＋ y

２ ≤ a
２，　y ≥ ０畅

于是，半圆薄片对 x 轴（即直径边）的转动惯量为

Ix ＝簇
D

ρ０y ２ｄσ＝ ρ０簇
D

r
３ｓｉｎ ２θｄrｄθ＝ ρ０∫π０ｄθ∫a

０r
３ｓｉｎ ２θｄr

＝ρ０ · a
４

４∫π０ｓｉｎ ２θｄθ ＝ １４ ρ０a４ · π２ ＝ １４ M a
２，

其中 M ＝ １２ πa２ρ０ 为半圆薄片的质量． □
　　８．５．４　引力

设有一物体占有空间区域Ω，密度为 ρ（x，y，z），且 ρ（x，y，z）在Ω上连续．在Ω之

外点 P （x ０，y ０，z０）处放一单位质量的质点，求物体对该质点的引力．
我们用微元法进行分析．在Ω内取出有代表性的一小块体积微元ｄV ，在ｄV 内任

图８．４１

取一点（x，y，z）．体积微元 ｄV 的质量

ｄM ＝ ρ（x，y，z）ｄV畅
令 r＝ （x － x ０）i＋ （y － y ０）j＋ （z－ z０）k，
向量r 由P 点指向ｄV （见图８．４１），把体积微元ｄV 近似地看

作一点．根据万有引力定律知，微元 ｄV 对质点的引力为

ｄF ＝ k
ρ（x，y，z）ｄV

r
３ r，

其中 r＝│r│，k 为比例常数．于是物体Ω对质点 P 的引力为

F ＝蹿
Ω

kρ（x，y，z）r
r
３ ｄV．

这里被积函数是一个向量函数，积分所得结果也是一个向
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量，由于两向量相等即其对应分量相等，所以向量 F 在 x、y、z 轴上的分量分别为

F x ＝ k蹿
Ω

ρ（x，y，z）（x － x ０）
r
３ ｄV ，　F y ＝ k蹿

Ω

ρ（x，y，z）（y － y ０）
r
３ ｄV ，

F z ＝ k蹿
Ω

ρ（x，y，z）（z － z０）
r
３ ｄV ，

其中 r＝ （x－x ０）２＋（y－y ０）２＋（z－z０）２ ，F x、F y、F z 表示向量 F 的三个分量．
若物体为一平面薄片D ，且位于xOy 平面上．则它对点P （x ０，y ０，z０）处单位质量的

质点的引力的三个分量为

F x ＝k簇
D

ρ（x，y）（x － x ０）
（x － x ０）２ ＋ （y － y ０）２ ＋ z

２０ ３／２ｄσ，

F y ＝k簇
D

ρ（x，y）（y － y ０）
（x － x ０）２ ＋ （y － y ０）２ ＋ z

２０ ３／２ｄσ，

F z ＝－ k簇
D

ρ（x，y）z０
（x － x ０）２ ＋ （y － y ０）２ ＋ z

２０ ３／２ｄσ畅

图８．４２

　　例 ８．５．５　设有一均匀的球顶锥体，球心在原点，半径为

R ，锥体的顶点在原点，轴为z 轴，锥面与z 轴交角为α０＜α≤
π２ （见图 ８．４２）．求此球顶锥体对于在其顶点的一单位质量

的质点的引力．
解　不妨设密度ρ＝１．由对称性知，引力在x 轴和y 轴上

的分量为零，即
F x ＝ F y ＝ ０畅

利用球坐标，引力在 z 轴的分量为

F z ＝ k蹿
Ω

z

（x ２ ＋ y
２ ＋ z

２）３ ｄxｄyｄz＝ k∫２π０ ｄθ∫α０ｄφ∫R

０
rｃｏｓφ

r
３ · r

２ｓｉｎ φｄr
＝ k∫２π０ ｄθ∫α０ｃｏｓφｓｉｎφｄφ∫R

０ ｄr＝kπR ｓｉｎ２α畅 □

习　题　８．５
（Ａ）

１畅求由下列曲面所围立体的体积：
（１） 由x＝０，y＝０，x＝１，y＝１所围成的柱体被平面z＝０及２x＋３y＋z＝６截得的立体；
（２） z＝x

２＋y
２，y＝x

２，y＝１，z＝０；
（３） z＝ x

２＋y
２与z＝x

２＋y
２；

·６５１· 工科数学分析（下）



（４） x
２＋y

２＋z
２＝２az（a＞０）及x

２＋y
２＝z

２（含有z 轴的部分）；
（５） x

２＋y
２＋z

２＝１，x ２＋y
２＋z

２＝２z，z＝ x
２＋y

２所围成立体位于锥面z＝ x
２＋y

２内那部分．
２畅求下列平面图形的质心（设ρ≡１）：
（１） 抛物线 x ＋ y ＝ a 与两坐标轴所围部分；
（２） 椭圆x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ≤１在第一象限部分．

３畅求区域Ω：a２≤x
２＋y

２＋z
２≤b

２ 与x≥０的质心（ρ≡１）畅
４畅求球体x

２＋y
２＋z

２≤２az 的质心，这里假设球体内各点处的体密度等于该点到坐标原点的距离

的平方．
５畅设均匀平面薄片所占区域D 由抛物线y

２＝ ９２ x 与直线x＝２围成，求转动惯量Ix 和Iy畅
６畅设球在动点P （x，y，z）的密度与该点到球心距离成正比．求质量为m 的非均匀球体x

２＋y
２＋z

２≤
R
２ 对于其直径的转动惯量．

（Ｂ）
１畅求下列各曲面所围立体的体积：
（１） z＝xy，x＋y＋z＝１及坐标平面y＝０，x＝０；
（２） z＝x

２＋２y２ 与z＝６－２x ２－y
２畅

２畅求位于两圆r＝２ｓｉｎθ和r＝４ｓｉｎθ之间的均匀薄片的质心．
３畅证明：由x＝a，x＝b，y＝f（x）及x 轴所围的平面图形绕x 轴旋转一周所成的旋转体对x 轴的转

动惯量为Ix＝ π２∫b

a［f（x）］４ｄx，其中正值函数f（x）∈C ［a，b］，立体的密度ρ≡１．
４畅求面密度为常量，半径为R 的均匀圆形薄片x

２＋y
２≤R

２，z＝０，对位于z 轴上点M （０，０，a）（a＞０）
处单位质量的质点的引力．

５畅设有一顶角为９０°、高为１的正圆锥体，密度为 １，求此正圆锥体与位于圆锥顶点质量为 １的质点

之间的引力．
答案与提示

（Ａ）
１畅（１） ７２ ；　（２） ８８１０５；　（３） π６ ；　（４） πa３；　（５） π３ （１＋ ２ ）．
２．（１） a５ ， a５ ；　（２） ４a３π，４b３π ．
３． ３８ （a＋b）（a２＋b

２）
a
２＋ab＋b

２ ，０，０ ．
４． ０，０，５a４ ．
５．Ix＝７２５ ，Iy＝９６７ ．
６．４９ M R

２．
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（Ｂ）
１．（１） ２ｌｎ２－ ５４ ；　（２） ６π．
２． ０， ７３ ．
４．F＝ ０，０，２kπa １

R
２＋a

２－ １a ．
５．F x＝F y＝０，F z＝２ １－ １

２ kπ，k＞０为引力常数．

总 习 题 （８）
１畅填空题：
（１） 积分∫２０ｄx∫２xｅ－y２ｄy 的值等于　　　　．
（２） 交换积分的顺序，则∫ｅ１ｄx∫ｌｎx０ f（x，y）ｄy ＝　　　　．

（３） 交换积分的顺序，则∫１０ｄy∫２y－y
２

－y
f（x，y）ｄx ＝　　　　．

（４） 由xOy 平面及曲面z＝x
２＋y

２，x ２＋y
２＝４所围成立体的体积V＝ ．

２．选择题（只有一个答案是正确的）：
（１）设D 是xOy 平面上以（１，１），（－１，１）和（－１，－１）为顶点的三角形区域，D １ 为第一象限的部

分，则簇
D

（xy ＋ ｃｏｓxｓｉｎy）ｄxｄy 等于（　　）；
（Ａ） ２簇

D １
ｃｏｓxｓｉｎyｄxｄy；　　　　　　 （Ｂ）２簇

D １
xyｄxｄy；

（Ｃ）４簇
D １
（xy ＋ ｃｏｓxｓｉｎy）ｄxｄy； （Ｄ）０．

（２） 设有空间区域Ω１：x ２ ＋ y
２ ＋ z

２ ≤ R
２，z≥０；Ω２：x ２ ＋ y

２ ＋ z
２ ≤ R

２，x ≥ ０，y≥０，z≥０．则
（　　）；
（Ａ）蹿

Ω１
xｄV ＝ ４蹿

Ω２
xｄV ； （Ｂ）蹿

Ω１
yｄV ＝ ４蹿

Ω２
yｄV ；

（Ｃ）蹿
Ω１

zｄV ＝ ４蹿
Ω２

zｄV ； （Ｄ）蹿
Ω１

xyzｄV ＝ ４蹿
Ω２

xyzｄV．
（３） 设 f（x，y） 是 有 界 闭 区 域 D ：x ２ ＋ y

２ ≤ a
２ 上 的 连 续 函 数， 则 当 a → ０ 时，

１πa２ 簇
D

f（x，y）ｄxｄy 的极限（　　）．
（Ａ）不存在； （Ｂ）等于 f（０，０）；
（Ｃ）等于 f（１，１）； （Ｄ）等于 f（１，０）．

（４） 设区域 D ：０ ≤ y ≤ x，０ ≤ x ≤π，则二重积分簇
D

１ － ｓｉｎ２xｄxｄy ＝ （　　）．

·８５１· 工科数学分析（下）



（Ａ） ０；　　　　（Ｂ） π２ ； （Ｃ） ２；　　　　（Ｄ） π．
３畅设Ω：x ２ ＋y

２ ＋z
２ ≤a

２；Ω１：x ２ ＋y
２ ＋z

２ ≤a
２，z≥０；Ω２：x ２ ＋y

２ ＋z
２ ≤a

２，x≥０，y ≥ ０，z≥ ０．
问下列等式是否成立，请说明理由．
（１）蹿

Ω
xｄV ＝ ０，蹿

Ω
zｄV ＝ ０；

（２）蹿
Ω１

xｄV ＝ ４蹿
Ω２

xｄV ，蹿
Ω１

zｄV ＝ ４蹿
Ω２

zｄV ；

（３）蹿
Ω１

xyｄV ＝蹿
Ω１

yzｄV ＝蹿
Ω１

zxｄV ＝ ０．

４．求 I＝簇
D

x
x
２ ＋ y

２ｄxｄy，其中 D 由曲线 y ＝ x
２
２ 与直线 y ＝ x 围成．

５．计算∫２１ｄx∫x

x
ｓｉｎ πx２yｄy ＋∫４２ｄx∫２ x

ｓｉｎ πx２yｄy．
６．求 I＝簇

D

１ － x
２ － y

２
１ ＋ x

２ ＋ y
２ｄxｄy，其中 D 是区域 x

２ ＋ y
２ ≤ １，x ≥ ０，y ≥ ０．

７．设 D 是曲线 x
a
＋ y

b
＝ １与 x 轴、y 轴所围成的区域，a＞ ０，b＞ ０．计算 I＝簇

D

yｄxｄy．
８．求 I＝簇

D

（x ＋ y）ｄxｄy，其中 D ：x ２ ＋ y
２ ≤ x ＋ y ＋ １．

９．设Ω由 y ＝ x ，y ＝ ０，z＝ ０，x ＋ z＝ π２ 围成，计算三重积分 I＝蹿
Ω

yｓｉｎx
x
ｄxｄyｄz．

１０．将三次积分 I＝∫１０ｄy∫y－y
２

－ y－y２ｄx∫３（x２＋y
２）

０ f（x ２ ＋ y
２ ＋ z

２）ｄz 变换为柱坐标及球坐标形式．
１１．计算 I＝蹿

Ω
（x ２ ＋ y

２）ｄV ，其中Ω为由平面曲线
y
２ ＝ ２z，

x ＝ ０ 绕 z 轴旋转一周形成的曲面与平面 z

＝ ８所围成的区域．
１２．求 I＝蹿

Ω
（x ＋ z）ｅ－（x２＋y２＋z２）ｄV ，其中Ω： １≤ x

２ ＋ y
２ ＋ z

２ ≤ ４，
x ≥ ０，y ≥ ０，z≥ ０．

１３．求由曲面x
２＋y

２＝az，柱面x
２＋y

２＝ay（a＞０）以及平面z＝０所围的立体体积．
１４．已知两个球的半径分别为a 和b（a＞b），且小球的球心在大球的球面上，试求小球在大球内的那

一部分的体积．
１５．求以下各均匀物体（密度ρ＝１）对原点的转动惯量I０：
（１） 圆盘（x－a）２＋y

２≤a
２；　　（２） 球体x

２＋y
２＋（z－a）２≤a

２．
１６．在半径为a 的均匀半球体的大圆上接一个半径与球的半径相等，材料相同的均匀圆柱体，为使

拼接后的立体质心位于球心上，该圆柱体的高应为多少？
１７．设f（x）∈C ［０，＋∞），且满足方程f（t）＝ｅ４πt２＋ 簇

x２＋y２≤４t２
f
１２ x

２＋y
２ ｄxｄy，求f（t）．

１８．设f（x）∈C ［０，１］，求证：∫１０ｄx∫１xf（x）f（y）ｄy＝ １２ ∫１０f（x）ｄx ２．
１９．设f（x）∈C ［０，１］，求证：∫１０ｄx∫１xｄy∫y

x
f（x）f（y）f（z）ｄz＝ １３！∫１０f（x）ｄx ３．
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答案与提示

１ 畅（１） １２ （１ － ｅ－４）；　（２）∫１０ｄy∫ｅｅy f（x，y）ｄx；
（３）∫０－１ｄx∫１－x

f（x，y）ｄy ＋∫１０ｄx∫１１－ １－x
２f（x，y）ｄy；　（４） ８π．

２．（１） （Ａ）；　（２） （Ｃ）；　（３） （Ｂ）；　（４） （Ｄ）．
３．（１） 两个等式均成立；　（２） 第一个等式错，第二个等式对；　（３） 等式成立．
４畅ｌｎ２．
５．４π３ （２＋π）．
６．π２ ｌｎ２－ π４ ．
７．ab

２
３０．

８．３π２ ．
９．π４ － １２ ．
１０．I＝∫π０ｄθ∫ｓｉｎθ０ rｄr∫ ３ r

０ f（ r
２ ＋ z

２）ｄz＝∫π０ｄθ∫π／２π／３ｓｉｎφｄφ∫ｓｉｎθｓｉｎφ０ ρ２f（ρ）ｄρ ．
１１．１０２４π３ ．
１２．π４ｅ４（２ｅ３－５）．
１３．３π３２a

３．
１４． ２３ － b４a πb３．
１５．（１） I０＝ ３２ πa４ρ；　（２） ３２１５πa５ρ．
１６． ２２ a．
１７．f（t）＝（１＋４πt２）ｅ４πt２．

·０６１· 工科数学分析（下）



第 ９ 章　曲线积分与曲面积分

　　在前面的章节中，我们利用定积分、重积分的工具解决了一类求面积、体积、不均

匀物体的质量等问题．在实际中还有许多新的问题，例如求不均匀的曲线形或曲面形

物体的质量，求质点沿曲线移动时变力所作的功，以及流体流过一曲面的流量等等．
这些问题的解决需要进一步推广积分的概念．为此目的，我们将在本章中引进两类曲

线积分及两类曲面积分的概念，并给出它们的计算方法．
在许多实际问题中，常常需要研究物理量在空间区域的分布及其随时间变化的

规律．如在天气预报工作中，需要知道温度、气压、气流速度等在空间区域中的分布，
及其随时间变化的规律；对引力场的规律的研究，则可使人们有可能确定行星和人造

卫星的轨道．所谓“场”，就是指某种物理量在某个空间区域中的分布．
物理量一般可分为两类：一类是数量，如温度、压力、密度等，它们在某空间区域

中的分布就称为温度场、压力场、密度场，这些场统称为数量场．给定一个数量场就相

当于给定了一个四元函数

u ＝ u（x，y，z，t）畅
另一类物理量是向量，如速度、引力、电场强度等，它们在某空间区域中的分布称为速

度场、引力场、电场等，这些场统称为向量场．给定一个向量场就相当于给定了一个四

元向量值函数

F ＝ F （x，y，z，t） ＝ P （x，y，z，t）i＋ Q （x，y，z，t）j＋ R （x，y，z，t）k．
若场明显地依赖于时间 t，且随时间的变化而变化，这种场称为不稳定场；若场不依赖

于时间 t，不随时间而变化，这种场称为稳定场．我们仅限于讨论稳定场．本章将给出

场论的三个基本公式：格林公式、高斯公式和斯托克斯公式． 后我们还采用较直观

的方法引进外积和外微分的概念，将上述三个公式纳入一个统一的形式之中，以达到

拓宽视野的目的．

９．１　第一类曲线积分

考虑一个实际问题：设有一曲线形的物体占有空间的一条曲线 C （见图 ９．１），其
线密度为 ρ（x，y，z），（x，y，z）∈C ，并设 ρ是连续函数．求这个不均匀曲线形物体的质

量（下面为方便起见，我们就说求曲线 C 的质量）．
先采用微元法进行分析．在曲线C 上点（x，y，z）处取一段微元ｄs（见图９．１），并近

似地认为这一小段 ｄs上的质量分布是均匀的．那么这段微元的质量是 ρ（x，y，z）ｄs．
然后将这些无穷小的质量沿曲线 C 累加（即积分），便得到整条曲线 C 的质量：



图９．１

m ＝∫C
ρ（x，y，z）ｄs， （９．１．１）

这 种形式的积分称为第一类曲线积分．由于 ｄs在这里是弧

长的微分，故亦称为对弧长的曲线积分．
假设曲线 C 的参数表示为

　r（t） ＝ x（t）i＋ y（t）j＋ z（t）k，　α≤ t≤ β畅 （９．１．２）
其中 x（t）、y（t）、z（t）连续可微，且 x′２（t）＋y′２（t）＋z′２（t）≠
０．那么弧长微分的表达式为

ｄs＝ x′２（t） ＋ y′２（t） ＋ z′２（t）ｄt畅
于是由（９．１．１）式的启发，我们可以有

∫C
ρ（x，y，z）ｄs＝∫βαρ（x（t），y（t），z（t）） x′２（t） ＋ y′２（t） ＋ z′２（t）ｄt，

右端是一个定积分．由此便可引进下列概念．
定义９．１．１　设有光滑曲线C ，其方程为（９．１．２），f（x，y，z）是定义在C 上的连续

函数，则定义

∫C
f（x，y，z）ｄs＝∫βαf（x（t），y（t），z（t）） x′２（t）＋y′２（t）＋z′２（t）ｄt， （９．１．３）

称左端是函数 f（x，y，z）在曲线 C 上的第一类曲线积分，它是用右端的一种特定形式

的定积分来定义的，又称为对弧长的曲线积分．
可以证明，上述定义与曲线的参数方程的表示无关，因而定义是合理的．
由定义以及定积分的性质，不难推知第一类曲线积分有以下的基本性质．
（１） 线性性质：设 f 和 g 在曲线 C 上的第一类曲线积分都存在，k１、k２ 是两个常

数，则 k１f＋k２g 在曲线 C 上的第一类曲线积分也存在，并且

∫C
（k１f ＋ k２g）ｄs＝ k１∫C

fｄs＋ k２∫C
gｄs畅

　　（２） 可加性：设函数 f 在曲线 C 上的第一类曲线积分存在，而 C 可以划分成两段

C １ 和C ２，则f 在C １ 和C ２ 上的第一类曲线积分都存在；反之，若f 在C １ 和C ２ 上的第一

类曲线积分都存在，则 f 在 C 上的第一类曲线积分存在．在这种情形下并且有

∫C
fｄs＝∫C １

fｄs＋∫C ２
fｄs畅

　　例９．１．１　求螺旋线C ：r（t）＝aｃｏｓti＋aｓｉｎtj＋btk，０≤t≤２π（a＞０，b＞０）的质量．
已知其线密度为 ρ（x，y，z）＝x

２＋y
２＋z

２畅
解　所求质量为 m ＝∫C

（x ２ ＋ y
２ ＋ z

２）ｄs，
C 的弧长的微分为　　　ｄs＝ x′２（t）＋y′２（t）＋z′２（t）ｄt＝ a

２＋b
２ｄt畅

因此 m ＝∫２π０ （a２ｃｏｓ２t＋ a
２ｓｉｎ ２t＋ b

２
t
２） · a

２ ＋ b
２ｄt

·２６１· 工科数学分析（下）



＝ a
２ ＋ b

２∫２π０ （a２ ＋ b
２
t
２）ｄt＝ a

２ ＋ b
２ （２πa２ ＋ ８３ π３b３）畅 □

　　若 L 是光滑的平面曲线，它的方程为

r（t） ＝ x（t）i＋ y（t）j，　α≤ t≤ β，
其中 x′２（t）＋y′２（t）≠０，则有类似于（９．１．３）式的公式成立：

∫L
f（x，y）ｄs＝∫βαf（x（t），y（t）） x′２（t） ＋ y′２（t）ｄt． （９．１．４）

　　若平面曲线 L 的方程为直角坐标方程

y ＝ y（x），　a ≤ x ≤ b，
则可令 x 为参数，由（９．１．４）式即得

∫L
f（x，y）ｄs＝∫b

a
f（x，y（x）） １ ＋ y′２（x）ｄx畅 （９．１．５）

　　例 ９．１．２　计算曲线积分∫L
（x ２＋y

２ ）ｄs，其中 L 为曲线 x＝a（ｃｏｓt＋tｓｉｎt），y＝
a（ｓｉｎt－tｃｏｓt）（０≤t≤２π）畅

解　弧长微分为 ｄs＝ a
２
t
２ｃｏｓ２t＋ a

２
t
２ｓｉｎ ２tｄt＝ atｄt畅

由公式（９．１．４），有
∫L
（x ２ ＋ y

２）ｄs＝∫２π０ ［a２（ｃｏｓt＋ tｓｉｎt）２ ＋ a
２（ｓｉｎt－ tｃｏｓt）２］atｄt

＝∫２π０ a
３
t（１ ＋ t

２）ｄt＝ ２π２a３（１ ＋ ２π２）畅 □
　　例 ９．１．３　求一均匀半圆周（设密度 ρ＝１）对位于圆心的单位质点的引力．

解　将坐标原点置于圆心，设圆的半径为 a，并且该半圆周是上半圆周（见图

图９．２

９．２）．设所求引力为

F ＝ F x i＋ F y j畅
由对称性知F x＝０．下面我们利用微元法求F y，在圆周上点（x，y）处取一微元ｄs，其质量

为 ρｄs畅把这个微元近似地看作一个点，它对位于圆心处的单位质点的引力的大小是

k
ρｄs
a
２ ＝ k

ｄs
a
２ ，　k 为比例常数 畅

引 力的方向是向量 xi＋yj 的方向，其单位向量是 er＝
１
a
（xi＋yj）．于是该引力为

k
ｄs
a
２ er ＝ k

ｄs
a
３ （xi＋ yj）畅

将它沿半圆周 C 累加起来，便得到

F y ＝∫C
k

y

a
３ ｄs畅
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　　半圆周 C 的方程是 y＝ a
２－x

２ （－a≤x≤a），其弧长微分是

ｄs＝ １ ＋ － x

a
２ － x

２
２
ｄx ＝ a

a
２ － x

２ ｄx畅
利用公式（９．１．５），得

F y ＝ k∫a

－ a

a
２ － x

２

a
３

a

a
２ － x

２ ｄx ＝ k

a
２∫a

－ a
ｄx ＝ ２k

a
畅 □

习　题　９．１
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 如何运用微元法求曲线的质量？
（２） 第一类曲线积分怎样定义？

２畅计算下列曲线积分：
（１）∫L

xyｄs，其中L 是曲线x＝t，y＝ t
２
２ ，０≤t≤１畅

（２）∫L
（x ＋ y）ｄs，其中L 是以点（０，０），（１，０），（１，１）为顶点的三角形的边界．

（３）∫C
（x ＋ y）ｄs，其中C 是以a 为半径、圆心在原点的右半圆周．

（４）∫C
x
２ ＋ y

２ｄs， C 为圆周x
２＋y

２＝ax畅
３畅计算曲线积分∫C

yｄs与∫C
│y│ｄs，其中C 是右半圆周x

２＋y
２＝a

２，x≥０，a＞０畅
４畅计算曲线积分∫L

x
２ｄs，其中L 是球面x

２＋y
２＋z

２＝a
２ 与平面x＋y＋z＝０的交线．

（Ｂ）
１畅求∫L

ｅ x２＋y２ｄs， L 为圆周x
２＋y

２＝a
２，直线y＝x 及x 轴在第一象限内所围成的扇形的整个边界．

２畅求曲线x＝at，y＝ a２ t
２，z＝ a３ t

３（０≤t≤１）的质量，其密度函数ρ＝ ２y
a
畅

３畅设在xOy 平面内有一分布着质量的曲线L ，在点（x，y）处它的线密度为ρ（x，y），试用第一类曲线

积分分别表达：
（１） 曲线L 对x 轴、对y 轴的转动惯量Ix、Iy；
（２） 曲线L 的重心坐标x珚，y珚畅

４畅求半径为a、中心角为２φ的均匀圆弧（密度ρ＝１）的质心．
答案与提示

（Ａ）
２畅（１） １１５（１＋ ２ ）；　（２） ２＋ ２ ；　（３） ２a２；　（４） ２a２．

·４６１· 工科数学分析（下）



３．０，２a２．
４．２３ πa３．

（Ｂ）
１．ｅa（２＋πa４ ）－２．
２．a８ ３ ３ －１＋ ３２ ｌｎ ３＋２ ３３ ．

３．（１） Ix ＝∫L
y
２ρ（x，y）ｄs，Iy ＝∫L

x
２ρ（x，y）ｄs；　（２） x珚＝∫L

xρ（x，y）ｄs
∫L
ρ（x，y）ｄs ，y

珚＝∫L
yρ（x，y）ｄs
∫L
ρ（x，y）ｄs．

４．（aｓｉｎφφ ，０）

９．２　第二类曲线积分

　　９．２．１　第二类曲线积分的概念和性质

我们还是从一个实际问题开始．设D 炒Ｒ
２ 是一个开区域，F 是定义于D 内的一个

力场，即
F （x，y） ＝ P （x，y）i＋ Q （x，y）j，　（x，y） ∈ D 畅

假设函数P 、Q 在D 上连续，从而F 是连续的．设有一质点在力F 的作用下，从D 内某

A 点出发，沿着 D 内一条光滑曲线 L 运动到点 B畅求变力 F 对该质点所作的功．

图９．３

在第 ４章中，我们曾经应用定积分求出了变力沿直线对质点作的功，那里的公式

显然不能搬到这里来，但是解决问题的微元法仍然是可以采用的．为此，我们在曲线

L 上点（x，y）处取一微元ｄs（弧长微分），并由此作出一个向量ｄs，它的模长为ｄs，它的

方向与曲线 L 在点（x，y）处的切向量相同，并和从 A 到 B 的方向一致（见图 ９．３）畅设
单位切向量是 eT ，则

ｄs＝ eT ｄs畅
若质点在力F 的作用下位移是ｄs，我们近似地把微元ｄs看作直线段，则F 对此质点所

作的功是

F · ｄs＝ F · eT ｄs畅
将它沿曲线 L 从 A 点到 B 点累加起来，便得到所求的功为

W ＝∫L
F · ｄs＝∫L

F · eT ｄs．
称积分∫L

F · ｄs 为一个第二类曲线积分畅
现在我们给出一般的定义．
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定义 ９．２．１　设 L 是一条光滑的平面曲线，起点是 A ，终点是 B．这意味着我们规

图９．４

定了曲线 L 上的单位切向量 eT ，其方向与曲线上从 A 点到 B

点的方向一致（见图 ９．４），又设 F （x，y）是一个连续的向量值

函数．定义 F 在有向曲线 L 上的第二类曲线积分∫L
F · ｄs 是

∫L
F · ｄs＝∫L

F · eT ｄs，
它是用右端的一个已知的第一类曲线积分来定义的．

由定义可直接推得下列性质．
（１） 线性性质：设 F 、G 是两个连续的向量值函数，k１，k２ 是两个常数，曲线 L 如前

所述，并给定了方向，则
∫L
（k１F ＋ k２G ） · ｄs＝ k１∫L

F · ｄs＋ k２∫L
G · ｄs畅

　　（２） 可加性：　设F 是连续的向量值函数，曲线L 如前所述．又设L 可划分成两段

L １ 和 L ２，并且 L １ 和 L ２ 的方向都与 L 的方向一致，则
∫L

F · ｄs＝∫L １
F · ｄs＋∫L ２

F · ｄs畅
　　（３） 设 F 是连续的向量值函数，L 如前所述．又设 L

－是 L 的反向曲线（即 L
－与 L

的方向恰好相反）．则
∫L

F · ｄs＝－∫L
－F · ｄs畅

　　性质（３）表明第二类曲线积分是有方向性的，它是区别于第一类曲线积分的重要

特征．第二类曲线积分的有向性与作功的概念是一致的，如果质点由曲线L 上的A 点

移 动到 B 点时，力 F 作了功，则质点由 B 点沿原路移动到 A 点时，质点就要克服力 F

作功，即力 F 作了负功畅
　　９．２．２　第二类曲线积分的计算

设平面光滑曲线 L 的方程是

r（t） ＝ x（t）i＋ y（t）j　（α≤ t≤ β）畅
设参数t＝α对应于L 的起点A ，参数t＝β对应于终点B ，并假设参数增大的方向与曲

线的方向一致，则切向量

T ＝ r′（t） ＝ ｛x′（t），y′（t）｝
与曲线 L 的方向一致，单位切向量为

eT ＝ １
x′２（t） ＋ y′２（t）｛x′（t），y′（t）｝畅

设 F （x，y） ＝ P （x，y）i＋ Q （x，y）j，

·６６１· 工科数学分析（下）



其中 P 、Q 是连续函数，注意到曲线 L 上的弧长微分是

ｄs＝ x′２（t） ＋ y′２（t）ｄt，
因此得

∫L
F · ｄs＝∫L

F · eT ｄs＝∫βα［P （x（t），y（t））x′（t） ＋ Q （x（t），y（t））y′（t）］ｄt畅
（９．２．１）

　　若参数 t＝α对应于终点 B ，t＝β对应于起点 A ，这时参数增大的方向与指定曲线

的方向恰好相反，为此考虑反向曲线 L
－＝B A．对于曲线 L

－来说，参数增大的方向与

曲线的方向一致，因此由上面的讨论知

∫L
－F · ｄs＝∫L

－F · eT ｄs＝∫βα［P （x（t），y（t））x′（t） ＋ Q （x（t），y（t））y′（t）］ｄt，
由第二类曲线积分的有向性及定积分的性质，即得

∫L
F · ｄs＝∫L

F · eT ｄs
＝∫αβ［P （x（t），y（t））x′（t） ＋ Q （x（t），y（t））y′（t）］ｄt． （９．２．２）

　　由此可知，把第二类曲线积分化为定积分计算时，把与起点对应的参数作为下

限，与终点对应的参数作为上限．
如果 C 是一条光滑的空间曲线，其方程为

r（t） ＝ x（t）i＋ y（t）j＋ z（t）k　　（α≤ t≤ β），
并设 t＝α对应于 C 的起点，t＝β对应于 C 的终点，又设 F 是连续的向量值函数，即

F （x，y，z） ＝ P （x，y，z）i＋ Q （x，y，z）j＋ R （x，y，z）k畅
则可类似地定义 F 在 C 上的第二类曲线积分，并有计算公式：
　　∫C

F · ｄs＝∫C
F · eT ｄs

＝∫βα［P 倡（t）x′（t） ＋ Q
倡（t）y′（t） ＋ R

倡（t）z′（t）］ｄt， （９．２．３）
其中 P

倡 （t） ＝ P （x（t），y（t），z（t）），　Q
倡 （t） ＝ Q （x（t），y（t），z（t）），

R
倡（t） ＝ R （x（t），y（t），z（t））畅

　　９．２．３　第二类曲线积分的几个等价形式

设平面光滑曲线 L 的单位切向量为

eT ＝ ｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ｝，
又设 F （x，y） ＝ P （x，y）i＋ Q （x，y）j，
则 ∫L

F · eT ｄs＝∫L
（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ）ｄs．

又因为弧长微分 ｄs与 ｄx、ｄy 有关系式（见图 ９．５）
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ｄxｄs ＝ ｃｏｓα，　 ｄyｄs＝ ｃｏｓβ
所以上述积分又可写成

∫L
F · eT ｄs＝∫L

P ｄx ＋ Q ｄy畅
于是得到了第二类曲线积分的四个等价形式：
∫L

F · ｄs，　∫L
F · eT ｄs，　∫L

（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ）ｄs，　∫L
P ｄx ＋ Q ｄy畅

　　对空间曲线的情形也有类似的等价形式，此处不再列举．由第四种等价形式，第
二类曲线积分又称为对坐标的曲线积分．

下面给出几个计算的例子．

图９．５ 图９．６
例９．２．１　计算曲线积分∫L

xｄx＋yｄy，其中L ：x ２＋y
２＝a

２，y≥０，起点为A （a，０），
终点为B （－a，０）（见图 ９．６）畅

解　取 L 的参数方程：
x ＝ aｃｏｓt，　y ＝ aｓｉｎt　（０ ≤ t≤ π）畅

其中 t＝０对应于起点 A ，t＝π对应于终点 B畅由公式（９．２．１）得
∫L

xｄx ＋ yｄy ＝∫π０［aｃｏｓt· （－ aｓｉｎt） ＋ aｓｉｎt· aｃｏｓt］ｄt＝ ０
（请读者试着给这题一个物理解释）． □

由于第二类曲线积分有下面的等价形式：
∫L

F · ｄs＝∫L
P （x，y）ｄx ＋ Q （x，y）ｄy，

它的计算公式又是

∫L
F · ｄs＝∫L

P （x，y）ｄx ＋ Q （x，y）ｄy
＝∫βα［P （x（t），y（t））x′（t） ＋ Q （x（t），y（t））y′（t）］ｄt．

因此能够很容易地记住将第二类曲线积分化为定积分计算的方法：被积函数 P 、Q 中

·８６１· 工科数学分析（下）



图９．７

的 x、y 用曲线的参数方程 x＝x （t），y＝y（t）代入，ｄx、
ｄy 用 x′（t）ｄt、y′（t）ｄt代入，然后把与起点对应的参数

作下限，与终点对应的参数作上限即成．
例 ９．２．２　计算曲线积分

I＝∫L
（x ２ ＋ y

２）ｄx ＋ （x ２ － y
２）ｄy，

其中 L 为：（１） 折线 O A B ；（２）直线段 O B （见图 ９．７）畅
解　（１）折线 O A B 可分成 O A 与 A B 两段，故
I＝∫O A

（x ２ ＋ y
２）ｄx ＋ （x ２ － y

２）ｄy ＋∫A B
（x ２ ＋ y

２）ｄx ＋ （x ２ － y
２）ｄy畅

令 x 作参数，则直线段 O A 的方程为

x ＝ x，　y ＝ x　（０ ≤ x ≤ １），
起点对应于 x＝０，终点对应于 x＝１，所以

∫O A
（x ２ ＋ y

２）ｄx ＋ （x ２ － y
２）ｄy＝∫１０［（x ２ ＋ x

２） · １ ＋ （x ２ － x
２） · １］ｄx

＝∫１０２x ２ｄx ＝ ２３ ．
　　直线段 A B 的方程为

x ＝ x，　y ＝－ x ＋ ２　（１ ≤ x ≤ ２），
起点对应于 x＝１，终点对应于 x＝２，所以

∫A B
（x ２ ＋ y

２）ｄx ＋ （x ２ － y
２）ｄy

＝∫２１｛［x ２ ＋ （－ x ＋ ２）２］ ＋ ［x ２ － （－ x ＋ ２）２］ · （－ １）｝ｄx
＝∫２１２（－ x ＋ ２）２ｄx ＝ ２３ 畅

因此 I＝ ４３ 畅
（２） 直线段 O B 的参数方程为

x ＝ x，　y ＝ ０　（０ ≤ x ≤ ２）畅
所以 ∫O B

（x ２ ＋ y
２）ｄx ＋ （x ２ － y

２）ｄy ＝∫２０［x ２ ＋ （x ２ － ０２） · ０］ｄx ＝ ８３ 畅 □
　　我们看到，上题中的曲线积分的值不仅与积分路径的起点及终点有关，还与路径

本身有关．尽管有相同的起点及终点，但当路径不同时，积分值可以不相等．
例 ９．２．３　计算曲线积分 I＝∫L

xｄx＋yｄy
x
２＋y

２ ，其中 L 是半平面 x＞０内的光滑曲线

r（t）＝x（t）i＋y（t）j，起终点分别为（１，０），（６，８）畅
解　设起终点所对应的参数值分别为 t０ 和 t１，于是 I 化为下面的定积分：
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I＝∫t１
t０

xx′＋ yy′
x
２ ＋ y

２ ｄt＝ １２∫t１
t０
［x ２（t） ＋ y

２（t）］′
x
２（t） ＋ y

２（t） ｄt＝∫t１
t０

x
２（t） ＋ y

２（t） ′ｄt
＝ x

２（t） ＋ y
２（t）│t１

t０
＝ ６２ ＋ ８２ － １２ ＋ ０２ ＝ ９畅 □

　　例 ９．２．３说明，有的曲线积分与路径的起点及终点有关，而与如何连接起点及终

点的路径本身无关．
例 ９．２．４　计算曲线积分 I＝∫C

x
３ｄx＋y

３ｄy＋z
３ｄz，其中 C 是从点 A （３，２，１）到点

B （０，０，０）的直线段 A B．
解　直线段 A B 的方程是　　　　　 x３ ＝ y２ ＝ z１ ，

化为参数方程：r（t）＝３ti＋２tj＋tk，其中 t从 １变到 ０．于是

I＝∫０１［（３t）３ · ３ ＋ （２t）３ · ２ ＋ t
３］ｄt＝ ９８∫０１t３ｄt＝－ ４９２ 畅 □

图９．８

　　例 ９．２．５　设有一质量为 m 的质点受重力作用在空间

沿某光滑曲线弧A B 移动，求重力所作的功．
解　取一空间直角坐标系，z 轴铅直向上，则重力在坐

标轴上的投影分别为

P （x，y，z） ＝ ０，　Q （x，y，z） ＝ ０，　R （x，y，z） ＝－ m g，
其中 g 为重力加速度．设 A 、B 点的坐标分别为（x １，y １，z１），
（x ２，y ２，z２）（见图 ９．８），则质点从 A 点移动到 B 点时重力所

作的功为

W ＝∫A B
P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz＝－∫z２

z１
m gｄz＝－ m g（z２ － z１）畅

我们看到，功 W 的值只与高度有关，而与 A 到 B 的具体路径无关． □
当第二类曲线积分的路径为平面光滑闭曲线时，起点与终点重合，只能具体指明

曲线的方向是两个可能方向中的哪一个方向．只要方向不变，计算闭路曲线积分时，
可取闭路上任一点作为起点，曲线积分的值与起点无关．我们规定逆时针方向为平面

闭路的正向．以后若不特别声明闭路的方向时，总认为积分是沿闭路正向来取的．
例 ９．２．６　计算曲线积分∮C

（x ＋ y）ｄx ＋ （x － y）ｄy，其中 C 为依逆时针方向

通过的椭圆
x
２

a
２＋y

２

b
２ ＝１畅

解　利用椭圆的参数方程

x ＝ aｃｏｓt， 　y ＝ bｓｉｎt　（０ ≤ t≤ ２π），
则有 ∮C

（x ＋ y）ｄx ＋ （x － y）ｄy

·０７１· 工科数学分析（下）



＝∫２π０ ［（aｃｏｓt＋ bｓｉｎt）（－ aｓｉｎt） ＋ （aｃｏｓt－ bｓｉｎt）bｃｏｓt］ｄt
＝∫２π０ （abｃｏｓ２t－ a

２ ＋ b
２

２ ｓｉｎ２t）ｄt＝ ０畅 □
　　注意，上题中的积分符号∮C

表示闭路 C 上的积分．

习　题　９．２
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 质点在变力F 作用下沿曲线L 移动，变力F 所作的功如何表示？
（２） 第二类曲线积分的定义是怎样的？
（３） 第二类曲线积分有几个等价形式？
（４） 第二类曲线积分的计算公式是怎样的？

２畅计算下列第二类曲线积分：
（１）∫O A

xｄy ＋ yｄx，其中O 为坐标原点，A 点的坐标为（１，２）．并设：（ａ）O A 为直线段；（ｂ）O A 为

抛物线y＝２x ２；（ｃ）O A 为由O x 轴上的线段O B 和平行于Oy 轴的线段B A 所组成的折线；
（２）∫L

（x ２ － ２xy）ｄx ＋ （y２ － ２xy）ｄy， L 是抛物线y
２＝x 上从点（１，－１）到（１，１）的一段弧；

（３）∫A B
yｄx－xｄy，A （１，１），B （２，４），方向从 A 到B ：（ａ）A B 为直线段A B ；（ｂ）A B 为抛物线段y＝

x
２（１≤x≤２）；（ｃ）A B 为折线段A C＋C B ，其中C （２，１），方向从A 到C ，再从C 到B ；

（４）∮C

（x ＋ y）ｄx － （x － y）ｄy
x
２ ＋ y

２ ，其中C 是依逆时针方向通过的圆周x
２＋y

２＝a
２畅

３畅求力场F 对运动的单位质点所作的功，此质点沿曲线C 从A 点运动到B 点：
（１） F＝（x－２xy

２）i＋（y－２x ２y）j，C 为平面曲线y＝x
２，A （０，０），B （１，１）；

（２） F＝（x＋y）i＋xyj，C 为平面曲线y＝１－│１－x│，A （０，０），B （２，０）；
（３） F＝（x－y）i＋（y－z）j＋（z－x）k，C 为空间曲线r（t）＝ti＋t

２
j＋t

３
k，A （０，０，０），B （１，１，１）；

（４） F＝y
２
i＋z

２
j＋x

２
k，C 为曲线 r（t）＝aｃｏｓti＋bｓｉｎtj＋ctk（a、b、c 为正数），A （a，０，０），B （a，０，

２πc）畅
４畅求I＝∮C

│y│ｄx＋│x│ｄy，其中C 为以点A （１，０），B （０，１）及C （－１，０）为顶点的三角形的边界曲

线，取逆时针方向．
（Ｂ）

１．设C 是一条简单的光滑闭曲线，取逆时针方向为正向，其参数方程为x＝x（s），y＝y（s），s为弧长．
（１） 若记C 上的单位切向量为eT＝ｄxｄsi＋ｄyｄsj，则C 上的单位（外）法向量为en＝ｄyｄsi－ｄxｄsj；
（２） 若u（x，y）是可微函数，试将对弧长的曲线积分∮C

抄u抄nｄs化为对坐标的曲线积分．
２．设有稳定的流体运动（即流速不随时间改变的），流体层充分薄，可看成一个平面问题，每点处的
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流速可表为向量 v（x，y）＝P （x，y）i＋Q （x，y）j．平面上给定曲线 C ，并给定了单位法向量的指

向．
（１） 用微元法证明单位时间内流出曲线C 的流量微元为

ｄq（x，y）＝［P （x，y）ｃｏｓ（en，x）＋Q （x，y）ｃｏｓ（en，y）］ｄs；
（２） 用微元法证明单位时间内从区域D 内渗出来或漏下去的流量微元为（D 为C 所围区域）

ｄq倡（x，y）＝ 抄P （x，y）抄x ＋抄Q （x，y）抄y ｄxｄy；
（３） 证明流体通过C 的流量为

∮C
［P ｃｏｓ（en，x） ＋ Q ｃｏｓ（en，y）］ｄs＝簇

D

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ｄxｄy．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） （ａ） ２，（ｂ） ２，（ｃ） ２；　（２） －１４１５；　（３） （ａ） －２，（ｂ） － ７３ ，（ｃ）－５；　（４） －２π．
３．（１） ０；　（２） ８３ ；　（３） １６０；　（４） ４πbc

２＋πa２c．
４．－１．

（Ｂ）
１．（２）∮C

抄u抄n ｄs＝∮C
－ 抄u抄y ｄx ＋ 抄u抄x ｄy．

９．３　第一类曲面积分

　　９．３．１　曲面面积

本节要讨论展布在曲面上的积分的问题，为此，先弄清楚曲面的面积怎样计算．
设给定空间曲面 S ，它的方程是

z＝ f（x，y），
其中（x，y）∈D ，而 D 是曲面 S 在 xOy 平面上的投影区域．又设偏导数 f x （x，y）和
f y（x，y）在 D 上连续．

我们用切平面近似代替曲面的办法来求曲面的面积．为此，将D 划分成n 个小区

域：D １，D ２，…，D n，在 D i 上任取一点（x i，yi）∈D i（i＝１，２，…，n），相应地曲面 S 也可划

分成 n 小块：S １，S ２，…，S n，并且每个 S i 上有一点 M i（x i，yi，zi），zi＝f（x i，yi）（i＝１，２，
…，n）．过 M i 点作曲面 S 的切平面πi，在 M i 点的法向量为

ni＝ ｛－ p i， － qi，１｝，
其中p i＝f x（x i，yi），qi＝f y（x i，yi）畅以D i 的边界为准线，作母线平行于z 轴的柱面，介
于该柱面内的平面πi的一部分，记作σi，显然σi 在xOy 平面上的投影为D i（见图 ９．９）．

·２７１· 工科数学分析（下）



由于D i 的面积（仍记为D i）存在，所以σi 的面积（仍记为σi）也存在，它不仅与D i 有关，

图９．９

也与它们所在的平面的法向量夹角有关：
D i＝ σiｃｏｓ（ni，z）

当σi 为平行四边形时，通过两向量的叉积，容易得出

该公式成立，一般情形看成平行四边形和的极限．因
为

ｃｏｓ（ni，z） ＝ １
１ ＋ p

２
i ＋ q

２
i

，

所以 σi＝ １ ＋ p
２
i ＋ q

２
i · D i．

于是定义光滑曲面 S 的面积为

S ＝ ｌｉｍλ→０钞
n

i＝１
σi＝ ｌｉｍλ→０钞

n

i＝１
１ ＋ p

２
i ＋ q

２
i · D i＝簇

D

１ ＋ p
２ ＋ q

２ｄxｄy，
其中p＝f x（x，y），q＝f y（x，y），λ的含义见第８章８．１节畅于是，曲面S 的面积可表示

为一个二重积分：
S ＝簇

D

１ ＋ p
２ ＋ q

２ｄxｄy， （９．３．１）
其中 ｄS＝ １＋p

２＋q
２ｄxｄy 称为曲面的面积微元．

例 ９．３．１　求球面 x
２＋y

２＋z
２＝a

２ 的面积．
解　由对称性，只需求出位于第一卦限的那部分球的表面积S １（见图９．１０），整个

图９．１０

球面的面积即为

S ＝ ８S １．
　　在第一卦限中球面的方程为

z＝ a
２ － x

２ － y
２ ，

它在 xOy 平面的投影区域为 D ：x ２＋y
２≤a

２，x≥０，y≥０，由
p ＝ 抄z抄x ＝ － x

a
２ － x

２ － y
２ ，　q＝ 抄z抄y ＝ － y

a
２ － x

２ － y
２ ，

得 １ ＋ p
２ ＋ q

２ ＝ a

a
２ － x

２ － y
２ ，

所以

S １ ＝簇
D

a

a
２ － x

２ － y
２ ｄxｄy．

注意到被积函数在D 的一段边界曲线x
２＋y

２＝a
２（x≥０，y≥０）上不连续，因此采用下

面的方法处理：先取区域D ε：x ２＋y
２≤（a－ε）２，其中 ０＜ε＜a，算出对应于D ε 上的球面

面积 S １′后，令 ε→０取 S １′的极限，就得到所求的面积 S １畅
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S′１ ＝簇
D ε

a

a
２ － x

２ － y
２ ｄxｄy ＝簇

D ε

ar

a
２ － r

２ ｄrｄθ＝ a∫π／２０ ｄθ∫a－ε

０
rｄr

a
２ － r

２

＝πa２∫a－ε

０
rｄr

a
２ － r

２ ＝ πa２ （a － a
２ － （a － ε）２），

于是 S １ ＝ ｌｉｍε→ ０ S′１ ＝ ｌｉｍε→ ０ πa２ （a － a
２ － （a － ε）２） ＝ πa２２ ，

由此得 S ＝ ８S １ ＝ ４πa２畅 □
　　９．３．２　第一类曲面积分的概念和性质

假设今后的讨论中所涉及的曲面都是光滑的，即曲面上各点处都存在切平面，且
当点在曲面上连续变动时，切平面也连续变动．又假定曲面的边界曲线是分段光滑的

曲线．今后不再重复说明．
我们现在要研究第一类曲面积分的概念，其引进的方式与第一类曲线积分十分

相似．如果把本章 ９．１节中所研究的质量问题再拿到这里来，而把曲线 C 换为光滑曲

面 S ，线密度改为面密度，弧长微元 ｄs换成曲面面积微元 ｄS ，曲线上的点改为曲面上

的点（x，y，z），那么，当面密度函数 ρ（x，y，z）连续时，曲面 S 的质量便可表示为

M ＝簇
S

ρ（x，y，z）ｄS畅
这就是第一类曲面积分．

如果曲面的方程是

z＝ z（x，y），　（x，y） ∈ D ，
D 是 xOy 平面上的区域，那么

ｄS ＝ １ ＋ p
２ ＋ q

２ｄxdy，
其中 p＝抄z抄x，q＝抄z抄y，于是

M ＝簇
S

ρ（x，y，z）ｄS ＝簇
D

ρ（x，y，z（x，y）） １ ＋ p
２ ＋ q

２ｄxｄy畅
这表明左端的第一类曲面积分就是右端的二重积分．

现在抽象出第一类曲面积分的概念．
定义 ９．３．１　设 S 是一个光滑曲面，它的方程是

z＝ z（x，y），　（x，y） ∈ D ，
D 是 xOy 平面上的区域．设 f（x，y，z）是 S 上的连续函数．则定义 f（x，y，z）在 S 上的

第一类曲面积分簇
S

f（x，y，z）ｄS 是

簇
S

f（x，y，z）ｄS ＝簇
D

f（x，y，z（x，y）） １ ＋ p
２ ＋ q

２ｄxｄy畅

·４７１· 工科数学分析（下）



即第一类曲面积分是用右端的一个二重积分来定义的．
可以证明（此处略去）上述定义与曲面方程的表示无关．
第一类曲面积分有以下两个基本性质．
（１） 线性性质： 设f 和g 在光滑曲面S 上的第一类曲面积分存在，k１、k２ 是两个常

数，则 k１f＋k２g 在 S 上的第一类曲面积分也存在，并且

簇
S

（k１f ＋ k２g）ｄS ＝ k１簇
S

fｄS ＋ k２簇
S

gｄS畅
　　（２） 可加性： 设函数 f 在光滑曲面 S 上的第一类曲面积分存在，S 可以划分为两

个光滑曲面S １ 和S ２，则f 在S １ 和S ２ 上的第一类曲面积分都存在．反之，若f 在S １ 和S ２

上的第一类曲面积分都存在，则 f 在 S 上的第一类曲面积分也存在，在这种情形下有

簇
S

fｄS ＝簇
S １

fｄS ＋簇
S ２

fｄS．
　　当 S 为一封闭曲面时，习惯上把 f（x，y，z）在 S 上的第一类曲面积分记作

促
S

f（x，y，z）ｄS畅

　　９．３．３　第一类曲面积分的计算

下面通过具体的例子来说明第一类曲面积分的计算．
例 ９．３．２　计算曲面积分 I＝促

S

（x ２＋y
２＋z

２）ｄS ，其中 S 是球面：x ２＋y
２＋z

２＝a
２畅

解　由被积函数与曲面的对称性知，所求积分等于半球面 S １ 上的积分的两倍，
其中

S １： z＝ a
２ － x

２ － y
２畅

由 p ＝ 抄z抄x ＝ － x

a
２ － x

２ － y
２ ，　q＝ 抄z抄y ＝ － y

a
２ － x

２ － y
２ ，

得 ｄS ＝ １ ＋ p
２ ＋ q

２ｄxｄy ＝ a

a
２ － x

２ － y
２ ｄxｄy畅

而 S １ 在 xOy 平面上的投影区域 D 为 x
２＋y

２≤a
２畅于是有

I＝２簇
S １
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄS ＝ ２簇

D

（x ２ ＋ y
２ ＋ a

２ － x
２ － y

２） · a

a
２ － x

２ － y
２ ｄxｄy

＝２a３簇
D

ｄxｄy
a
２ － x

２ － y
２ ＝ ２a３∫２π０ ｄθ∫a

０
rｄr

a
２ － r

２

＝－ ２πa３∫a

０
ｄ（a２ － r

２）
a
２ － r

２ ＝－ ２πa３（２ a
２ － r

２ ）│a

０ ＝ ４πa４畅
　　本例若利用曲面的方程式先将被积函数化简，其结果立即可得，即
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I＝簇
S

（x ２ ＋ y
２ ＋ z

２）ｄS ＝ a
２簇

S

ｄS ＝ a
２ · ４πa２ ＝ ４πa４畅 □

　　例 ９．３．３　设曲面 S 的方程为 z＝９－x
２－y

２（z≥０），计算曲面积分

I＝簇
S

２x ２ ＋ ２y ２ ＋ z

４x ２ ＋ ４y ２ ＋ １ｄS畅
　　解　先算出

１ ＋ p
２ ＋ q

２ ＝ １ ＋ ４x ２ ＋ ４y ２ ，
再由计算公式，得

I＝簇
S

２x ２ ＋ ２y ２ ＋ z

４x ２ ＋ ４y ２ ＋ １ｄS

＝簇
D

２x ２ ＋ ２y ２ ＋ （９ － x
２ － y

２）
４x ２ ＋ ４y ２ ＋ １ ４x ２ ＋ ４y ２ ＋ １ｄxｄy

＝簇
D

（９ ＋ x
２ ＋ y

２）ｄxｄy，
其中 D 为 S 在 xOy 平面上的投影区域：x ２＋y

２≤９，因此，
I＝∫２π０ ｄθ∫３０（９ ＋ r

２）rｄr＝ ２π∫３０（９r＋ r
３）ｄr＝ ２４３π２ 畅 □

　　例９．３．４　求密度ρ≡１的均匀球壳x
２＋y

２＋z
２＝a

２（z≥０）对于O z 轴的转动惯量．
解　转动惯量为

Iz ＝簇
S

（x ２ ＋ y
２）ｄS ＝ 簇

x
２＋ y

２≤ a
２
（x ２ ＋ y

２） · a

a
２ － x

２ － y
２ ｄxｄy

＝a∫２π０ ｄθ∫a

０
r
３

a
２ － r

２ ｄr＝ ２πa４∫π／２０ ｓｉｎ ３θｄθ＝ ４３ πa４． □

习　题　９．３
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 光滑曲面S 的面积怎样定义和计算？
（２） 第一类曲面积分是怎样定义的？

２畅计算下列第一类曲面积分：
（１）促

S

（x ２ ＋ y
２ ＋ z

２）ｄS，S 是 x ＝ ０，y ＝ ０及 x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ＝ a

２（x ≥ ０，y≥ ０）所围成的闭曲

面；
（２）促

S

（x ２ ＋ y
２）ｄS， S 为立体 x

２＋y
２≤z≤１的边界曲面；

·６７１· 工科数学分析（下）



（３）簇
S

x
２ ＋ y

２ｄS，S 是锥面z＝ x
２＋y

２被平面z＝h（h＞０）所截部分；
（４）簇

S

（x ＋ y ＋ z）ｄS，S 为上半球面x
２＋y

２＋z
２＝a

２，z≥０；
（５）簇

S

zｄS ，S 为曲面z＝ １２ （x ２＋y
２）被平面z＝２所截下的有限部分；

（６）簇
S

yｄS，S 是平面x＋y＋z＝４被圆柱面x
２＋y

２＝１截出的有限部分．
３畅求曲面z＝ x

２＋y
２夹在两曲面x

２＋y
２＝y，x ２＋y

２＝２y 之间的那部分的面积．
（Ｂ）

１畅求球面x
２＋y

２＋z
２＝a

２ 被柱面x
２＋y

２＝ax 截下部分的面积．
２畅求抛物面z＝２－（x ２＋y

２）的质量（在xOy 平面上方的部分），其密度为ρ（x，y，z）＝x
２＋y

２畅
３畅求均匀曲面z＝ a

２－x
２－y

２的质心的坐标．
答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ３π２ a

４；　（２） π２ （１＋ ２ ）；　（３） ２ ２３ πh３；　（４） πa３；　（５） ２π１５（２５ ５ ＋１）；　（６） ０．
３．３ ２４ π．

（Ｂ）
１．２a２（π－２）．
２．１４９３０ π．
３． ０，０， a２ ．

９．４　第二类曲面积分

　　９．４．１　第二类曲面积分的概念

本节要讨论的第二类曲面积分，是一种有方向性的积分．曲面的定向比曲线的定

向要复杂得多．在日常生活中，我们所见到的曲面总可以分清它的两侧．例如一张纸，
我们可以谈它的上侧与下侧、前侧与后侧、左侧与右侧等．一个纸盒子，我们可以谈它

的内侧与外侧．也就是说，一个曲面总可以分出它的两侧．对于有两侧的曲面，若用颜

料来涂这个曲面，我们可以使曲面的一侧涂上一种颜色，曲面的另一侧涂上另一种颜

色，而这两种颜色永远不会碰头．这种能够分出两侧的曲面，称之为双侧曲面．以后我

们总假定所考虑的曲面是双侧的．至于单侧曲面，以及如何严格地定义双侧曲面及单

·７７１·第９章　曲线积分与曲面积分



侧曲面，这里就不作深入的讨论了．
对于曲面的两个侧，怎样具体地加以刻画呢？ 设光滑曲面 S 的方程是

z＝ z（x，y），
函数 z（x，y）在区域 D 上有连续偏导数．由第 ７章 ７．９．２知曲面 S 的法向量为

n ＝± ｛－ zx， － zy，１｝畅
若要表示曲面的上侧，这时法向量应向上，即它的第三个分量应大于零（见图 ９．１１），
所以取“＋”号得到的法向量

n ＝ ｛－ zx， － zy，１｝
即表示曲面 S 的上侧；若要表示曲面的下侧，这时法向量应向下，即第三个分量应小

于零，所以取“－”号得到的法向量

n ＝ ｛zx，zy， － １｝
即表示曲面的下侧．

现在我们考虑一个实际问题：设空间区域Ω内布满某种流体，其流速为 v（x，y，
z）．又设 S 是Ω内的一个光滑曲面，求单位时间内流体通过曲面 S 的流量．下面分几

步研究这个问题．
（１） 设流速v 是常向量，S 是一个平面，并设平面S 的法向量n 的方向与流速v 的

方向一致（见图９．１２）．这时，单位时间内通过S 的流量Φ是Φ＝│v│A ，　A 是平面S 的

面积．

图９．１１ 图９．１２ 图９．１３
　　（２） 设平面S 的法向量 n 与常向量 v 的方向不一致，其夹角θ≠０，则在单位时间内

通过S 的流量，等于通过S′的流量（见图９．１３），S′是S 在流速方向上的投影．换句话说，
在单位时间内通过S 的流量，等于以S 为底，以│v│为斜高的斜柱体体积，即流量Φ是

Φ＝ │v│A ｃｏｓθ＝ │v│A ｃｏｓ（v，n）．
　　设 en 表示平面 S 的单位法向量，作向量

S ＝ A en，
则流量Φ可表为 Φ＝ │v│A ｃｏｓ（v，en） ＝ v · S ＝ v · enA畅

·８７１· 工科数学分析（下）



　　（３） 后设 v 不是常向量，v＝v（x，y，z），S 也不是平面，而是Ｒ
３ 内的一个光滑曲

面．在 S 上点（x，y，z）处取一面积元素 ｄS ，作一向量

ｄS ＝ │ｄS│en ＝ ｄS en

其中 en 是曲面 S 在点（x，y，z）处的单位法向量．则单位时间内通过 ｄS 的流量 ｄΦ为

ｄΦ＝ v（x，y，z） · ｄS ＝ v（x，y，z） · enｄS ，
将这些流量沿 S 累加（积分）起来，便得到所求的流量

Φ＝簇
S

v（x，y，z） · ｄS ＝簇
S

v（x，y，z） · enｄS
这就是一个第二类曲面积分．

下面给出一般的定义．
定义９．４．１　设有光滑曲面S ，预先指定了曲面的侧，也就是预先给定了曲面S 上

的单位法向量 en，又设 f（x，y，z）是一个向量值连续函数：
f（x，y，z） ＝ P （x，y，z）i＋ Q （x，y，z）j＋ R （x，y，z）k．

则定义 f 在曲面 S 上的第二类曲面积分簇
S

f · ｄS 为

簇
S

f · ｄS ＝簇
S

f · enｄS ， （９．４．１）
它是用右端的一个第一类曲面积分来定义的．

由定义直接推得下列性质：
簇

S
某侧

f · ｄS ＝－ 簇
S
另一侧

f · ｄS，
即第二类曲面积分沿不同的侧将改变符号．
　　９．４．２　第二类曲面积分的几个等价形式

设曲面 S 上的单位法向量是

en ＝ ｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝，
则由（９．４．１）式可得

簇
S

f · ｄS ＝簇
S

（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS畅 （９．４．２）
　　与第二类曲线积分

∫L
P ｄx ＋ Q ｄy ＝∫L

（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ）ｄs
比较，我们还要引入第二类曲面积分的另一种记号．由本章９．３节知道，如果在曲面S

上取一微元 ｄS ，并把它近似地看作平面，则 ｄS 在 xOy 平面上投影的面积为 ｃｏｓγｄS畅
类似地，ｄS 在 yO z 平面、zO x 平面上投影的面积为 ｃｏｓαｄS ，ｃｏｓβｄS畅现在投影面积是

·９７１·第９章　曲线积分与曲面积分



带正负号的：若单位法向量en 与z 轴正向的夹角小于
π２ ，即γ＜π２ ，则有ｃｏｓγｄS＞０；若

法向量 en 与 z 轴正向的夹角大于
π２ ，即γ＞ π２ ，则有 ｃｏｓγｄS＜０．这种投影称为有向投

影．我们用 ｄyｄz、ｄzｄx、ｄxｄy 分别表示 ｄS 在 yO z 平面、zO x 平面、xOy 平面上有向投

影的面积微元，即
ｄyｄz＝ ｃｏｓαｄS ，　ｄzｄx ＝ ｃｏｓβｄS ，　ｄxｄy ＝ ｃｏｓγｄS ，

则第二类曲面积分也常写成下列形式：
簇

S

f · ｄS ＝簇
S

P ｄyｄz＋ Q ｄzｄx ＋ R ｄxｄy畅 （９．４．３）
这样我们便给出了第二类曲面积分的四个等价形式：

簇
S

f · ｄS，　簇
S

f · enｄS ，　簇
S

（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS ，

簇
S

P ｄyｄx ＋ Q ｄzｄx ＋ R ｄxｄy畅

　　９．４．３　第二类曲面积分的计算

由于我们是利用第一类曲面积分来定义第二类曲面积分的，所以，会计算第一类

曲面积分也就会计算第二类曲面积分．
设给定曲面 S 的方程是

z＝ z（x，y），　（x，y） ∈ D ，
函数 z（x，y）在 D 上有连续偏导数．我们知道，S 上点（x，y，z）处的法向量是

n ＝± ｛－ zx， － zy，１｝，
n 的方向余弦是

ｃｏｓα＝ －zx

± １＋z
２
x＋z

２
y

，　ｃｏｓβ＝ －zy

± １＋z
２
x＋z

２
y

，　ｃｏｓγ＝ １
± １＋z

２
x＋z

２
y

畅

又 ｄS ＝ １ ＋ z
２
x ＋ z

２
y ｄxｄy，

故得 簇
S

（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS

＝±簇
D

［P （x，y，z（x，y）） · （－ zx） ＋ Q （x，y，z（x，y）） · （－ zy）
　 ＋ R （x，y，z（x，y）） · １］ｄxｄy畅 （９．４．４）

若指定曲面的侧为上侧，则公式前取“＋”号；若指定曲面的侧为下侧，则公式前取

“－”号．根据这个公式，求第二类曲面积分时，不必算法向量的方向余弦，只要求出法

向量 n＝±｛－zx，－zy，１｝，且上侧取正号，下侧取负号．然后把积分

·０８１· 工科数学分析（下）



簇
S

（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS
中的 ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｃｏｓγ换成 n 的分量，ｄS 换成 ｄxｄy 即可．

例 ９．４．１　计算曲面积分I＝簇
S

x
２ｄyｄz＋y

２ｄzｄx＋z
２ｄxｄy，其中S 为如图 ９．１４所

图９．１４

示的三角形 A B C ，方向向上．
解　首先写出曲面 S 的方程：

x＋y＋z＝１　或　z＝１－x－y畅
S 在 xOy 平面上的投影区域 D 为

D ：x ＋ y ≤ １，　x ≥ ０，y ≥ ０畅
其次求出曲面 S 的上侧法向量

n ＝ ｛－ zx， － zy，１｝ ＝ ｛１，１，１｝畅
后利用公式，得

I＝簇
S

x
２ｄyｄz＋ y

２ｄzｄx ＋ z
２ｄxｄy ＝簇

S

（x ２ｃｏｓα＋ y
２ｃｏｓβ＋ z

２ｃｏｓγ）ｄS

＝簇
D

［x ２ · １ ＋ y
２ · １ ＋ （１ － x － y）２ · １］ｄxｄy

＝∫１０ｄx∫１－ x

０ （１ ＋ ２x ２ ＋ ２y ２ ＋ ２xy － ２x － ２y）ｄy ＝ １４ 畅 □

图９．１５

　　例 ９．４．２　计算曲面积分簇
S

（z２＋x）ｄyｄz－zｄxｄy，其中 S

是旋转抛物面 z＝ １２ （x ２＋y
２）介于平面 z＝０及 z＝２之间的部

分的下侧（见图 ９．１５）畅
解　由 zx＝x，zy＝y 得 S 的法向量

n ＝ ｛x，y， － １｝，
S 在 xOy 平面的投影区域为

D ：x ２ ＋ y
２ ≤ ２２畅

于是有

簇
S

（z２ ＋ x）ｄyｄz－ zｄxｄy ＝簇
S

［（z２ ＋ x）ｃｏｓα－ zｃｏｓγ］ｄS

＝簇
D

１４ （x ２ ＋ y
２）２ ＋ x · x － １２ （x ２ ＋ y

２） · （－ １） ｄxｄy

＝簇
D

１４ x（x ２ ＋ y
２）２ｄxｄy ＋簇

D

x
２ ＋ １２ （x ２ ＋ y

２） ｄxｄy．
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注意到簇
D

１４ x（x ２ ＋ y
２）２ｄxｄy ＝ ０，故

簇
S

（z２ ＋ x）ｄyｄz－ zｄxｄy＝簇
D

［x ２ ＋ １２ （x ２ ＋ y
２）］ｄxｄy

＝∫２π０ ｄθ∫２０（r２ｃｏｓ２θ ＋ １２ r
２）rｄr＝ ８π畅 □

　　例９．４．３　计算曲面积分I＝簇
S

xｄyｄz＋yｄzｄx＋zｄxｄy，其中S 是柱面x
２＋y

２＝１

图９．１６

被平面z＝０及 z＝３所截得的在第一卦限内的部分的前侧

（见图 ９．１６）．
解　我们将积分拆成三项分别计算．
因曲面 S 在 xOy 平面上的投影为一弧段，其面积为

零，故簇
S

zｄxｄy ＝ ０畅
S 在 yO z 平面上的投影区域为

D y z：０ ≤ y ≤ １，　０ ≤ z≤ ３，
S 的方程可写成 x＝x （y，z）＝ １－y

２ ，其指定侧（前侧）
的法向量与 x 轴正向的夹角小于

π２ ，所以

簇
S

xｄyｄz＝簇
D

yz

１ － y
２ｄyｄz＝∫３０ｄz∫１０ １ － y

２ｄy

＝３ y２ １ － y
２ ＋ １２ ａｒｃｓｉｎy │１０ ＝ ３π４ 畅

　　S 在 zO x 平面上的投影区域为

D zx：０ ≤ z≤ ３，　０ ≤ x ≤ １，
S 的方程写成y＝y（z，x）＝ １－x

２ ，其指定侧的法向量与y 轴正向的夹角小于
π２ ，所以

簇
S

yｄzｄx ＝簇
D

zx

１ － x
２ｄzｄx ＝ ３π４ 畅

后得 I＝ ３π４ ＋ ３π４ ＝ ３π２ 畅 □

习　题　９．４
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 曲面的方程为z＝z（x y）时 曲面的上侧与下侧如何通过法向量来表示？

·２８１· 工科数学分析（下）



（２） 第二类曲面积分的概念是如何引进的？
（３） 第二类曲面积分有哪四种等价形式？

２畅计算下列第二类曲面积分：
　 （１）簇

S

xｄyｄz＋ yｄzｄx ＋ zｄxｄy， S 为曲面z＝x
２＋y

２ 在第一卦限中，０≤z≤１之间部分的上侧；
　 （２）簇

S

z
２

x
２ ＋ y

２ｄxｄy，S 为上半球面z＝ ２ax－x
２－y

２（a＞０）在圆柱面x
２＋y

２＝a
２ 的外面部分的

上侧；
　 （３）簇

S

x
２
y
２
zｄxｄy， S 为锥面z＝ x

２＋y
２（０≤z≤R ）的下侧；

　 （４）簇
S

x
２ｄyｄz＋y

２ｄzｄx＋z
２ｄxｄy，S 是球面x

２＋y
２＋z

２＝R
２（R＞０）的内侧．（提示：将球面分成两

个半球面．）
３畅设Ω是立体：０≤x≤a，０≤y≤b，０≤z≤c，S 为Ω的外表面的外侧，f（x），g（y），h（z）为连续函数．求

簇
S

f（x）ｄyｄz＋ g（y）ｄzｄx ＋ h（z）ｄxｄy畅
（Ｂ）

１畅计算曲面积分 I＝簇
S

xzｄxｄy＋ xyｄyｄz＋ yzｄzｄx，其中S 是平面x＝０，y＝０，z＝０，x＋y＋z＝
１所围成的空间区域的整个边界曲面的外侧．

２畅计算曲面积分I＝簇
S

（y－z）ｄyｄz＋（z－x）ｄzｄx＋（x－y）ｄxｄy，S 为锥面x
２＋y

２＝z
２（０≤z≤h）的

外表面畅
３畅计算曲面积分I＝促

S

xｄyｄz＋yｄzｄx＋zｄxｄy（x ２＋y
２＋z

２）３／２ ，其中S 是球面x
２＋y

２＋z
２＝a

２ 的外侧表面．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） － π８ ；　（２） （π－３ ３２ ）a２；　（３） － π２８R ７；　（４） ０．
３．abc

f（a）－f（０）
a

＋g（b）－g（０）
b

＋h（c）－h（０）
c

．
（Ｂ）

１．１８ ．
２．０．
３．４π．
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９．５　格林公式及其应用

　　９．５．１　平面闭曲线的定向

我们在本章 ９．２节中曾经规定，平面上简单闭曲线沿逆时针方向为正向．现在我

们进一步讨论平面闭曲线的定向问题．
设平面上有一条简单闭曲线（简称闭路）C ：

r（t） ＝ x（t）i＋ y（t）j，　t∈ ［a，b］，　r（a） ＝ r（b）畅
闭路C 将平面Ｒ

２ 分成两个不相交的区域，而C 是它们的公共边界．这两个区域中有一

个是有界的，称为内部区域；另一个是无界的，称为外部区域．
若闭路C 位于xOy 平面上，一人按z 轴的正向站立，沿闭路环行．如果C 围成的有

界区域（内部区域）总位于人的左边，此时 C 的方向定义为正向（见图 ９．１７（ａ））；反之

为负向（见图 ９．１７（ｂ））．正向的闭路 C ，记为 C
＋ ，负向的闭路 C 记为 C

－．

图９．１７ 图９．１８
如果 xOy 平面上的开区域 D 由一条或有限条封闭曲线所围成，一人按 z 轴正向

站立，沿 D 的边界行进，如果 D 位于左边，则此时各条边界曲线方向定义为区域 D 的

边界的正向，记为 抄D ＋（见图 ９．１８）．

图９．１９

平面的开区域可分为两大类：一类是单连通区域，另一类是非单连通区域．如果

在开区域D 内任取一闭路，而闭路所围成的内部区域总是整个包含在D 内，则称D 为

单连通区域（见图 ９．１９）畅显然，单连通区域不能包含有“洞”（包括“点洞”在内）．
图 ９．２０所示区域都是非单连通区域（又称复连通区域）畅

·４８１· 工科数学分析（下）



图９．２０
常见的有界单连通区域 D 由唯一的闭路 C 围成，此时 抄D ＋＝C

＋ （见图 ９．１７（ａ））．
　　９．５．２　格林公式

在一元微积分学中，微积分学基本定理，即牛顿唱莱布尼兹公式

∫b

a
f（x）ｄx ＝ F （b） － F （a）

告诉我们：变化率的定积分等于变化的总量，即上述公式可写成

∫b

a
F′（t）ｄt＝ F （b） － F （a）畅

从形式上看，这个公式表示函数 f （x）＝F′（x）在区间［a，b］上的定积分，可以通过它

的原函数 F （x）在区间的端点处的值来表达．
那么，对于二元函数来说，这个公式有没有相应的推广呢？ 下面给出的格林公式

就是上述微积分基本定理的一个推广，它是联系平面区域上的二重积分与区域边界

曲线上的第二类曲线积分之间的一个关系式．
定理 ９．５．１　设 D 是以分段光滑的曲线 L 为边界的平面闭区域，函数 P （x，y）和

Q （x，y）在 D 上具有一阶连续偏导数，则有公式

簇
D

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy ＝∮L
P ｄx ＋ Q ｄy， （９．５．１）

其中 L 是 D 的取正向的边界曲线．
公式（９．５．１）称为格林（Ｇｒｅｅｎ）公式．

图９．２１

证　分两种情形讨论畅
情形 １　D 是单连通区域．
先假定区域 D 既可看成 x唱型区域

D ：y １（x） ≤ y ≤ y ２（x），　a ≤ x ≤ b；
又可看成 y唱型区域（见图 ９．２１）

D ：x １（y） ≤ x ≤ x ２（y），　c≤ y ≤ d畅
这时只要证明下面两式成立即可．

∮L
P ｄx ＝－簇

D

抄P抄y ｄxｄy， （９．５．２）
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∮L
Q ｄy ＝簇

D

抄Q抄x ｄxｄy畅 （９．５．３）
如图９．２１所示，若L 由曲线段A C B ，B D A 组成，其中A C B 的方程为y＝y １（x），B D A 的

方程为 y＝y ２（x），则由第二类曲线积分的计算公式，有
∮L

P ｄx ＝∫A C B
P ｄx ＋∫B D A

P ｄx ＝∫b

a
P （x，y １（x））ｄx ＋∫a

b
P （x，y ２（x））ｄx

＝∫b

a
P （x，y １（x））ｄx －∫b

a
P （x，y ２（x））ｄx畅

另一方面，由二重积分化为二次积分的公式有

簇
D

抄P抄y ｄxｄy＝∫b

a
ｄx∫y ２（x ）

y １（x ）
抄P抄y ｄy ＝∫b

a
P （x，y）│y ２（x ）

y １（x ）ｄx

＝∫b

a
［P （x，y ２（x）） － P （x，y １（x））］ｄx畅

比较重积分与曲线积分的结果，即得

∮L
P ｄx ＝－簇

D

抄P抄y ｄxｄy畅
　　又因 L 由曲线 x＝x １（y）与 x＝x ２（y）（c≤y≤d）组成，同理可证

∮L
Q ｄy ＝簇

D

抄Q抄x ｄxｄy畅
　　将所证得的（９．５．２）、（９．５．３）两式相加，即得

∮L
P ｄx ＋ Q ｄy ＝簇

D

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy畅
　　如果D 不是x唱型区域，也不是y唱型区域，那么我们可以用辅助曲线将D 划分成若

干个x唱型区域或y唱型区域．例如，像图９．２２中的区域D ，可用直线段A B 把D 划分为两

个区域 D １、D ２，而 D １、D ２ 是上述的特殊区域，因此公式（９．５．１）对 D １、D ２ 成立，有
簇
D １

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy ＝∫A C B A
P ｄx ＋ Q ｄy ＝∫A C B

P ｄx ＋ Q ｄy ＋∫B A
P ｄx ＋ Q ｄy，

簇
D ２

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy ＝∫B E A B
P ｄx ＋ Q ｄy ＝∫B E A

P ｄx ＋ Q ｄy ＋∫A B
P ｄx ＋ Q ｄy畅

注意到辅助线 A B 上的两个曲线积分方向相反，因此将上面两式相加时，这两个曲线

积分正好相互抵消．因此得

簇
D １

抄Q抄x－抄P抄y ｄxｄy＋簇
D ２

抄Q抄x－抄P抄y ｄxｄy＝∫
A C B

P ｄx＋Q ｄy＋∫B E A
P ｄx＋Q ｄy，

即 簇
D

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy ＝∮
L

P ｄx ＋ Q ｄy．
情形 ２ D 是复连通区域．

·６８１· 工科数学分析（下）



假设 D 是如图 ９．２３所示的复连通区域，其边界曲线由 L １ 与 L ２ 组成，记 L＝L １＋
L ２．按照前面所规定的闭曲线定向规则，L １ 应取逆时针方向，而 L ２ 应取顺时针方向．

图９．２２ 图９．２３
　　这时作一辅助线A B ，A 点在L ２ 上，B 点在L １ 上，把A B 看作边界，则区域D 就成

为一个单连通区域了，因此格林公式成立：
簇

D

抄Q抄x－抄P抄y ｄxｄy ＝∫A B
P ｄx＋Q ｄy＋∫L １

P ｄx＋Q ｄy＋∫B A
P ｄx＋Q ｄy＋∫L ２

P ｄx＋Q ｄy
＝∫L １

P ｄx＋Q ｄy＋∫L ２
P ｄx＋Q ｄy＝∫L

P ｄx＋Q ｄy畅
所以对于复连通区域 D ，格林公式也成立．定理全部证毕． □
　　９．５．３　格林公式的应用

（１） 平面区域的面积表为曲线积分

在公式（９．５．１）中取 P＝－y，Q＝x，即得

２簇
D

ｄxｄy ＝∮L
xｄy － yｄx，

上式左端是闭区域 D 的面积 A 的 ２倍，故有

A ＝ １２∮L
xｄy － yｄx． （９．５．４）

　　例 ９．５．１　计算椭圆 L ：x ２
a
２ ＋y

２

b
２ ＝１所围的面积 A畅

解　椭圆的参数方程为

x ＝ aｃｏｓt，
y ＝ bｓｉｎt 　　（０ ≤ t≤ ２π），

参数 t由 ０变到 ２π时，L 的方向为逆时针方向，由公式（９．５．４），得
A ＝ １２∮L

－ yｄx ＋ xｄy ＝ １２∫２π０ ［（－ bｓｉｎt）（－ aｓｉｎt） ＋ （aｃｏｓt）（bｃｏｓt）］ｄt
＝ab２∫２π０ （ｓｉｎ ２t＋ ｃｏｓ ２t）ｄt＝ πab畅 □
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　　（２） 利用格林公式计算曲线积分

例 ９．５．２　设 L 是任意一条分段光滑的闭曲线，证明

∮L
（２xy ＋ ｃｏｓx）ｄx ＋ （x ２ ＋ ｓｉｎy）ｄy ＝ ０畅

　　证　令 P＝２xy＋ｃｏｓx，Q＝x
２＋ｓｉｎy，则

抄Q抄x － 抄P抄y ＝ ２x － ２x ＝ ０，
因此，由公式（９．５．１）有

∮L
（２xy ＋ ｃｏｓx）ｄx ＋ （x ２ ＋ ｓｉｎy）ｄy ＝簇

D

０ｄxｄy ＝ ０畅 □
　　例 ９．５．３　设 L 是圆周 x

２＋y
２＝a

２，取逆时针方向，计算曲线积分

I＝∮L

－ yｄx ＋ xｄy
x
２ ＋ y

２ 畅
　　解　令 P （x，y） ＝－ y

x
２ ＋ y

２ ，　Q （x，y） ＝ x

x
２ ＋ y

２畅
则因函数 P 、Q 在原点不连续而不能应用格林公式（９．５．１）．但我们可以利用曲线 L

的方程将被积函数化简为

∮L

－ yｄx ＋ xｄy
x
２ ＋ y

２ ＝ １
a
２∮L

－ yｄx ＋ xｄy畅
然后再令 P （x，y） ＝－ y，　Q （x，y） ＝ x，
在区域 D ：x ２＋y

２≤a
２ 上应用格林公式（９．５．１）（或应用面积公式（９．５．４）），得

I＝ １
a
２∮L

－ yｄx ＋ xｄy ＝ １
a
２簇

D

２ｄxｄy ＝ １
a
２ · ２πa２ ＝ ２π． □

　　例９．５．４　计算曲线积分I＝∮L

－yｄx＋xｄy
x
２＋y

２ ，其中L 是椭圆：x ２
a
２＋y

２

b
２ ＝１，取逆时

针方向．
解　此题可利用椭圆的参数方程直接计算，但比较麻烦．我们试用格林公式来计

图９．２４

算．令
P （x，y） ＝ － y

x
２ ＋ y

２ ，　Q （x，y） ＝ x

x
２ ＋ y

２ ，
则 P 、Q 在原点不连续，不满足格林公式的条件．这时我们可

以采取下面的办法来处理：在椭圆 L 所围的区域内，作一个

以原点为中心、以充分小的正数 ε为半径的小圆周 L ε：x
２

＋y
２＝ε２，使 L ε 完全含于 L 所围区域的内部（见图 ９．２４）．L ε

取顺时针方向．用 D 表示 L 与 L ε 间的区域，则 P 、Q 在 D 上连续可微，可以用格林公

式，于是有

·８８１· 工科数学分析（下）



∫L

－ yｄx ＋ xｄy
x
２ ＋ y

２ ＋∫L ε
－ yｄx ＋ xｄy

x
２ ＋ y

２ ＝簇
D

抄抄x x

x
２ ＋ y

２ － 抄抄y － y

x
２ ＋ y

２ ｄxｄy

＝簇
D

y
２ － x

２

（x ２ ＋ y
２）２ －

y
２ － x

２

（x ２ ＋ y
２）２ ｄxｄy ＝ ０畅

因此　　I＝∮L

－ yｄx ＋ xｄy
x
２ ＋ y

２ ＝－∮L ε
－ yｄx ＋ xｄy

x
２ ＋ y

２ ＝∮L
－ε
－ yｄx ＋ xｄy

x
２ ＋ y

２ ．
　　曲线 L

－ε 为逆时针方向，由例 ９．５．３知，其积分值等于 ２π．所以， 后得

I＝∮L

－ yｄx ＋ xｄy
x
２ ＋ y

２ ＝ ２π． □
　　由此例可见，我们可以利用格林公式将一个曲线积分化为另一个简单的曲线积

分．在上例中，只要闭路所围区域包含原点，方向为逆时针方向，积分值总是等于 ２π；
若闭路所围区域不包含原点，则积分值必为零．

后再举一个例子以结束本节．
例 ９．５．５　设函数 u，v 具有二阶连续偏导数，记Δu＝抄

２
u

抄x ２＋
抄２u
抄y ２畅证明：

（１）簇
D

vΔuｄxｄy ＝－簇
D

抄u抄x 抄v抄x ＋ 抄u抄y 抄v抄y ｄxｄy ＋∫抄D v
抄u抄nｄs，其中曲线抄D 围成有界

区域 D ，抄D 关于 D 是正向的，抄u抄n是函数 u 关于 抄D 的外法向量 n 的方向导数；
（２）簇

D

Δuｄxｄy ＝∫
抄D

抄u抄nｄs；
（３）簇

D

（uΔv － vΔu）ｄxｄy ＝∫
抄D

v
抄u抄n － u

抄v抄n ｄs畅
证　（１） 由方向导数的公式知，

抄u抄n ＝ 抄u抄x ｃｏｓ（n，x） ＋ 抄u抄yｃｏｓ（n，y），
所以 ∫抄D v

抄u抄nｄs＝∫抄D v
抄u抄x ｃｏｓ（n，x）＋ 抄u抄yｃｏｓ（n，y） ｄs．

图９．２５

　　用 T 表示边界曲线 抄D 的切向量，其方向与 抄D 的方向一致

（见图 ９．２５）．由于

ｃｏｓ（n，x）ｄs＝ ｃｏｓ（T，y）ｄs＝ ｄy，
ｃｏｓ（n，y）ｄs＝－ ｃｏｓ（T，x）ｄs＝－ ｄx，

所以 ∫抄D v
抄u抄nｄs＝∫抄D － v

抄u抄y ｄx ＋ v
抄u抄x ｄy畅

由格林公式，有
∫抄D v

抄u抄nｄs＝簇
D

抄抄x v
抄u抄x － 抄抄y － v

抄u抄y ｄxｄy

·９８１·第９章　曲线积分与曲面积分



＝簇
D

vΔuｄxｄy ＋簇
D

抄u抄x 抄v抄x ＋ 抄u抄y 抄v抄y ｄxｄy畅
　　（２） 在（１）中令 v＝１即得畅

（３） 对簇
D

vΔuｄxｄy 和簇
D

uΔvｄxｄy 应用（１）的结果，然后相减即得． □

习　题　９．５
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么叫单连通区域？ 它的边界曲线的正向、负向如何规定？
（２） 什么叫复连通区域？ 其边界曲线的正向又是怎样规定的？
（３） 格林公式成立的条件是什么？

２畅试利用格林公式计算下列曲线积分：
（１）∮C

F · ｄs，其中 F ＝ ２xyi＋ （x ２ ＋ ８y３）j，C 为圆周 x
２ ＋ y

２ ＝ a
２，取正向；

（２）∮L
F · ｄs，其中 F ＝ （x － y）i＋ （y － x）j，L 是椭圆x

２
a
２ ＋ y

２
b
２ ＝ １，取负向；

（３）∮L
（yx

３ ＋ ｅy）ｄx ＋ （xy
３ ＋ xｅy － ２y）ｄy，其中 L 是椭圆x

２
a
２ ＋ y

２
b
２ ＝ １，取正向；

（４）∫C
x
２
yｄx ＋ xy

２ｄy，L ：│x│＋│y│＝ １，取正向．
３畅利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积：
（１） 星形线x＝aｃｏｓ３t，y＝aｓｉｎ３t（０≤t≤２π）；
（２） 双纽线r

２＝a
２ｃｏｓ２ φ．

４畅计算曲线积分∫L
（x＋y）２ｄx－（x ２＋y

２ｓｉｎy）ｄy，其中L 是抛物线y＝x
２ 上从点（－１，１）到点（１，１）

的那一段．
５畅求 I＝∫A B O

（x ２ － ｅxｃｏｓy）ｄx ＋ （ｅxｓｉｎy ＋ ３x）ｄy， 其中A B O 是从点 A （０，２）沿右半圆周 x＝
１－（y－１）２到点O （０，０）的弧段．

（Ｂ）
１畅计算曲线积分I＝∮C

－yｄx＋xｄy４x ２＋y
２ ，其中C 是以点（１，０）为圆心、以R 为半径的圆周（R≠１），取逆

时针方向．
２畅设C 为不经过原点的简单封闭曲线，取逆时针方向，试计算曲线积分I＝∮C

xｄy－yｄx
x
２＋y

２ 畅
３畅试利用格林公式证明：簇

D

Δ· （Δf）ｄσ＝∮
C

抄f抄x ｄy－抄f抄y ｄx ，其中C 是平面闭区域D 的正向边界

曲线，f 在D 上具有连续的偏导数．

·０９１· 工科数学分析（下）



答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ０；　（２） ０；　（３） ０　；（４） ０．
３畅（１） ３８ πa２；　（２） a

２．
４．１６１５．
５．ｃｏｓ２－１－３π２ ．

（Ｂ）
１．R＜１时，I＝０；R＞１时，I＝π．
２．若C 所围区域不包含原点，则I＝０；若C 所围区域包含原点，则I＝２π．

９．６　保守场与势函数

让我们再次回到一元函数的微积分基本定理上来．我们知道，若在［a，b］上给定

函数 f（x），且存在一函数 F （x），使得

F′（x） ＝ f（x）畅
则称 F （x）为 f（x）的原函数，这时有牛顿唱莱布尼兹公式成立：

∫b

a
f（x）ｄx ＝ F （x）│b

a
＝ F （b） － F （a）畅

这就告诉我们，如果知道原函数，则对求 f （x）的积分来说是非常方便的畅那么，在曲

线积分的情形，是否也有类似的结果呢？ 本节将就这一问题展开讨论．
　　９．６．１　保守场与势函数的概念

先考虑一个电学中的问题．设在空间直角坐标系的原点处，放置一电量为 q 的电

荷，则在周围空间产生一静电场，静电场在每一点的电场强度，按定义即为该点单位

正电荷所受到的力．据库仑定律可求出点电荷产生的静电场在每点的电场强度

E ＝ q４πε r

r
３ ，

其中 ε为介电常数，r＝xi＋yj＋zk，r＝│r│畅
电场强度 E 是一个向量场，容易验证，它是由数量场

u ＝ q４πε · １r　（其中 r＝ x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ）

产生的负梯度场，即
E ＝－ ｇｒａｄu ＝－Δu畅

这个例子表明，有的向量场恰好是某个数量场的梯度场（或负梯度场）．但并不是
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任意给定一个向量场 F ，都存在一数量场 u，使向量场恰好是数量场 u 的梯度场（或负

梯度场）．因此，我们把向量场分为两类，一类向量场，都存在一个数量场，使向量场恰

好是数量场的梯度场，这类向量场应该期望有较好的性质；另一类向量场是不存在一

数量场，使它恰好是数量场的梯度场．我们主要讨论前一类向量场．
定义 ９．６．１（势函数）　设在空间某一区域中给定向量场 F （x，y，z），若在该区域

上存在一数量场 u（x，y，z）使得

F ＝ ｇｒａｄu（＝ Δu），
则称向量场 F 为保守场，称函数 u 为向量场 F 的势函数（或位函数）畅

这一定义与物理学中的保守场、势函数的定义略有差别，那里要求存在一函数u，
使得

F ＝－ ｇｒａｄ u，
则称 F 为保守场，u 为势函数．物理学中势函数的定义多了一个负号“－”，主要是从

物理意义考虑．从数学角度来看，这个差别无关紧要．
由梯度的定义可以推知，若 u 是 F 的势函数，则对任意常数 C ，u＋C 也是 F 的势

函数；反之，若 u、v 都是 F 的势函数，即
ｇｒａｄu ＝ F ，　ｇｒａｄv ＝ F ，

则 ｇｒａｄ（u－v）＝０，
从而 u－v 必为常数，即 u－v＝C ，或

u ＝ v ＋ C．
所以，若差一常数项可以不计外，保守场 F 的势函数是唯一的．
　　９．６．２　保守场的性质

我们知道，第二类曲线积分不仅与曲线的起点和终点有关，而且也与所沿的路径

有关．对同一个起点和同一个终点，沿不同的路径所得到的第二类曲线积分的值一般

是不相同的．然而，保守场却具有一个非常好的性质，那就是保守场 F 的第二类曲线

积分只与起点和终点有关，而与所沿的路径无关．这个性质是有物理背景的：质点在

保守场中移动时，力场所作的功与质点所走过的路径无关，而只与质点运动的起点及

终点有关．
为了证明保守场的这个有趣的性质，我们先给出一个概念．
定义 ９．６．２　设在平面区域D 中给定向量场F （x，y），A 、B 为D 内任意给定的两

点．如果对于 D 内任意两条以 A 为起点、以 B 为终点的曲线 L １ 和 L ２（见图 ９．２６）， 总

有

∫L １
F · ｄs＝∫L ２

F · ｄs，
则称向量场 F 的曲线积分与路径无关．

·２９１· 工科数学分析（下）



图９．２６

定理９．６．１　设D 是平面区域（不要求是单连通的），在D

上给定连续的向量场 F （x，y）＝P （x，y）i＋Q （x，y）j，则 F 是

保守场的充分必要条件是 F 的曲线积分与路径无关．
证　必要性：设F 是保守场，由保守场定义，存在一函数u

＝u（x，y），使得

ｇｒａｄu ＝ F ，
即

抄u抄x ＝ P （x，y），　 抄u抄y ＝ Q （x，y）畅
在 D 内任取起点 A （x ０，y ０），终点B （x １，y １），以及任意一条连接A 、B 的曲线L ，我们要

证明 F 沿 L 的积分只依赖于 A 、B ，而与 L 无关．
设 L 的方程为

x ＝ x（t），
y ＝ y（t） 　　（α≤ t≤ β），

参数 t＝α对应于起点 A ，t＝β对应于终点 B ，即 x ０＝x（α），y ０＝y（α）；x １＝x（β），y １＝
y（β）畅由第二类曲线积分的计算公式，有
∫L

F · ｄs＝∫L
P ｄx ＋ Q ｄy ＝∫L

抄u抄xｄx ＋ 抄u抄yｄy
＝∫βα［ux（x（t），y（t））x′（t） ＋ uy（x（t），y（t））y′（t）］ｄt
＝∫βαｄu（x（t），y（t））ｄt ｄt＝ u（x（t），y（t））│βα
＝u（x（β），y（β）） － u（x（α），y（α）） ＝ u（x １，y １） － u（x ０，y ０）畅

这表明 F 的曲线积分确实只与 A 、B 两点有关，而与所沿的路径 L 无关．必要性得证．
充分性：假设向量场F 的曲线积分与路径无关，要证明F 是保守场，按定义，要找

出一个函数 u＝u（x，y），使得 ｇｒａｄu＝F畅
由于F 的曲线积分与路径无关，我们可以在D 内任意选定一个起点A （x ０，y ０），而

终点 B （x，y） 为 D 内任意一点，则曲线积分

∫A B
P （ξ，η）ｄξ＋ Q （ξ，η）ｄη

的值由B （x，y）点唯一地确定，因此这个曲线积分的值是B 点的坐标x、y 的函数，记作

u（x，y） ＝∫（x ，y ）

（x ０，y ０）
P （ξ，η）ｄξ＋ Q （ξ，η）ｄη畅 （９．６．１）

下面证明这个函数 u（x，y）的梯度等于 F ，即要证明

抄u抄x ＝ P （x，y），　 抄u抄y ＝ Q （x，y）畅
依偏导数定义，有
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图９．２７

抄u抄x ＝ ｌｉｍΔx→０
u（x ＋ Δx，y） － u（x，y）Δx

，
由（９．６．１）式，得

u（x ＋Δx，y） ＝∫（x＋Δx ，y ）

（x ０，y ０）
P （ξ，η）ｄξ＋ Q （ξ，η）ｄη畅

因为这里的曲线积分与路径无关，故我们可以如图

９．２７所示那样，将积分路径取为 A B＋B C ，其中 C 的坐

标为 （x＋Δx，y），且 B C 平行于 x 轴，于是有

u（x ＋ Δx，y） － u（x，y） ＝∫B

A
P ｄξ＋ Q ｄη＋∫C

B
P ｄξ＋ Q ｄη－∫B

A
P ｄξ＋ Q ｄη

＝∫C

B
P ｄξ＋ Q ｄη畅

直线段 B C 的参数方程为

ξ＝ t，
η＝ y

　　　（x ≤ t≤ x ＋ Δx）畅
据第二类曲线积分的计算公式，得

u（x ＋ Δx，y） － u（x，y） ＝∫x＋Δx

x
P （t，y）ｄt畅

应用积分中值定理，存在 x
倡∈［x，x＋Δx］，使得

u（x ＋ Δx，y） － u（x，y） ＝ P （x倡，y） ·Δx，
于是有

u（x ＋ Δx，y） － u（x，y）Δx
＝ P （x倡 ，y）．

令Δx→０，则 x
倡→x，由 P （x，y）的连续性，得
抄u抄x ＝ ｌｉｍΔx→０

u（x ＋ Δx，y） － u（x，y）Δx
＝ P （x，y）畅

　　同理可证
抄u抄y＝Q （x，y）畅充分性证毕． □

图９．２８

由定理９．６．１的必要性的证明，并注意到ｇｒａｄu＝F 与ｄu＝P ｄx＋Q ｄy 的等价性，有
∫A B

P ｄx ＋ Q ｄy ＝∫A B
ｄu ＝ u│B

A
，

这个公式正是一元函数的牛顿唱莱布尼兹公式（微积分基本定

理）的推广．利用这公式我们可以得到某些曲线积分的简便算

法：如果积分的被积表达式P ｄx＋Q ｄy 是某个函数u 的全微分，
则 曲线积分的值等于函数 u 在终点的值减去 u 在起点的值．势
函数就相当于一元函数中的原函数．

例 ９．６．１　计算曲线积分∫A B
xｄx ＋ yｄy，其中 A B 为连接

点 A （１，１）和B （４，３）的直线段（见图 ９．２８）畅

·４９１· 工科数学分析（下）



解　　　　∫A B
xｄx ＋ yｄy ＝∫A B

１２ ｄ（x ２ ＋ y
２） ＝ １２ （x ２ ＋ y

２）│B

A

＝ １２ （１６ ＋ ９） － １２ （１ ＋ １） ＝ ２３２ 畅 □
　　９．６．３　保守场的判别法

对于给定向量场 F＝P i＋Q j，如何判别它是否为保守场呢？ 下面给出判别的条

件．
定理 ９．６．２　设D 是平面单连通区域，函数P 和Q 在D 上连续且有连续偏导数，

则下列命题等价：
（１） 对于 D 内任意一条闭曲线 C ，向量场 F＝P i＋Q j 沿 C 的曲线积分为零，即

∮C
F · ｄs＝∮C

P ｄx ＋ Q ｄy ＝ ０；
　　（２） F 的曲线积分与路径无关；

（３） F 是保守场，即存在函数 u（x，y），使得

ｇｒａｄu ＝ F

或者，等价地， ｄu ＝ P ｄx ＋ Q ｄy；
　　（４） 在 D 内处处有

抄Q抄x＝抄P抄y畅
　　证　先证（１）痴（２）畅在D 内任意取两点A 和B ，任意作两条连接A 与B 的路径L １ 和

图９．２９

L ２（见图９．２９），令C 表示由L １ 与L
－２ 组成的闭路．由条件（１），有

∫L １＋ L
－２

F · ｄs＝ ０，
即 ∫L １

F · ｄs＋∫L
－２

F · ｄs＝ ０畅
也就是 ∫L １

F · ｄs＝∫L ２
F · ｄs

因此，F 的曲线积分与路径无关．
（２）痴（３）畅由定理 ９．６．１的充分性所保证．
再证（３）痴（４）畅由条件（３）知，存在函数 u（x，y），使得

P ＝ 抄u抄x ，　Q ＝ 抄u抄y，
因此有

抄２u抄y抄x ＝ 抄P抄y ，　 抄２u抄x抄y ＝ 抄Q抄x．
而P 和Q 在D 内都有连续的偏导数，亦即两个混合偏导数

抄２u抄y抄x和
抄２u抄x抄y都在D 内连续，

从而二者相等，即在 D 内成立
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抄Q抄x ＝ 抄P抄y．
　　 后证（４）痴（１）畅由（４），在D 内有

抄Q抄x＝抄P抄y．设C 为D 内任一闭路，而C 所围区域

记为 D １，D １ 完全含于 D 内．由格林公式，有
∮C

P ｄx ＋ Q ｄy ＝簇
D １

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy ＝ ０畅
　　定理全部证毕． □

例 ９．６．２　设 F （x，y）＝yｃｏｓxi＋ｓｉｎxj，试问 F 是否是保守场．
解　令 P＝yｃｏｓx，Q＝ｓｉｎx，则

抄P抄y ＝ ｃｏｓx ＝ 抄Q抄x ，
由定理 ９．６．２知，F 是保守场． □

例 ９．６．３　设有一变力 F＝（x＋y
２ ） i＋（２xy－８）j，这变力确定了一个力场．证

明：当质点在此力场内移动时，场力所作的功与路径无关．
证　设 P＝x＋y

２，Q＝２xy－８，则
抄P抄y ＝ ２y ＝ 抄Q抄x ，

由定理 ９．６．２知，变力 F 所作的功，即曲线积分

∫L
F · ｄs＝∫L

（x ＋ y
２）ｄx ＋ （２xy － ８）ｄy

与路径无关，而只与运动的起点及终点有关． □
由以上两例可见，只要所讨论的区域是单连通的，那么判别平面保守场是很容易

的，只要验证两个偏导数是否相等就可以了．
　　９．６．４　全微分方程及势函数的求法

如果一阶微分方程写成

P （x，y）ｄx ＋ Q （x，y）ｄy ＝ ０ （９．６．２）
形式后，其左端恰好是某一个函数 u＝u（x，y）的全微分：

ｄu（x，y） ＝ P （x，y）ｄx ＋ Q （x，y）ｄy
则称方程（９．６．２）为全微分方程，其中

抄u抄x ＝ P （x，y），　 抄u抄y ＝ Q （x，y）畅
而方程（９．６．２）就是

ｄu（x，y） ＝ ０畅 （９．６．３）
如果函数 y（x）是方程（９．６．２）的解，则有

ｄu（x，y（x）） ≡ ０，
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因此有 u（x，y（x）） ＝ C　（C 是常数）畅 （９．６．４）
反之，如果有某个函数 y（x）使（９．６．４）式成为恒等式，那么，微分所得之恒等式，就得

到 ｄu（x，y（x））＝０畅所以，
u（x，y） ＝ C

是原方程（９．６．２）的隐式通解．
由上一段的定理９．６．２知道，当函数P （x，y）和Q （x，y）在平面单连通区域D 内有

连续的偏导数时，方程（９．６．２）成为全微分方程的充分必要条件是

抄P抄y ＝ 抄Q抄x （９．６．５）
在 D 内处处成立．或者等价地说，向量场 F＝P i＋Q j 存在势函数 u（x，y），满足 ｇｒａｄu
＝F ，即抄u抄x＝P ，抄u抄y＝Q畅

那么，怎样求出这个势函数呢？或者等价地说，怎样解全微分方程（９．６．２）呢？我
们回忆前面定理 ９．６．１ 的充分性的证明，在那里我们证明了，对于保守场 F＝P i＋
Q j，其势函数可取为

u（x，y） ＝∫（x ，y ）

（x ０，y ０）
P （x，y）ｄx ＋ Q （x，y）ｄy （９．６．６）

（为方便计，我们仍用 x、y 表示积分变量）畅上式右端是一个以（x ０，y ０）为起点、（x，y）
为终点的曲线积分．由于积分与路径无关，所以我们可以取一条简捷的路径（见图

９．３０（ａ）或（ｂ））而得到u（x，y）的表达式．若沿图 ９．３０（ａ）中的路径，则由第二类曲线

积分的计算公式得

u（x，y） ＝∫x

x ０
P （x，y ０）ｄx ＋∫y

y ０
Q （x，y）ｄy； （９．６．７）

图９．３０
若沿图 ９．３０（ｂ）中的路径，则得

u（x，y） ＝∫y

y ０
Q （x ０，y）ｄy ＋∫x

x ０
P （x，y）ｄx畅 （９．６．８）

　　例 ９．６．４　求解微分方程
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（x ＋ y ＋ １）ｄx ＋ （x － y
２ ＋ ３）ｄy ＝ ０畅

　　解　令 P＝x＋y＋１，Q＝x－y
２＋３，则
抄P抄y ＝ １ ＝ 抄Q抄x ，

因此所给方程是一个全微分方程，取（x ０，y ０）为坐标原点，由公式（９．６．８），得
u（x，y） ＝∫y

０ （－ y
２ ＋ ３）ｄy ＋∫x

０ （x ＋ y ＋ １）ｄx ＝－ y
３

３ ＋ ３y ＋ x
２

２ ＋ xy ＋ x，
因此，所求通解为　　　　 x

２

２ ＋ xy ＋ x － y
３

３ ＋ ３y ＝ C畅 □
　　还有一种求势函数的方法——待定函数法．假设在单连通区域 D 上给定向量场

F＝P i＋Q j，满足条件

抄P抄y ＝ 抄Q抄x畅
则由定理 ９．６．２知，F 是保守场，因此存在势函数u（x，y），使得

抄u抄x ＝ P ，　 抄u抄y ＝ Q畅
下面我们固定 y，而对等式

抄u抄x＝P 两端关于 x 求不定积分，得
u（x，y） ＝∫P （x，y）ｄx ＋ φ（y）畅 （９．６．９）

由于计算积分∫P （x，y）ｄx 时，y 看作常数，所以积分常数与y 有关，记为φ（y）．为了确

定函数φ（y），将（９．６．９）式对 y 求导得

抄u抄y ＝ 抄抄y∫P （x，y）ｄx ＋ φ′（y）畅
由
抄u抄y＝Q ，可得

Q ＝ 抄抄y∫P （x，y）ｄx ＋ φ′（y）． （９．６．１０）
由（９．６．１０）式确定出φ（y），代回（９．６．９）式即得到所要求的势函数u（x，y）畅 □

例 ９．６．５　求势函数 u（x，y），使得

ｄu ＝ （x ＋ ２y）ｄx ＋ （２x ＋ y）ｄy畅
　　解　令 P＝x＋２y，Q＝２x＋y，则由

抄u抄x＝P＝x＋２y，得
u（x，y） ＝ x

２

２ ＋ ２xy ＋ φ（y），
上式两端对 y 求导，得 抄u抄y ＝ ２x ＋φ′（y）畅
而
抄u抄y＝Q＝２x＋y，故有 ２x ＋ y ＝ ２x ＋ φ′（y），
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即 φ′（y）＝y畅
上式两端对 y 积分，得

φ（y） ＝ y
２

２ ＋ C　（C 为任意常数）畅
后得势函数　　　　 u（x，y） ＝ x

２

２ ＋ ２xy ＋ y
２

２ ＋ C． □
　　有时，方程

P （x，y）ｄx ＋ Q （x，y）ｄy ＝ ０ （９．６．１１）
的左端不是全微分，但可以选配一个函数μ（x，y），使方程（９．６．１１）乘以μ（x，y）后，成
为全微分方程：

ｄu ＝ μP ｄx ＋ μQ ｄy畅
这样的函数称为积分因子．一般情况下，积分因子不容易求出来的．但在某些简单的

情形下，可用视察法得到．
例 ９．６．６　设有微分方程

xｄx ＋ yｄy ＋ （x ２ ＋ y
２）x ２ｄx ＝ ０畅 （９．６．１２）

乘以因子μ＝ １
x
２＋y

２之后，左端便化为全微分．即有

xｄx ＋ yｄy
x
２ ＋ y

２ ＋ x
２ｄx ＝ ０．

积分之，得 １２ ｌｎ（x ２ ＋ y
２） ＋ x

３

３ ＝ ｌｎC １，
将上式乘以 ２，整理得方程（９．６．１２）的通解为

（x ２ ＋ y
２）ｅ ２３ x

３ ＝ C畅 □

习　题　９．６
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么叫保守场？ 什么叫势函数？
（２） 保守场的重要性质是什么？
（３） 如何判别一个向量场是否是保守场？
（４） 什么叫全微分方程？
（５） 怎样求势函数？

２畅判别下列向量场是不是保守场，或对什么区域来说是保守场：
（１） F＝φ（x）i＋ψ（y）j，其中φ与ψ是可微函数；　　（２） F＝ １

r
３ （xi＋yj），r＝ x

２＋y
２；

（３） F＝f（x＋y）（i＋j），其中f（u）连续； （４） F＝ １
x
２＋y

２（yi－xj）畅
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３畅求势函数u（x，y），使得

　 （１） ｄu＝２xyｄx＋x
２ｄy； （２） ｄu＝（３x ２－３y２＋４）ｄx－６xyｄy；

　 （３） ｄu＝（２xｃｏｓy＋y
２ｃｏｓx）ｄx＋（２yｓｉｎx－x

２ｓｉｎy）ｄy；
　 （４） ｄu＝（ｅxｓｉｎy＋２xy

２）ｄx＋（ｅxｃｏｓy＋２x ２y）ｄy畅
４畅验证被积函数为全微分，并计算下列曲线积分：
（１）∫（２，３）（－１，２）xｄy ＋ yｄx； （２）∫（１，１）（０，０）（x － y）（ｄx － ｄy）；
（３）∫（１，２）（２，１）

yｄx － xｄy
x
２ ，沿不和y 轴相交的路径；

（４）∫（６，８）（１，０）
xｄx ＋ yｄy

x
２ ＋ y

２ ，沿不通过坐标原点的路径．
５畅判别下列方程中哪些是全微分方程，并求全微分方程的通解：
（１） （x ２－y）ｄx－xｄy＝０； （２） （xｃｏｓy＋ｃｏｓx）y′－yｓｉｎx＋ｓｉｎy＝０；
（３） （x ２＋y

２）ｄx＋xyｄy＝０； （４） （１＋ｅ２y）ｄx＋２xｅ２yｄy＝０畅
６畅设有平面力场 F （x，y）＝（２xy

３－y
２ｃｏｓx）i＋（１－２yｓｉｎx＋３x ２y２）j，求一质点沿曲线 L ：２x＝πy２

从点O （０，０）运动到点A （ π２ ，１）时，变力F 所作的功．
（Ｂ）

１畅设L 是从点A （－a，０）经上半椭圆x
２

a
２ ＋y

２
b
２ ＝１（y≥０）到点B （a，０）的弧段，计算曲线积分

I＝∫L

x － y
x
２ ＋ y

２ｄx ＋ x ＋ y
x
２ ＋ y

２ｄy畅
２畅设f（x）在（－∞，＋∞）内有连续导数，L 是从点A （３， ２３ ）到点B （１，２）的直线段，计算曲线积分

I＝∫L

１ ＋ y
２
f（xy）

y
ｄx ＋ x

y
２ ［y２f（xy） － １］ｄy畅

３畅设F （x，y）＝xy
２
i＋yf（x）j 为保守场，其中f（x）具有连续导数，且f（０）＝０畅计算曲线积分I 的值：

I＝∫（１，１）（０，０）F · ｄs
４畅证明：若f（u）为连续函数，C 为分段光滑的简单闭曲线，则∮C

f（x ２＋y
２）（xｄx＋yｄy）＝０畅

答案与提示

（Ａ）
２畅（１），（２），（３），（４）均为保守场．
３畅（１） u（x，y）＝x

２
y＋C ；　（２） u（x，y）＝x

３－３xy
２＋４x＋C ；

（３） u（x，y）＝x
２ｃｏｓy＋y

２ｓｉｎx＋C ；　（４） u（x，y）＝ｅxｓｉｎy＋x
２
y
２＋C．

４．（１） ８；　（２） ０；　（３） － ３２ ；　（４） ９．
５．（１） 是全微分方程，通解：xy－x

３
３ ＝C ；　（２） 是全微分方程，通解：yｃｏｓx＋xｓｉｎy＝C ；

（３） 不是全微分方程；　（４） 是全微分方程，通解：x（１＋ｅ２y）＝C．
６．π２４ ．
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（Ｂ）
１．－π．
２．－４，
３．１２ ．
４．证明被积表达式是某个函数的全微分．

９．７　散度和高斯公式

　　９．７．１　向量场的散度

我们考察图９．３１和图９．３２所示的水流的速度场．图９．３１表明水流从原点喷出，
即原点是一个源．图 ９．３２则表明水流从原点注入，即原点是一个洞，如水流入下水道

的情形．这时我们说原点是一个汇．

图９．３１ 图９．３２
设Ω是Ｒ

３ 中的一个开区域，其边界曲面为S．若向量场F （x，y，z）表示定义在Ω上

的一个稳定流速场，则F 沿闭曲面S 外侧的曲面积分促
S

F · ｄS 可表示流体流出区域Ω
的静速率（即单位时间内通过曲面S 的流量）．如果流体在Ω内部没有源或汇，那么通

过 S 的静流量为零．如果在Ω内有源或汇，我们来研究在这样的点处，流体产生或消

失的速率．
设 M ０∈Ω，任取一包含点 M ０ 的区域 V ，Σ表示 V 的边界曲面外侧，V炒Ω，且 V 也

用来表示其体积．令 en 表示Σ的单位外法向量．如果极限

ｌｉｍ
V → M ０

促
Σ

F · enｄS
V

存在，且它与 V 的选取无关，则称此极限为向量场 F 在 M ０ 点的散度，记作
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ｄｉｖF （M ０） ＝ ｌｉｍ
V → M ０

促
Σ

F · enｄS
V

． （９．７．１）
　　若 F 表示流速，则散度表示在某一点处，单位时间内通过单位体积流体的流量．
若向量场表示流体流入某点，则散度为负；若表示流出某点，则散度为正．使散度ｄｉｖF
＞０的点称为源，使ｄｉｖF＜０的点称为汇畅若散度 ｄｉｖF （M ０）＝０，则说在 M ０ 点无源，而
当 ｄｉｖF≡０时，称向量场 F 为无源场．
　　９．７．２　散度的计算

设有向量场F＝P （x，y，z）i＋Q （x，y，z）j＋R （x，y，z）k，其中P 、Q 、R 有连续的偏

导数，则散度在直角坐标系中的计算公式为

ｄｉｖF ＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z畅 （９．７．２）
　　下面我们来推导这个公式．为了求 F 在点 M （x，y，z）处的散度，我们取一个以 M

为一顶点，边长为 ｄx，ｄy，ｄz 的微元（见图 ９．３３）．这个长方体微元的边界面平行于坐

标面，边界面Σ由六个平面组成，我们称之为上、下、左、右、前、后六个面．

图９．３３

由于左面的外法向为－i，所以流出左面的流量为

F · （－ i）ｄyｄz＝－ P （x，y，z）ｄyｄz；
　　由于右面的外法向为 i，所以流出右面的流量为

F · iｄyｄz＝ P （x ＋ ｄx，y，z）ｄyｄz，
由局部线性化，有

P （x ＋ ｄx，y，z） ≈ P （x，y，z） ＋ 抄P抄x ｄx畅
因此，通过左、右两面的总流量为

－ P （x，y，z）ｄyｄz＋ P （x ＋ ｄx，y，z）ｄyｄz
≈－ P （x，y，z）ｄyｄz＋ P （x，y，z）ｄyｄz＋ 抄P抄x ｄxｄyｄz ＝ 抄P抄x ｄxｄyｄz．

　　类似地，通过前、后两面，以及通过上、下两面的总流量分别可近似地表示为

抄Q抄y ｄxｄyｄz　 和 　 抄R抄z ｄxｄyｄz．
从而通过整个边界曲面Σ的总流量可近似地表示为

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄxｄyｄz畅
因为长方体微元的体积为 ｄxｄyｄz，所以

ｄｉｖF （x，y，z） ＝ ｌｉｍ
体积→０

通过 Σ的流量Σ所围区域的体积
＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z畅

公式（９．７．２）获证．

·２０２· 工科数学分析（下）



利用算符向量

Δ＝ 抄抄x i＋ 抄抄yj＋ 抄抄zk，
散度可记为

ｄｉｖF ＝ Δ· F ＝ 抄P抄x ＋ 抄 Q抄y ＋ 抄R抄z畅
　　例 ９．７．１　求向量场 F （x，y，z）＝xy

２
i＋yｅz

j＋x ｌｎ（１＋z
２）k 在点 P （１，１，０）的散

度．
解　ｄｉｖF＝抄（xy

２）抄x ＋抄（yｅz）抄y ＋抄［x ｌｎ（１＋z
２）］抄z ＝y

２＋ｅz＋ ２xz

１＋z
２ ，

所以 ｄｉｖF （P ） ＝ ２畅 □
　　９．７．３　高斯公式

高斯（Ｇａｕｓｓ）公式表述的是流量与散度之间的关系．我们知道，散度刻画的是向

量场的局部性质，而流量刻画的是向量场的整体性质．散度与流量之间，正如微分与

积分之间一样存在着密切的关系．
设空间任意点（x，y，z）处的流体速度为

v＝ P （x，y，z）i＋ Q （x，y，z）j＋ R （x，y，z）k，
流体是不可压缩的，即密度μ为常数，不妨设μ＝１．有一光滑闭曲面Σ围成区域V ，取
单位外法向量 en＝｛ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ｝，则单位时间内通过Σ流出的流体质量即流量为

Φ＝促
Σ

v · enｄS ＝促
Σ
（P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS

＝促
Σ

P ｄyｄz＋ Q ｄzｄx ＋ R ｄxｄy畅
　　另一方面，在 V 内任取一微元 ｄV ，它包含点（x，y，z），从 ｄV 流出的流量为

ｄΦ＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄV ，
因此整个区域 V 流出的流量为

Φ＝蹿
V

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄxｄyｄz畅
根据质量守恒定律，有

蹿
V

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄxｄyｄz＝促Σ （P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS畅
这个公式具有一般意义，称之为高斯公式．

下面给出这个公式的数学上的证明．
定理 ９．７．１（散度定理） 设 V 是Ｒ

３ 内的一个有界闭区域，其边界Σ由光滑曲面
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或分片光滑曲面组成，方向取外侧．又设函数P 、Q 、R 在V 上有一阶连续偏导数，则下

列高斯公式成立：
蹿

V

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄxｄyｄz＝促Σ （P ｃｏｓα＋ Q ｃｏｓβ＋ R ｃｏｓγ）ｄS ， （９．７．３）
其中 ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｃｏｓγ为Σ上单位外法向量 en 的方向余弦．上述公式还可写成

蹿
V

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄxｄyｄz＝促Σ P ｄyｄz＋ Q ｄzｄx ＋ R ｄxｄy畅 （９．７．４）

图９．３４

　　证　我们只对特殊区域证明．设区域 V 既可看成由

上、下两个曲面围成，又可看成由左、右两个曲面围成，还
可看成由前、后两个曲面围成，即
V ＝｛（x，y，z）│z１（x，y） ≤ z≤ z２（x，y），（x，y） ∈ D x y｝
＝｛（x，y，z）│y １（z，x） ≤ y ≤ y ２（z，x），（z，x） ∈ D zx｝
＝｛（x，y，z）│x １（y，z） ≤ x ≤ x ２（y，z），（y，z） ∈ D y z｝，

其中 D x y、D zx、D y z分别是 xOy 平面、zO x 平面、yO z 平面上

的区域．这时，平行于坐标轴的直线与边界Σ的交点至多

为两个（见图 ９．３４）畅
将Σ分成上半曲面Σ２ 和下半曲面Σ１，则

蹿
V

抄R抄zｄxｄyｄz＝簇
D

xy

ｄxｄy∫z２（x ，y ）

z１（x ，y ）
抄R抄z ｄz＝簇

D
xy

［R （x，y，z２（x，y））－R （x，y，z１（x，y））］ｄxｄy畅
由第二类曲面积分的计算公式，并注意到在Σ２ 的上侧法向量为

n ＝ － 抄z２抄x ， －
抄z２
抄y ，１ ，

在Σ１ 的下侧法向量为　　　　　 n ＝ 抄z１
抄x ，
抄z１
抄y ， － １ ，

可得　促
Σ

R （x，y，z）ｃｏｓγｄS ＝簇
Σ１

R （x，y，z）ｃｏｓγｄS＋簇
Σ２

R （x，y，z）ｃｏｓγｄS

＝－簇
D

xy

R （x，y，z１（x，y））ｄxｄy＋簇
D

xy

R （x，y，z２（x，y））ｄxｄy畅
比较三重积分和曲面积分的计算结果，即得

蹿
V

抄R抄z ｄxｄyｄz＝促Σ R ｃｏｓγｄS畅
同理可证 蹿

V

抄P抄x ｄxｄyｄz＝促Σ P ｃｏｓαｄS ，　蹿
V

抄Q抄y ｄxｄyｄz＝促Σ Q ｃｏｓβｄS畅
三式相加即得高斯公式．

如果平行于坐标轴的直线与边界曲面Σ的交点不止两个，或区域V 内有“洞”，可
以仿照格林公式的证明那样处理． □

·４０２· 工科数学分析（下）



若令F＝P i＋Q j＋R k，en 表示区域V 的边界曲面Σ的单位外法向量，则高斯公式

有如下的向量形式：
蹿

V

ｄｉｖF ｄv ＝促
Σ

F · enｄS． （９．７．５）
　　高斯公式将区域 V 上的三重积分与 V 的边界Σ上的曲面积分联系起来，证明的

实质是用到微积分基本定理：
∫z２（x ，y）

z１（x ，y）
抄R抄z ｄz＝ R│z２（x ，y ）

z１（x ，y ），
然后再在等号两边对区域D x y取重积分．所以高斯公式可看作是微积分基本定理的推广．

例 ９．７．２　利用高斯公式计算曲面积分 I＝促
Σ

x
３ｄyｄz＋y

３ｄzｄx＋z
３ｄxｄy，其中

Σ：x ２＋y
２＋z

２＝a
２，取外侧．

解　由高斯公式，得
I＝促

Σ
x
３ｄyｄz＋ y

３ｄzｄx ＋ z
３ｄxｄy ＝ 蹿

x
２＋ y

２＋ z
２≤ a

２
３（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄxｄyｄz

＝３∫２π０ ｄθ∫π０ｄφ∫a

０ρ２ · ρ２ｓｉｎφｄρ ＝ ３５ a
５∫２π０ ｄθ∫π０ｓｉｎφｄφ＝ １２５ πa５畅 □

　 　例 ９．７．３　设函数 u、v 是空间有界闭区域Ω上的函数，具有二阶连续偏导数，Ω
的边界记为Σ．则有格林第一公式

簇
Σ

v
抄u抄nｄS ＝蹿ΩΔv ·Δuｄxｄyｄz＋蹿

Ω
vΔuｄxｄyｄz，

其中 en 是Σ的单位外法向量．
证　由方向导数公式，有
抄u抄n ＝ 抄u抄x ｃｏｓα＋ 抄u抄yｃｏｓβ＋ 抄u抄zｃｏｓγ＝ Δu · en　（en 为单位外法向量），

所以由高斯公式得

簇
Σ

v
抄u抄nｄS ＝簇Σ vΔu · enｄS ＝蹿

Ω

Δ· （vΔu）ｄxｄyｄz畅
由Δ的定义，容易算得

Δ· （vΔu）＝ 抄抄x v
抄u抄x ＋ 抄抄y v

抄u抄y ＋ 抄抄z v
抄u抄z

＝ 抄v抄x 抄u抄x ＋ 抄v抄y 抄u抄y ＋ 抄v抄z 抄u抄z ＋ v
抄２u
抄x ２ ＋

抄２u
抄y ２ ＋

抄２u
抄z２

＝ Δv ·Δu ＋ vΔu，
因此得 簇

Σ
v
抄u抄nｄS ＝蹿ΩΔv ·Δuｄxｄyｄz＋蹿

Ω
vΔuｄxｄyｄz．

这个公式是定积分分部积分公式的推广，在实际问题中非常有用． □

·５０２·第９章　曲线积分与曲面积分



习　题　９．７
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 向量场的散度怎样定义？
（２） 在直角坐标系下，散度的计算公式是怎样的？
（３） 高斯公式成立有些什么条件？

２畅证明：
（１） ｄｉｖ（F＋G ）＝ｄｉｖF＋ｄｉｖG ；　　（２） ｄｉｖ（uC）＝C· ｇｒａｄu （C 为常向量）．

３畅计算：
（１） ｄｉｖ（uｇｒａｄu）；　　（２） ｄｉｖr，其中r＝xi＋yj＋zk畅

４畅利用高斯公式计算下列曲面积分：
　 （１）促

S

xｄyｄz＋ yｄzｄx ＋ zｄxｄy，其中S 是界于平面z＝０与z＝３之间的圆柱体x
２＋y

２≤９的整

个表面的外侧．
　 （２）促

S

（x － y
２ ＋ z

２）ｄyｄz＋ （y － z
２ ＋ x

２）ｄzｄx ＋ （z－ x
２ ＋ y

２）ｄxｄy，其中S 是球面（x－a）２
＋（y－b）２＋（z－c）２＝R

２ 的外侧．
　 （３）促

S

yzｄyｄz＋ zxｄzｄx ＋ xyｄxｄy，其中S 是空间区域Ω＝｛（x，y，z）││x│≤１，│y│≤１，│z│≤１｝
的边界面的外侧．

　 （４）促
S

xｄyｄz＋ yｄzｄx ＋ zｄxｄy
x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ，其中 S 为球面 x

２ ＋ y
２ ＋ z

２ ＝ a
２ 的外侧．

５畅求向量r＝xi＋yi＋zk 的流量：
（１） 通过圆锥形x

２＋y
２≤z

２（０≤z≤h）的侧表面；
（２） 通过此圆锥形的底．

６畅求向量A＝yzi＋zxj＋xyk 的流量：
（１） 通过圆柱x

２＋y
２≤a

２，０≤z≤h 的全表面；
（２） 通过此圆柱的侧表面．

（Ｂ）
１畅计算曲面积分簇

S

（x ２ｃｏｓα＋ y
２ｃｏｓβ＋ z

２ｃｏｓγ）ｄS，其中S 为圆锥面x
２＋y

２＝z
２ 介于平面z＝０及z

＝h（h＞０）之间的部分的下侧，ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｃｏｓγ是S 在点（x，y，z）处的法向量的方向余弦．
２畅求向径r 穿过曲面S：z＝１－ x

２＋y
２（０≤z≤１）的流量．
答案与提示

（Ａ）
３畅（１） ｇｒａｄu· ｇｒａｄv＋uΔv； （２） ３．

·６０２· 工科数学分析（下）



４．（１） ８１π；　（２） ４πR ３；　（３） ０；　（４） ４πa２．
５．（１） ０；　（２） πh３．
６．（１） ０；　（２） ０．

（Ｂ）
１．－πh４２ ．
２．π．

９．８　旋度与斯托克斯公式

　　９．８．１　向量场的旋度

上节所引进的散度概念，可以刻划流体在某点是注入还是喷出．本节将引进旋度

的概念用以描述向量场中的旋转现象．
设给定流速场F （x，y，z），（x，y，z）∈Ω，而Ω是Ｒ

３ 中的一个有界开区域．设L 为Ω
内一条有向的分段光滑的封闭曲线．在 L 上任一点处的流速 F ，可以分解为切向分速

F ｔ 及法向分速 F ｎ，考虑流体质点是否有沿 L 运动的倾向，只需考察切向分速 F ｔ（见图

９．３５）．令 ｄl表示方向与 F ｔ 的方向相同、大小等于弧长 ｄl的一个向量．如果 F ｔ 能够使

图９．３５

F · ｄl＝ │F│ｃｏｓ（F ，ｄl）ｄl＞ ０
则表明流体质点有沿曲线正向运动的倾向；若上述量小于

零，则表明流体质点有沿曲线负向运动的倾向，由此我们引

进下面的概念．
定义 ９．８．１　设 F （x，y，z）是有界开区域Ω内的一个向

量场，L 是Ω内一条分段光滑的有向闭曲线．称曲线积分

Γ＝∮L
F · ｄl

为向量场 F 按所取正方向沿曲线 L 的环量．
设 M 为Ω内一点，在M 点处取定一个方向n，并过M 点作一微小曲面ΔS ，它以n

为其在 M 点的法向量．对于这个曲面，亦用ΔS 表示其面积．ΔS 的边界曲线ΔL 的正

向与 n 构成右手系（见图 ９．３６）．

图９．３６

定义 ９．８．２　M 、ΔS 、ΔL 如上所述．如果向量场F 沿ΔL 的环量与

面积ΔS 之比

∮ΔL
F · ｄl
ΔS

当ΔS 缩为M 点时极限存在，它与ΔS 的选取无关，则称此极限为向量

·７０２·第９章　曲线积分与曲面积分



场 F 在 M 点绕 n 方向的方向旋量（或环量面密度），记作

h（M ） ＝ ｌｉｍΔS→ M

∮ΔL
F · ｄl
ΔS

畅
　　我们看到，方向旋量是一个与方向有关的概念．正如在数量场中的方向导数与方

向有关一样．在数量场中，我们引进了梯度向量，在给定点处，梯度的方向给出了 大

方向导数的方向，其模正是 大方向导数的数值．现在我们希望也能找到这样一种向

量，它与方向旋量的关系，正如梯度与方向导数之间的关系一样．由此再引进下列概

念．
定义９．８．３　向量场F 在M 点的旋度是一个向量，它的方向是使方向旋量达到

大的那个方向，它的大小等于绕该方向的方向旋量．
向量场 F 在 M 点的旋度记作 ｒｏｔF （M ）畅
由旋度的定义可知，旋度 能刻划向量场在 M 点附近的旋转特性．关于旋度的

计算公式，我们将在稍后给出．
　　９．８．２　斯托克斯公式

在上一节给出的高斯公式，揭示了曲面积分与三重积分的关系，现在我们来研究

曲面积分与曲线积分之间的关系．
定理９．８．１（斯托克斯定理）　设函数P （x，y，z）、Q （x，y，z）和R （x，y，z）在包含光

滑的有向曲面 S 的区域上具有连续偏导数，S 的边界曲线为 L ，L 的方向与 S 的法线

方向构成右手系，则有斯托克斯公式（Ｓｔｏｋｅｓ）成立：
∮L

P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz＝簇
S

抄R抄y － 抄Q抄z ｃｏｓα＋ 抄P抄z － 抄R抄x ｃｏｓβ

　 ＋ 抄Q抄x － 抄P抄y ｃｏｓγｄS畅 （９．８．１）
上述公式又可写成

∮L
P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz＝簇

S

抄R抄y － 抄Q抄z ｄyｄz＋ 抄P抄z － 抄R抄x ｄzｄx

　 ＋ 抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy． （９．８．２）
　　证　我们对特殊曲面S 给出证明．设曲面S 既可以用z＝z（x，y）表示，又可以用x

＝x（y，z）表示，还可以用 y＝y（x，z）表示．要证（９．８．１）式成立，只要证下列三个公式

成立：
∮L

P ｄx ＝簇
S

抄P抄z ｃｏｓβｄS －簇
S

抄P抄y ｃｏｓγｄS ，

·８０２· 工科数学分析（下）



∮L
Q ｄy ＝簇

S

抄Q抄x ｃｏｓγｄS －簇
S

抄Q抄z ｃｏｓαｄS ，

∮L
R ｄz＝簇

S

抄R抄y ｃｏｓαｄS －簇
S

抄R抄x ｃｏｓβｄS．
我们以第三个公式为例加以证明．设曲面S 的方程为z＝z（x，y），取上侧，S 在xOy 平

图９．３７

面上的投影区域为 D x y，曲线 L 在 xOy 平面上的投影曲线

为 C ，其方向如图 ９．３７所示．又设曲线 C 的参数方程为

x ＝ x（t），
y ＝ y（t） 　（α≤ t≤ β），

当 t自α增至β时，对应曲线 C 的正向，则 L 的参数方程为

x ＝ x（t），
y ＝ y（t），
z＝ z（x（t），y（t）），

并且当 t自α增至β时，对应 L 的正向．
由第二类曲线积分的计算公式，有
∮L

R ｄz＝∫βαR （x（t），y（t），z（x（t），y（t））） 抄z抄x x′（t） ＋ 抄z抄yy′（t） ｄt畅
上式右端的定积分也可看作曲线 C 上的曲线积分计算公式，因而得

∮L
R ｄz＝∮C

R （x，y，z（x，y）） 抄z抄x ｄx ＋ R （x，y，z（x，y）） 抄z抄yｄy畅
再应用格林公式，得
∮L

R ｄz＝簇
D

xy

抄R抄x ＋ 抄R抄z 抄z抄x 抄z抄y ＋ R
抄２z抄x抄y－ 抄R抄y ＋ 抄R抄z 抄z抄y 抄z抄x － R

抄２z抄x抄y ｄxｄy

＝簇
D

xy

抄R抄x 抄z抄yｄxｄy －簇
D

xy

抄R抄y 抄z抄xｄxｄy畅
另一方面，曲面 S 的法向量为

n ＝ － 抄z抄x ， － 抄z抄y，１ ，
根据第二类曲面积分的计算公式，有
簇

S

抄R抄y ｃｏｓαｄS －簇
S

抄R抄x ｃｏｓβｄS＝簇
D

xy

抄R抄y － 抄z抄x ｄxｄy －簇
D

xy

抄R抄x － 抄z抄y ｄxｄy

＝簇
D

xy

抄R抄x 抄z抄yｄxｄy －簇
D

xy

抄R抄y 抄z抄xｄxｄy畅
比较曲线积分与曲面积分计算的结果，即得
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∮L
R ｄz＝簇

S

抄R抄y ｃｏｓαｄS －簇
S

抄R抄x ｃｏｓβｄS畅
　　同理可证其余两个公式成立，所以斯托克斯公式成立． □

为了便于记忆，我们利用行列式符号将斯托克斯公式写成如下形式：

∮L
P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz＝簇

S

ｃｏｓα ｃｏｓβ ｃｏｓγ
抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

ｄS ＝簇
S

ｄyｄz ｄzｄx ｄxｄy
抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

．

　　可以利用斯托克斯公式来计算曲线积分．
例 ９．８．１　利用斯托克斯公式计算曲线积分∮L

yｄx＋zｄy＋xｄz，其中 L 为圆周

x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ＝ a

２，
x ＋ y ＋ z＝ ０， 若从 x 轴的正向看去，这圆周取逆时针方向．

解　依题意，平面 x＋y＋z＝０的法线方向是向上的，其法线的方向余弦为

ｃｏｓα＝ ｃｏｓβ＝ ｃｏｓγ＝ １
３ 畅

在公式（９．８．１）中取 P＝y，Q＝z，R＝x，则有

∮L
yｄx ＋ zｄy ＋ xｄz＝－簇

S

（ｃｏｓα＋ ｃｏｓβ＋ ｃｏｓγ）ｄS ，
其中 S 是 L 所围的圆盘，它在平面 x＋y＋z＝０上，因此 S 的面积是πa２，于是得

∮L
yｄx ＋ zｄy ＋ xｄz＝－ πa２（ｃｏｓα＋ ｃｏｓβ＋ ｃｏｓγ）

＝－ πa２ １
３ ＋

１
３ ＋

１
３ ＝－ ３ πa２畅 □

　　９．８．３　旋度的计算

为了推导旋度的计算公式，我们首先给出关于曲面积分的一个性质，它类似于一

元函数的积分中值定理：
设函数 f（x，y，z）在曲面 S 上连续，则在 S 上至少存在一点 M

倡，使得

簇
S

f（x，y，z）ｄS ＝ f（M 倡 ）× （S 的面积）．
　　设在空间有界开区域Ω内给定一个向量场

F （x，y，z） ＝ P （x，y，z）i＋ Q （x，y，z）j＋ R （x，y，z）k，
在Ω中任取 M 点，并取定方向 n，再过 M 点作一微小曲面ΔS ，它以 n 为其法向量，ΔS

的边界为ΔL ，ΔL 的正方向与 n 构成右手系（见图 ９．３６）．由斯托克斯公式知，F 沿ΔL

的环量为
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ΔΓ＝∮ΔL
F · ｄl＝∮ΔL

P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz
＝簇

ΔS

［（R y － Q z）ｃｏｓ（n，x） ＋ （P z － R x）ｃｏｓ（n，y） ＋ （Q x － P y）ｃｏｓ（n，z）］ｄS畅
由上述曲面积分的性质知，在ΔS 上存在一点 M

倡 ，使得

ΔΓ＝ ［（R y － Q z）ｃｏｓ（n，x） ＋ （P z － R x）ｃｏｓ（n，y） ＋ （Q x － P y）ｃｏｓ（n，z）］
M 倡ΔS畅

显然，当ΔS 缩为 M 点时，M 倡→M ，因此 F 在 M 点绕 n 方向的方向旋量为

h（M ） ＝ ｌｉｍΔS→ M

ΔΓΔS
＝ （R y － Q z）ｃｏｓα＋ （P z － R x）ｃｏｓβ＋ （Q x － P y）ｃｏｓγ，

其中 ｃｏｓα、ｃｏｓβ、ｃｏｓγ是在 M 点 n 的方向余弦．于是得到了方向旋量在直角坐标系下

的计算公式：
h（M ） ＝ 抄R抄y － 抄Q抄z ｃｏｓα＋ 抄P抄z － 抄R抄x ｃｏｓβ＋ 抄Q抄x － 抄P抄y ｃｏｓγ畅（９．８．３）

取向量 A ＝ 抄R抄y － 抄Q抄z i＋ 抄P抄z － 抄R抄x j＋ 抄Q抄x － 抄P抄y k，
则（９．８．３）式可以写成

h（M ） ＝ A · en ＝ │A│ｃｏｓ（A ，en） （９．８．４）
（这里 en 为单位法向量）．由（９．８．４）式可知，在给定点处，A 在任一方向 en 上的投影，
就给出该方向上的方向旋量，因而A 的方向为方向旋量 大的方向，其模即为 大方

向旋量的数值．这正是定义９．８．３中所给出的旋度向量．因此，我们便得到了在直角坐

标系下，向量场 F 在 M 点的旋度的计算公式：
ｒｏｔF （M ） ＝ A ＝ 抄R抄y － 抄Q抄z i＋ 抄P抄z － 抄R抄x j ＋ 抄Q抄x － 抄P抄y k畅 （９．８．５）

或 ｒｏｔF （M ） ＝
i j k

抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

畅 （９．８．６）

由此还可以得到斯托克斯公式的向量形式：
∮L

F · ｄl＝簇
S

ｒｏｔF · enｄS （９．８．７）
　　若 ｒｏｔF≡０，则称向量场 F 为无旋场．

例 ９．８．２　由点电荷 q 在真空中产生的静电场，已知电场强度

E ＝ q

r
３ （xi＋ yj＋ zk），　r＝ （x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）１／２畅

求 ｒｏｔE畅
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解　ｒｏｔE ＝
i j k

抄抄x 抄抄y 抄抄z
qx

r
３

qy

r
３

qz

r
３

＝ 抄抄y qz

r
３ － 抄抄z qy

r
３ i＋ 抄抄z qx

r
３ － 抄抄x qz

r
３ j

　＋ 抄抄x qy

r
３ － 抄抄y qx

r
３ k，

因为
抄抄y qz

r
３ ＝－ ３qyz

r
５ ，　 抄抄z qy

r
３ ＝－ ３qyz

r
５ ，

所以 i前面的系数是 ０．同理，j 和 k 前面的系数也都是 ０，因此

ｒｏｔE ＝ ０畅 □

习　题　９．８
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么叫方向旋量？
（２） 向量场的旋度是怎样定义的？
（３） 斯托克斯公式成立需要什么条件？

２畅利用斯托克斯公式计算下列曲线积分：
（１）∮L

zｄx ＋ xｄy ＋ yｄz ，其中L 为平面x＋y＋z＝１被三个坐标面所截成的三角形的整个边

界，它的正向与这个三角形上侧的法向量之间符合右手规则；
（２）∮L

（y － z）ｄx ＋ （z－ x）ｄy ＋ （x － y）ｄz，L 为柱面x
２＋y

２＝a
２ 和平面 x

a
＋ z

b
＝１（a＞０，b

＞０）的交线，即L 是一椭圆边界，从x 轴正向看去，椭圆按逆时针方向．
３畅求下列向量场的旋度：
（１） F＝２xyi＋ｅzｓｉｎyj＋（x ２＋y

２＋z
２）k；

（２） F＝ｇｒａｄu，其中u＝u（x，y，z）是具有二阶连续偏导数的函数．
（Ｂ）

１畅利用斯托克斯公式计算下列曲线积分：
　 （１）∮L

yzｄx ＋ ３zxｄy － xyｄz， L 是曲线
x
２＋y

２＝４y，
３y－z＋１＝０，从z 轴正向看去，L 是沿逆时针方向．

　 （２）∮L
yｄx ＋ zｄy＋ xｄz， L 是球面x

２＋y
２＋z

２＝R
２ 与平面x＋z＝R 的交线，方向由点（R ，０，０）

出发，先经过x＞０，y＞０部分，再经x＞０，y＜０部分回到出发点．
２畅证明 ｒｏｔ（F＋G ）＝ｒｏｔF＋ｒｏｔG畅

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） ３２ ；　（２） －２πa（a＋b）．
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３．（１） （２y－ｅzｓｉｎy）i－２xj－２xk；　（２） ０．
（Ｂ）

１．（１） ８π；　（２） － ２２ πR ２．

９．９　梯 度 算 子

在第 ７章 ９．５．２中，我们曾引进了梯度算子

Δ＝ 抄抄x i＋ 抄抄yj＋ 抄抄zk， （９．９．１）
它既是一个微分运算符号，又要被当作一个向量来对待．通常又称Δ为哈米尔顿

（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）算子，它在物理中有着广泛的应用．本节将简要地介绍梯度算子的运算规

则及某些应用．
　　９．９．１　梯度算子的运算规则

首先指出，算子Δ是一个具有向量性质及微分性质这双重性质的算子，在运算中

要加以注意．
梯度算子的运算规则有以下三条：
（１） Δu＝（ 抄抄x i＋ 抄抄yj＋ 抄抄zk）u＝抄u抄x i＋抄u抄yj＋抄u抄zk．
（２） Δ· A ＝（ 抄抄x i＋ 抄抄yj＋ 抄抄zk）· （A １i＋A ２j＋A ３k）＝抄A １

抄x ＋
抄A ２
抄y ＋

抄A ３
抄z ．

（３） Δ×A ＝
i j k

抄抄x 抄抄y 抄抄z
A １ A ２ A ３

＝（抄A ３
抄y －

抄A ２
抄z ）i＋（

抄A １
抄z －

抄A ３
抄x ）j＋（

抄A ２
抄x －

抄A １
抄y ）k．

由以上规则很容易推知，场论中的梯度、散度、旋度可用算子Δ表示如下：
ｇｒａｄu ＝ Δu，　　ｄｉｖA ＝ Δ· A ，　　ｒｏｔA ＝ Δ× A．

　　９．９．２　几个基本公式

现在我们给出梯度算子运算的几个基本公式，从这些基本公式出发，不难推得物

理场中的一些常用恒等式．
（１） 梯度算子的线性性质：对任意的数量场 u、v 及向量场 A 、B ，有

Δ（u ＋ v） ＝Δu ＋ Δv， （９．９．２）

Δ· （A ＋ B ） ＝Δ· A ＋ Δ· B ， （９．９．３）

Δ× （A ＋ B ） ＝Δ× A ＋ Δ× B ， （９．９．４）
（２） 对于常量 C 和常向量 C，有
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ΔC ＝ ０，　　 Δ· C ＝ ０，　　 Δ× C ＝ ０． （９．９．５）
　　（３） 当算子Δ作用于两个函数之积时，算子Δ应该先作用于第一个因子，而把第

二个因子看成不变（因而它可以提到符号Δ之前）；然后再作用于第二个因子，而把第

一个因子看成不变，再把这两个结果加起来．即：

Δ（uv） ＝vΔu ＋ uΔv， （９．９．６）

Δ· （uA ） ＝Δu · A ＋ uΔ· A ， （９．９．７）

Δ× （uA ） ＝Δu × A ＋ uΔ× A． （９．９．８）
　　我们注意到，当算子Δ作用在一个数量场或向量场时，其方式仅有如下三种：

Δu，　　 Δ· A ，　　 Δ× A．
即在“Δ”后面必为数量场，在“Δ· ”及“Δ×”后面必为向量场．其他如ΔA ，Δ· u，

Δ×u等均无意义．
下面再列几个常用公式，其中 r＝xi＋yj＋zk，r＝ r ．

Δr＝ １
r

r，　 Δ· r＝ ３，　 Δ× r＝ ０，　 Δf（u） ＝ f′（u） Δu，

Δf（r） ＝ f′（r）
r

r，　 Δ× ［f（r）r］ ＝ ０，　 Δ× ［ １
r
３ r］ ＝ ０．

　　９．９．３　例子

为了说明算子Δ的一些计算方法，我们举几个例子．
例 ９．９．１　证明　Δ（uv）＝vΔu＋uΔv．
证　　 Δ（uv） ＝ （ 抄抄x i＋ 抄抄yj＋ 抄抄zk）（uv） ＝ 抄（uv）抄x i＋ 抄（uv）抄y j＋ 抄（uv）抄z k

＝ （u 抄v抄x ＋ v
抄u抄x ）i＋ （u 抄v抄y ＋ v

抄u抄y）j ＋ （u 抄v抄z ＋ v
抄u抄z）k

＝ v（抄u抄x i＋ 抄u抄yj＋ 抄u抄zk） ＋ u（抄v抄x i＋ 抄v抄yj＋ 抄v抄zk）
＝ vΔu ＋ uΔv． □

　　例 ９．９．２　证明　Δ· （uA ）＝Δu· A＋uΔ· A．
证　设 A＝A １i＋A ２j＋A ３k，则

Δ· （uA ） ＝（ 抄抄x i＋ 抄抄yj＋ 抄抄zk） · （uA １i＋ uA ２j＋ uA ３k）
＝抄（uA １）

抄x ＋ 抄（uA ２）
抄y ＋ 抄（uA ３）

抄z
＝A １ 抄u抄x ＋ A ２ 抄u抄y ＋ A ３ 抄u抄z ＋ u（抄A １

抄x ＋
抄A ２
抄y ＋

抄A ３
抄z ）

＝Δu · A ＋ uΔ· A． □
　　从例 ９．９．１及例 ９．９．２的证明中可以看到，对于微分算子

抄抄x ， 抄抄y， 抄抄z，我们运用了
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乘积的微分法则，即当它们作用于两个函数的乘积时，每次只对其中一个因子运算，
而把另一个因子看作常数．由此推知，由 抄抄x， 抄抄y， 抄抄z等微分算子构成的Δ算子，自然也

服从乘积的微分法则．于是，例 ９．９．１和例 ９．９．２可以用下面的简化方法予以证明．
为方便起见，我们把运算中暂时看作常数的量赋于下标c，待运算结束后再除去．Δ（uv） ＝ vc

Δ

u ＋ uc

Δ

v ＝ v

Δ

u ＋ u

Δ

v．Δ· （uA ） ＝ Δ· （ucA ） ＋ Δ· （uA c） ＝ uc

Δ· A ＋ Δ

u · A c ＝ u

Δ· A ＋ Δ

u · A．
在这里，我们使用了公式Δ· （C A ） ＝ C

Δ· A　　（C 为常数） （９．９．９）Δ· （uC） ＝ Δ

u · C　　（C 为常向量） （９．９．１０）
其证明留作习题．

例 ９．９．３　证明　 Δ· （A ×B ）＝B · （ Δ×A ）－A · （ Δ×B ）．
证　根据

Δ

算子的微分性质，按乘积的微分法则，有Δ· （A × B ） ＝ Δ· （A c × B ） ＋ Δ· （A × B c）． （９．９．１１）
再根据

Δ

算子的向量性质，把上式右端两项都看作三个向量的混合积，然后根据三个

向量在其混合积中位置的轮换性：
a · （b × c） ＝ c · （a × b） ＝ b · （c × a），

将（９．９．１１）式右端两项中的常向量都轮换到

Δ
的前面，同时使得变向量都留在

Δ
的

后面，于是可得Δ· （A × B ） ＝ Δ· （A c × B ） ＋ Δ· （A × B c） ＝ Δ· （A × B c） － Δ· （B × A c）
＝B c · （ Δ× A ） － A c · （ Δ× B ） ＝ B · （ Δ× A ） － A · （ Δ× B ）．□

习　题　９．９
１．证明公式（９．９．９）及（９．９．１０）．
２．证明 Δ· Δ

u＝Δu，其中u 是数量场，Δ为拉普拉斯算子（有时也记Δ＝ Δ２）．
３．由直接计算验证，f 的梯度的旋度是０，即 Δ×（ Δf）＝０．
４．由直接计算验证，向量场A＝A １i＋A ２j＋A ３k 的旋度的散度为０，即 Δ· （ Δ×A ）＝０．
５．设F＝P i＋Q j＋R k，G＝L i＋M j＋N k，证明ｄｉｖ（F×G ）＝G · ｒｏｔF－F · ｒｏｔG．

倡９．１０　向量的外积与外微分形式

本节将介绍有关向量的外积和外微分形式两个概念，主要介绍其基本思想，以及

怎样运用这些概念将所学过的各类积分、场论基本公式统一起来．在这里我们只作简

要的介绍，而不过分注重逻辑上的严格性．通过所介绍的这些思想，读者能用统一的

观点把所学过的各种积分予以总结，从而更好地理解和掌握它们．
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　　９．１０．１　向量的外积

我们知道，一个向量a 表示一有向线段，向量基i、j、k 也可以说是有向线段基．任
何一个空间向量 a，总可以通过有向线段基表示为

a ＝ a１i＋ a２j＋ a３k，
而向量 a 的长度为　　　　　 │a│＝ a

２１ ＋ a
２２ ＋ a

２３畅
　　那么，对于有向面积，是否也存在着彼此正交的单位基呢？ 由向量的叉积（见第 ６
章６．２．３）可知，由向量a 与b 所决定的有向平行四边形面积可以用叉积a×b 表示．若

a ＝ a１i＋ a２j＋ a３k，　b＝ b１i＋ b２j＋ b３k，

则 a × b＝
i j k

a１ a２ a３

b１ b２ b３

＝ a２ a３

b２ b３
i＋ a３ a１

b３ b１
j＋ a１ a２

b１ b２
k

＝ a２ a３

b２ b３
j × k ＋ a３ a１

b３ b１
k × i＋ a１ a２

b１ b２
i× j．

这样就把空间中的有向面积，通过两两正交的有向面积基 i×j、j×k、k×i表示出来

了．
这种用向量运算来表示有向面积的方法无法推广到高维空间中去，为此，我们引

进向量的一种新运算——向量的外积．
用符号∧表示外积运算，它是三维空间中向量的叉积运算的推广，记作

a ∧ b畅
　　我们定义∧满足下列运算法则：

（１） λ（a∧b）＝λa∧b （λ为实数）；
（２） a∧b＋a∧c＝a∧（b＋c）；
（３） a∧b＝－b∧a（反交换律），由此推出 a∧a＝０畅

此外还要求外积运算满足结合律：
（４） a∧（b∧c）＝（a∧b）∧c＝a∧b∧c畅

这条规则保证 a∧b∧c 有唯一确定的意义．由（４）不难推得

a ∧ a ∧ c＝ （a ∧ a） ∧ c＝０ ∧ c＝ ０，
b∧ a ∧ c＝ （b∧ a） ∧ c＝－ （a ∧ b） ∧ c＝－ a ∧ b∧ c畅

　　例 ９．１０．１　设e１、e２、e３ 是Ｒ
３ 中的一组两两正交的单位向量，称之为Ｒ

３ 中的一组

正交基．又设两个向量

a ＝ a１e１ ＋ a２e２ ＋ a３e３，　b＝ b１e１ ＋ b２e２ ＋ b３e３．
则由外积运算的法则，有

a ∧ b＝（a１e１ ＋ a２e２ ＋ a３e３） ∧ （b１e１ ＋ b２e２ ＋ b３e３）
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＝a１b２e１ ∧ e２ ＋ a１b３e１ ∧ e３ ＋ a２b１e２ ∧ e１

＋ a２b３e２ ∧ e３ ＋ a３b１e３ ∧ e１ ＋ a３b２e３ ∧ e２

＝（a１b２ － a２b１）e１ ∧ e２ ＋ （a２b３ － a３b２）e２ ∧ e３ ＋ （a３b１ － a１b３）e３ ∧ e１畅
由面积基的正交性可推知，由向量 a、b 所确定的面积│a∧b│为

│a ∧ b│＝ a１ a２

b１ b２

２
＋ a２ a３

b２ b３

２
＋ a３ a１

b３ b１

２
畅

　　显然，这里的结果与前面用向量叉积运算的结果是一样的．
在上例中若再加上一个向量 c＝c１e１＋c２e２＋c３e３，则可以算得

a ∧ b∧ c＝ （a ∧ b） ∧ c

＝ c３
a１ a２

b１ b２
e１ ∧ e２ ∧ e３ ＋ c１

a２ a３

b２ b３
e２ ∧ e３ ∧ e１ ＋ c２

a３ a１

b３ b１
e３ ∧ e１ ∧ e２

＝ c３
a１ a２

b１ b２
＋ c１

a２ a３

b２ b３
＋ c２

a３ a１

b３ b１
e１ ∧ e２ ∧ e３

＝
a１ a２ a３

b１ b２ b３

c１ c２ c３

e１ ∧ e２ ∧ e３畅

称 e１∧e２∧e３ 为有向体积基．由向量 a、b、c 所确定的平行六面体的体积为

│a ∧ b∧ c│＝
a１ a２ a３

b１ b２ b３

c１ c２ c３

，

上面的记号表示对行列式取绝对值．
由此可见，向量外积运算是一种很简单的运算．注意，向量的叉积运算结果仍然

是 一个向量，而向量的外积运算结果是一个新的量，在三维空间中，a∧b表示由 a、b
决定的有向面积，而a∧b∧c 则表示由a、b、c 决定的有向体积．因此，利用向量的外积

运算，我们可以解决任何维空间中求面积、体积等问题．
　　９．１０．２　外微分形式及外微分

现在我们利用向量的外积概念引进外微分形式及外微分运算．为简单起见，只在

Ｒ
３ 中讨论．

设函数 f（x，y，z），P （x，y，z），Q （x，y，z），R （x，y，z）在空间区域Ω上连续，且有

一阶连续偏导数．分别称

ω０＝f 是 ０阶外微分形式，或 ０唱形式；
ω１＝P ｄx＋Q ｄy＋R ｄz 是 １阶外微分形式，或 １唱形式；
ω２＝P ｄy∧ｄz＋Q ｄz∧ｄx＋R ｄx∧ｄy 是 ２阶外微分形式，或 ２唱形式；
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ω３＝fｄx∧ｄy∧ｄz 是 ３阶外微分形式，或 ３唱形式．
其中ｄx，ｄy，ｄz 分别是x 轴，y 轴，z 轴上的有向线段微元；ｄy∧ｄz，ｄz∧ｄx，ｄx∧ｄy 分

别是yO z 平面，zO x 平面，xOy 平面上的有向面积微元；而ｄx∧ｄy∧ｄz 则是空间有向

体积微元．
对以上各阶外微分形式，我们定义外微分运算 ｄ 如下：

ｄω０ ＝ 抄f抄x ｄx ＋ 抄f抄yｄy ＋ 抄f抄zｄz．
显然 ｄω０ 是 １阶外微分形式，且 ｄω０ 就是 f 的全微分 ｄf畅下面定义

ｄω１ ＝ ｄP ∧ ｄx ＋ ｄQ ∧ ｄy ＋ ｄR ∧ ｄz畅
根据向量的外积运算及 ０唱形式的外微分定义，得

ｄω１ ＝ 抄P抄x ｄx ＋ 抄P抄y ｄy ＋ 抄P抄z ｄz ∧ ｄx ＋ 抄Q抄x ｄx ＋ 抄Q抄y ｄy ＋ 抄Q抄z ｄz ∧ ｄy
＋ 抄R抄x ｄx ＋ 抄R抄y ｄy ＋ 抄R抄z ｄz ∧ ｄz

＝ 抄R抄y － 抄Q抄z ｄy ∧ ｄz＋ 抄P抄z － 抄R抄x ｄz∧ ｄx ＋ 抄Q抄x － 抄P抄y ｄx ∧ ｄy

＝
ｄy ∧ ｄz ｄz∧ ｄx ｄx ∧ ｄy
抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

，

因此 ｄω１ 是 ２阶外微分形式．
再定义

ｄω２ ＝ ｄP ∧ ｄy ∧ ｄz＋ ｄQ ∧ ｄz∧ ｄx ＋ ｄR ∧ ｄx ∧ ｄy，
则得 ｄω２＝ 抄P抄x ｄx ＋ 抄P抄y ｄy ＋ 抄P抄z ｄz ∧ ｄy ∧ ｄz

　 ＋ 抄Q抄x ｄx ＋ 抄Q抄y ｄy ＋ 抄Q抄z ｄz ∧ ｄz∧ ｄx
　 ＋ 抄R抄x ｄx ＋ 抄R抄y ｄy ＋ 抄R抄z ｄz ∧ ｄx ∧ ｄy
＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄx ∧ ｄy ∧ ｄz，

因此，ｄω２ 是 ３阶外微分形式．
后定义

ｄω３ ＝ ｄf ∧ ｄx ∧ ｄy ∧ ｄz＝ ０，
因此，ｄω３ 是零．

现在我们来考察一下外微分形式的外微分的物理意义．先看 ０ 阶外微分形式ω０
＝f，其外微分为
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ｄω０ ＝ 抄f抄x ｄx ＋ 抄f抄yｄy ＋ 抄f抄zｄz，
而函数 f 的梯度是

ｇｒａｄf ＝ 抄f抄x i＋ 抄f抄y j＋ 抄f抄zk，
因此，物理量梯度与 ０阶外微分形式的外微分相当．

再看 １阶外微分形式ω１＝P ｄx＋Q ｄy＋R ｄz，其外微分为

ｄω１ ＝
ｄy ∧ ｄz ｄz∧ ｄx ｄx ∧ ｄy
抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

畅

而向量场 F＝P i＋Q j＋R k 的旋度是

ｒｏｔF ＝
i j k

抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

，

因此，物理量旋度与 １阶外微分形式的外微分相当．
对于 ２阶外微分形式ω２＝P ｄy∧ｄz＋Q ｄz∧ｄx＋R ｄx∧ｄy，其外微分为

ｄω２ ＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄx ∧ ｄy ∧ ｄz，
而向量场 F＝P i＋Q j＋R k 的散度是

ｄｉｖF ＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ，
因此，物理量散度与 ２阶外微分形式的外微分相当．

由于Ｒ
３ 中 ３阶外微分形式的外微分为零，所以物理中也没有与之对应的量．

　　９．１０．３　场论基本公式的统一形式

首先回忆一元函数的微积分基本定理：设函数f 在D ＝［a，b］上连续，F 是f 的一

个原函数，即 F′＝f，则有牛顿唱莱布尼兹公式

∫b

a
f（x）ｄx ＝ F （x）

b

a

＝ F （b） － F （a）畅
　　我们把上述公式写成

∫D
ｄF ＝ F （b） － F （a）畅

由于右端仅与边界点 a、b 有关，记 抄D ＝｛a，b｝，则上式又可写成

∫D
ｄF ＝∫抄D F畅 （９．１０．１）
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　　再来看格林公式．设Ｒ
２ 中的坐标是 x、y，设有 １阶外微分形式

ω＝ P ｄx ＋ Q ｄy，
其中 P （x，y）、Q （x，y）在某个平面区域内有一阶连续偏导数，则外微分

ｄω＝ｄP ∧ ｄx ＋ ｄQ ∧ ｄy ＝ 抄P抄x ｄx ＋ 抄P抄y ｄy ∧ ｄx ＋ 抄Q抄x ｄx ＋ 抄Q抄y ｄy ∧ ｄy
＝抄P抄x ｄx ∧ ｄx ＋ 抄P抄y ｄy ∧ ｄx ＋ 抄Q抄x ｄx ∧ ｄy ＋ 抄Q抄y ｄy ∧ ｄy
＝ 抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy畅

于是格林公式 簇
D

抄Q抄x － 抄P抄y ｄxｄy ＝∫抄D P ｄx ＋ Q ｄy
可以写成 ∫D

ｄω＝∫抄Dω． （９．１０．２）
　　对于Ｒ

３ 中的 ２阶外微分形式

ω＝ P ｄy ∧ ｄz＋ Q ｄz∧ ｄx ＋ R ｄx ∧ ｄy畅
根据前面的运算，有

ｄω＝ 抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄx ∧ ｄy ∧ ｄz畅
因此，高斯公式

蹿
D

抄P抄x ＋ 抄Q抄y ＋ 抄R抄z ｄxｄyｄz＝簇抄D P ｄyｄz＋ Q ｄzｄx ＋ R ｄxｄy
便可写成 ∫D

ｄω＝∫抄Dω畅 （９．１０．３）
　　 后，由于Ｒ

３ 中的 １阶外微分形式

ω＝ P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz
的外微分为

ｄω＝
ｄy ∧ ｄz ｄz∧ ｄx ｄx ∧ ｄy
抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

．

因此，斯托克斯公式

簇
D

ｄyｄz ｄzｄx ｄxｄy
抄抄x 抄抄y 抄抄z
P Q R

＝∫抄D P ｄx ＋ Q ｄy ＋ R ｄz

也可写为形式

∫D
ｄω＝∫抄Dω畅 （９．１０．４）

·０２２· 工科数学分析（下）



　　尽管在公式（９．１０．１）～（９．１０．４）中，D 、抄D 、ω及 ｄω的具体含义各不相同，但它

们的形式非常一致．我们可以把它们统一成一句话：k 阶外微分形式ω在 k 维区域上

的积分，等于 k＋１阶外微分形式 ｄω在 k 维区域所围的 k＋１维区域上的积分．
我们将统一形式的公式

∫D
ｄω＝∫抄Dω

也称作斯托克斯公式．
特别应该指出的是，斯托克斯公式揭露了高维空间中微分与积分是如何成为一

对矛盾的．这对矛盾的一方是外微分形式 ｄω，另一方则为线、面、体积分；外微分运算

与积分起了相互抵消的作用．因此，在高维空间中，斯托克斯公式就是相应的微积分

基本定理．

习　题　９．１０
１．回答下列问题：
　 （１） 向量的外积是怎样定义的？
　 （２） 三维空间Ｒ

３ 中外微分形式有哪几种？
２．计算下列外积：
　 （１） （yｄy＋zｄz）∧（y２ｄx－３yｄy＋３zｄz）；　　　 （２） （７ｄx＋８ｄy）∧（６ｄx＋７ｄy）；
　 （３） （５ｄx∧ｄy＋７ｄx∧ｄz）∧（ｄx＋２ｄy＋３ｄz）．
３．计算下列外微分：
　 （１） ｄ（ｓｉｎyｄx－ｃｏｓxｄy）；　　　 （２） ｄ（x ２yｄx＋y

２
xｄy）；　　　 （３） ｄ（２yｄx∧ｄy－xzｄx∧ｄz）．

答案与提示

２畅（１） －y
３ｄx∧ｄy＋６yzｄy∧ｄz＋zy

２ｄx∧ｄz；　（２） ｄx∧ｄy；　（３） ｄx∧ｄy∧ｄz．
３畅（１） （ｓｉｎx－ｃｏｓy）ｄx∧ｄy；　（２） （y２－x

２）ｄx∧ｄy；　（３） ０．

总 习 题 （９）
１．填空题：
（１）设平面曲线 L 为下半圆周 y ＝－ １－ x

２，则曲线积分∫L
（x ２ ＋ y

２）ｄs＝　　　　；
（２） 设 L 是由点 O （０，０） 经过点 A （１，０） 到点 B （０，１） 的折线，则曲线积分∫L

（x ＋ y）ｄs＝
　　　　；

（３）设 L 是由原点 O 沿抛物线 y＝ x
２ 到点 A （１，１），再由点 A 沿直线 y＝ x 到原点的封闭曲线，

则曲线积分∮L
ａｒｃｔａｎ y

x
ｄy － ｄx ＝　　　　；
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（４）设 L 是由点 A （２， － ２）到点 B （－ ２，２）的直线段，则∫L
ｃｏｓyｄx － ｓｉｎxｄy ＝　　　　；

（５）设 L 为摆线 x ＝ a（t－ ｓｉｎt），y ＝ a（１ － ｃｏｓt）（０ ≤ t≤ ２π），a＞ ０．则∫L
yｄs＝　　　．

２．计算曲线积分∫L
xyｄx ＋ （y － x）ｄy，其中 L 是连接自点 O （０，０）到点 A （１，１）的曲线段：

（１） L ：y＝x；　（２） L ：y＝x
２；　（３） L ：y＝ x ；　（４） L 为折线O B A ，点B＝（１，０）．

３．求心形线r＝a（１－ｃｏｓφ）的质心（密度ρ＝１）．
４．在A （１，０）和B （０，１）处各有一单位质量的质点，O C D 是以A 点为中心，通过原点的上半圆弧．试

求一质量为m 的质点P 沿O C D 由O 点运动到D 点时，A 、B 处的质点对质点P 的引力所作的功．
５畅在一质点沿螺旋线C ：x＝aｃｏｓt，y＝aｓｉｎt，z＝bt（常数a＞０，b＞０）从点A （a，０，０）移动到点B （a，０，
２bπ）的过程中，有一变力F 作用着，F 的方向始终指向原点而大小和作用点与原点间的距离成

正比，比例系数为k＞０．求力F 对质点所作的功．
６畅在变力F＝yzi＋zxj＋xyk 的作用下，质点由原点沿直线运动到椭球面x

２
a
２ ＋y

２
b
２ ＋ z

２
c
２ ＝１上第一

卦限的点M （ξ，η，ζ）．问当ξ，η，ζ取何值时，力F 所作的功W 大？ 并求出W 的 大值．
７．设Σ为曲面 x

２ ＋ y
２ ＋ z

２ ＝ ２ax（a＞ ０），计算曲面积分 I＝促
Σ
（x ２ ＋ y

２ ＋ z
２）ｄS．

８．设Σ为平面 y ＋ z＝ ５被柱面 x
２ ＋ y

２ ＝ ２５所截得的部分，求 I＝簇
Σ
（x ＋ y ＋ z）ｄS．

９．计算 I＝簇
Σ
│xyz│ｄS，其中Σ为曲面 z＝ x

２ ＋ y
２ 被平面 z＝ １截下的部分．

１０畅计算 I＝簇
Σ

xｄyｄz＋ z
２ｄxｄy

x
２ ＋ y

２ ＋ z
２ ，其中Σ是由曲面 x

２ ＋ y
２ ＝ R

２及两平面 z＝ R ，z＝－ R （R ＞０）
所围成立体表面的外侧．

１１畅填空题：
（１） 向量场A＝x

２
yzi＋xy

２
zj＋xyz

２
k 在点M （１，３，２）处的散度ｄｉｖA│M ＝　　　　．

（２） 向量场A＝（２z－３y）i＋（３x－z）j＋（y－２x）k 的旋度 ｒｏｔA＝ ．
（３） 设数量场u＝ｌｎ x

２＋y
２＋z

２，则ｄｉｖ（ｇｒａｄ u）＝　　　　．
（４） 设S 是圆锥面z＝ x

２＋y
２与平面z＝２所围成的封闭曲面的外侧，则向量场F＝xi＋yj＋

zk 通过曲面S 的流量Φ＝　　　　．
１２．下面的论断是否正确？ 正确的要说明理由，错误的则给出反例．
（１）∫C

F · ｄs是一个向量；
（２） 若A ，B 是曲线C 的起点和终点，则有∫C

F · ｄs＝F （B ）－F （A ）；
（３） 若向量场F 在单位圆周x

２＋y
２＝１上的曲线积分等于０，则F 必为一个梯度场；

（４） 分片光滑的封闭曲面 S 所包围的体积必等于 V＝ １３ 促
S

（xｃｏｓα＋yｃｏｓβ＋zｃｏｓγ）ｄS，其中

ｃｏｓα，ｃｏｓβ，ｃｏｓγ为曲面S 的外法线的方向余弦．
１３畅利用格林公式计算下列曲线积分：

·２２２· 工科数学分析（下）



　 （１）∮L
xy

２ｄy － x
２
yｄx，L ：x

２
a
２ ＋ y

２
b
２ ＝ １，逆时针方向；

　 （２）∮L
（ｅyｓｉｎxｄx ＋ ｅ－xｓｉｎyｄy），L 是区域 D ：a≤ x ≤ b，c≤ y ≤ d 的边界，取逆时针方向．

１４畅设函数P （x，y），Q （x，y）及R （x，y）在平面开区域D 上有一阶连续偏导数，C 是D 的边界曲线，
分段光滑．求证：

簇
D

P
抄R抄x ＋ Q

抄R抄y ｄxｄy ＝∮C
P R ｄy － Q R ｄx －簇

D

R
抄P抄x ＋ 抄Q抄y ｄxｄy．

１５畅已知φ（π）＝１，试确定φ（x），使曲线积分I＝∫B

A
［ｓｉｎx－φ（x）］ y

x
ｄx＋φ（x）ｄy 与路径无关，并求当

A 、B 两点分别为（１，０）、（π，π）时积分I 的值．
１６畅给定ｄu＝（x＋２y）ｄx＋yｄy（x＋y）２ ，试验证势函数u 的存在性，并求出u．
１７畅设C 为光滑的闭曲线，a 为任一固定的单位向量．求证：∮C

ｃｏｓ（a，n）ｄs＝０，其中n 为曲线C 的

外法向量．
１８畅证明：若Σ为封闭的简单曲面，n 为Σ的外法向量，τ为任何固定的方向，则有

促
Σ
ｃｏｓ（n，τ）ｄS ＝ ０．

１９畅设Σ是锥面 z＝ x
２ ＋ y

２ 被平面 z＝ ０及 z＝ １所截部分的外侧，计算曲面积分

I＝簇
Σ

xｄyｄz＋ yｄzｄx ＋ （z２ － ２z）ｄxｄy．
２０畅计 算 曲 面 积 分簇

S

（８y ＋ １）xｄyｄz ＋ ２（１ － y
２）ｄzｄx － ４yzｄxｄy， 其 中 S 是 由 曲 线

z＝ y－１，
x＝０ （１≤y≤３）绕y 轴旋转一周所成的曲面，其法向量与y 轴正向的夹角恒大于 π２ 畅

２１畅设有界闭区域Ω由光滑曲面S 所围成，函数u（x，y，z）在Ω及S 上有二阶连续偏导数，n 为S 的

外法向量．证明以下公式成立：
簇

S

抄u抄nｄS ＝蹿Ω Δuｄxｄyｄz畅
２２畅设Σ是空间有界闭区域Ω的整个边界曲面，函数u（x，y，z）和v（x，y，z）是定义在Ω上的具有二

阶连续偏导数的函数，抄u抄n、 抄υ抄n分别表示u、v 沿Σ的外法线方向的方向导数．证明下面的格林第

二公式：
蹿
Ω
（uΔv－ vΔu）ｄxｄyｄz＝促

Σ
u
抄 v抄n － v

抄u抄n ｄS畅

２３畅计算曲线积分I＝∮C
（z－y）ｄx＋（x－z）ｄy＋（x－y）ｄz，其中C 是曲线

x
２＋y

２＝１，
x－y＋z＝２，从z 轴正

向往z 轴负向看C 的方向是顺时针的．
２４畅计算 I＝促

Σ
yzｄxｄy＋ zxｄyｄz＋ xyｄzｄx，其中Σ是圆柱面 x

２ ＋ y
２ ＝ R

２（x ≥０，y≥ ０），平面

x ＋ ２y ＝ R ，z＝ H ，z＝ ０和 x ＝ ０所构成的闭曲面的外侧．

·３２２·第９章　曲线积分与曲面积分



答案与提示

１畅（１） π；　（２） １２ ＋ ２ ；　（３） π４ －１；　（４） －２ｓｉｎ２；　（５） ３２３ a
２．

２．（１） １３ ；　（２） １１２；　（３） １７３０；　（４） － １２ ．
３．（－４a５ ，０）．
４．km （ １５ －１），k 为引力常数．
５畅－２kπ２b２．
６．当ξ＝ a

３ ，η＝
b

３ ，ζ＝
c

３ 时，所作的功 大，其 大值为 ３９ abc．
７．８πa４．
８．１２５ ２ π．
９．１２５ ５ －１４２０ ．
１０．１２ π２R．
１１畅（１） ３６；　（２） ２i＋４j＋６k；　（３） １

x
２＋y

２＋z
２；　（４） ８π．

１２．（１） 错；　（２） 错；　（３） 错；　（４） 对．
１３畅（１） １４ abπ（a２＋b

２）；　（２） （ｅc－ｅd）（ｃｏｓa－ｃｏｓb）＋（ｅ－b－ｅ－a）（ｃｏｓc－ｃｏｓd）．
１４．利用格林公式．
１５畅φ（x）＝ １

x
（π－１－ｃｏｓx），I＝π．

１６．u（x，y）＝ｌｎ│x＋y│＋ x
x＋y

＋C．
１７．注意到ｃｏｓ（a，n）ｄs＝ｃｏｓ（a，x）ｄy－ｓｉｎ（a，x）ｄx，并利用格林公式．
１８畅利用高斯公式．
１９畅３π２ ．
２０．３４π．
２３．－２π．
２４畅１３２４H R

３＋π－１８ H
２
R
２．

·４２２· 工科数学分析（下）



第 １０ 章　无 穷 级 数

　　无穷级数是表示函数及进行数值计算的一个重要工具，在理论上及实际问题中

都有广泛的应用．本章的主要内容是数项级数、幂级数和傅立叶级数．
首先介绍数项级数的一些基本概念，如级数的收敛与发散，收敛级数的基本性

质，以及各种数项级数收敛与发散的判别法，为后面进一步研究函数项级数，特别是

幂级数、傅立叶级数作准备．接着将讨论函数项级数，它的一般项不是常数，而是一个

函数畅我们主要讨论两类函数项级数——幂级数和傅立叶级数畅这是在许多实际问

题及理论中经常遇到的级数畅本章将研究这两类级数的收敛性质及应用．

１０．１　数项级数的收敛与发散

　　１０．１．１　基本概念

给定数列｛an｝，要想研究它们的“无穷和”
a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an ＋ …，

这不是一件很简单的事情，因为无穷多个数的和至今还根本没有定义过．我们所能定

义的是“部分和”：
S n ＝ a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an畅

例如，我们所熟知的等比数列的前 n 项和：
１ ＋ x ＋ x

２ ＋ … ＋ x
n－１ ＝ １ － x

n

１ － x
　（x ≠ １）畅

当│x│＜１时，x n→０（n→∞），因此，数列

S n ＝ １ － x
n

１ － x

在 n→∞时，极限为
１１－x
畅把这种关系写成具有启发意义的无穷和的形式：

１ ＋ x ＋ x
２ ＋ … ＋ x

n ＋ … ＝ １１ － x
，　│x│＜ １畅

　　任何一种无穷和的意义都可以同样规定．下面给出正式的定义．
定义 １０．１．１　无穷多个数之和

a１ ＋ a２ ＋ …＋ an ＋ … （１０．１．１）
称为无穷级数或数项级数，简记为钞∞

n＝１
an， 其中 an 称为级数（１０．１．１）的一般项．对于



级数（１０．１．１），作和

S n ＝ a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an　（n ＝ １，２，…），
称之为部分和．

（１） 若ｌｉｍ
n→∞S n＝S （有限值），则称数项级数（１０．１．１）收敛，且其和为 S ，记作

钞∞
n＝１

an ＝ S ，
称 rn ＝ S － S n ＝ an＋１ ＋ an＋２ ＋ …
为级数（１０．１．１）的余项；

（２） 若｛S n｝的极限ｌｉｍ
n→∞S n 不存在或极限为＋∞或－∞，则称级数（１０．１．１）发散，

特别在后两种情形，称级数（１０．１．１）发散到＋∞或－∞，记作

钞∞
n＝１

an ＝＋ ∞　 或 　钞∞
n＝１

an ＝－ ∞畅
　　例 １０．１．１　几何级数（或等比级数）

a ＋ aq＋ … ＋ aq
n－１ ＋ … ＝钞∞

n＝１
aq

n－１　（a ≠ ０）畅 （１０．１．２）
它的前 n 项部分和为

S n（q） ＝ a
１ － q

n

１ － q
　（q≠ １）畅

　　当│q│＜１时， ｌｉｍ
n→∞S n（q）＝ｌｉｍ

n→∞a
１－q

n

１－q
＝ a１－q

，
因此级数（１０．１．２）的和为

钞∞
n＝１

aq
n－１ ＝ a１ － q

畅
也就是说，当│q│＜１时，几何级数（１０．１．２）收敛于

a１－q
．

当│q│＞１时， ｌｉｍ
n→∞S n（q） ＝ ｌｉｍ

n→∞a
１ － q

n

１ － q
＝ ∞畅

　　当 q＝１时，　　　 ｌｉｍ
n→∞S n（q） ＝ ｌｉｍ

n→∞ （a ＋ a ＋ … ＋ a）
n个

＝ ｌｉｍ
n→∞na ＝ ＋ ∞　（a ＞ ０），

－ ∞　（a ＜ ０）畅
　　当 q＝－１时， S n（q） ＝ a　（n 为奇数），

０　（n 为偶数）畅
所以ｌｉｍ

n→∞S n（－１）不存在畅
综上所述，当│q│≥１时，几何级数（１０．１．２）发散． □
例 １０．１．２　证明级数

１１ · ２ ＋ １２ · ３ ＋ … ＋ １
n · （n ＋ １） ＋ … （１０．１．３）

·６２２· 工科数学分析（下）



收敛，并求其和．
证　级数（１０．１．３）的部分和为

S n ＝ １１ · ２ ＋ １２ · ３ ＋ … ＋ １
n · （n ＋ １）

＝ １１ － １２ ＋ １２ － １３ ＋ … ＋ １
n
－ １

n ＋ １ ＝ １ － １
n ＋ １畅

故 ｌｉｍ
n→∞S n ＝ １，

即级数（１０．１．３）收敛，其和为 １畅 □
例 １０．１．３　证明级数钞∞

n＝１
ｌｎ（１ ＋ １

n
）发散畅

证　部分和　　　 S n ＝钞n

k＝１
ｌｎ（１ ＋ １

k
） ＝钞n

k＝１
［ｌｎ（k＋ １） － ｌｎk］

＝ ｌｎ（n ＋ １） － ｌｎ１ ＝ ｌｎ（n ＋ １） → ∞　（n → ∞），
因此该级数发散． □

我们看到，若给定一个数项级数∑∞
n＝１

an，就可以得到一个部分和序列｛S n｝：
S １ ＝ a１，　S ２ ＝ a１ ＋ a２，　…　，　S n ＝ a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an ＝∑n

k＝１
ak，　…

另一方面，若给定一个数列｛S n｝，构造

a１ ＝ S １，　a２ ＝ S ２ － S １，　…　，　an ＝ S n － S n－１　（n ＝ ２，３，…），
则以an 为一般项的级数∑∞

n＝１
an 的部分和序列正是上面预先给定的数列｛S n｝．因此，有关

数列极限的一些结果都可以搬到对应的级数∑∞
n＝１

an 上来．反之亦然．下面根据数列极限

的柯西准则（见第 ２章 ２．２节定理 ２．２．４），给出判别数项级数是否收敛的柯西准则．
定理 １０．１．１（柯西准则）　级数钞∞

n＝１
an 收敛的充分必要条件是：橙ε＞０，愁N ，

橙m ，n＞N ，m ＞n，有
│an＋１ ＋ an＋２ ＋ … ＋ am│＜ ε畅 （１０．１．４）

　　证　必要性．设级数钞∞
n＝１

an 收敛，则其部分和序列｛S n｝有极限．根据数列极限存

在的柯西准则，橙ε＞０，愁N ，橙m ，n＞N ，有
│S m － S n│＜ ε畅 （１０．１．５）

不妨设 m ＞n，则有

│（a１ ＋ a２ ＋ … ＋ am ） － （a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an）│＜ ε，
由此得到（１０．１．４）式畅

·７２２·第１０章　无 穷 级 数



充分性．设条件（１０．１．４）成立，则（１０．１．５）式成立，根据数列极限存在的柯西准

则知，极限ｌｉｍ
n→∞S n 存在，故级数钞∞

n＝１
an 收敛畅 □

例 １０．１．４　证明级数钞∞
n＝１
１
n
２ 收敛畅

证　对于任意的自然数 m ＞n，有
１

（n ＋ １）２ ＋
１

（n ＋ ２）２ ＋ … ＋ １
m
２

≤ １
n（n ＋ １） ＋ １（n ＋ １）（n ＋ ２） ＋ … ＋ １（m － １）m

≤ １
n
－ １

n ＋ １ ＋ １
n ＋ １ － １

n ＋ ２ ＋ … ＋ １
m － １ － １

m

＝ １
n
－ １

m
＜ １

n
畅

因此，橙ε＞０，取 N ＝［ １ε ］，则当 m ，n＞N 时，就有

１
（n ＋ １）２ ＋

１
（n ＋ ２）２ ＋ … ＋ １

m
２ ＜ ε畅

由柯西准则知，级数钞∞
n＝１
１
n
２ 收敛畅 □

另外，由第 ２章 ２．５节例 ２．５．４知，调和级数

１ ＋ １２ ＋ １３ ＋ … ＋ １
n
＋ … ＝钞∞

n＝１
１
n

是发散的畅
　　１０．１．２　收敛级数的基本性质

性质１　若级数钞∞
n＝１

an 与钞∞
n＝１

bn 都收敛，且其和分别为s和σ，则对于任意的常数k１

和 k２，级数钞∞
n＝１
（k１an ＋ k２bn）也收敛，且其和为 k１s＋ k２σ畅

证明是容易的，请读者自己完成．
性质 ２（级数收敛的必要条件）　若级数钞∞

n＝１
an 收敛，则

ｌｉｍ
n→∞an ＝ ０．

　　证　设钞∞
n＝１

an ＝ S ，即 S n ＝钞n

k＝１
ak → S （n → ∞），于是

ｌｉｍ
n→∞an ＝ ｌｉｍ

n→∞（S n － S n－１） ＝ ｌｉｍ
n→∞S n － ｌｉｍ

n→∞S n－１ ＝ ０畅 □

·８２２· 工科数学分析（下）



　　性质 ３　改变（或略去）级数的有限多项，不会影响它的收敛与发散的性质（即改

变前后的两级数同为收敛或同为发散）畅
证　设有级数钞∞

n＝１
an畅现任意改变其前 l项（l为任意固定的正整数），得到级数

钞∞
n＝１

bn ＝ c１ ＋ c２ ＋ … ＋ cl＋ al＋１ ＋ … ＋ an ＋ …， （１０．１．６）
这个级数的前 n 项部分和为

σn ＝ c１ ＋ c２ ＋ … ＋ cl＋ al＋１ ＋ … ＋ an ＝ c１ ＋ c２ ＋ … ＋ cl＋ S n － S l，
其中 S n ＝钞n

k＝１
ak，设 S n → S （n → ∞），则可得

ｌｉｍ
n→∞σn ＝ c１ ＋ c２ ＋ … ＋ cl＋ S － S l，

这表明级数（１０．１．６）也收敛畅反之，若级数（１０．１．６）收敛，则推知级数钞∞
n＝１

an 亦收敛畅 □
性质 ４　若级数钞∞

n＝１
an 收敛到 S ，则将其项任意地结合后（不改变其次序）得到的

级数

（a１ ＋ a２＋ … ＋ ai１） ＋ （ai１＋ １ ＋ … ＋ ai２） ＋ …
＋ （ai

n
＋１ ＋ … ＋ ai

n＋１） ＋ … （１０．１．７）
仍收敛且其和仍为 S畅

证　设 S n ＝钞n

k＝１
ak，已知ｌｉｍ

n→∞S n＝S畅设级数（１０．１．７）的部分和为 P n畅则有

P １ ＝ a１ ＋ a２ ＋ … ＋ ai１ ＝ S i１，
P ２ ＝ （a１ ＋ a２ ＋ … ＋ ai１） ＋ （ai１＋ １ ＋ … ＋ ai２） ＝ S i２，
┆
P n ＝ （a１ ＋ a２ ＋ … ＋ ai１） ＋ （ai１＋ １ ＋ … ＋ ai２）
　　　 ＋ … ＋ （ai

n－１＋１ ＋ … ＋ ai
n
） ＝ S i

n
畅

由此可见，数列｛P n｝实际上就是数列｛S n｝的一个子列，因此

ｌｉｍ
n→∞P n ＝ S畅 □

　　注意，这个命题的逆命题不成立．例如级数

（１ － １） ＋ （１ － １） ＋ …
收敛于零，但去掉括号后的级数

１ － １ ＋ １ － １ ＋ …
却是发散的．

根据性质 ４可得如下的推论：
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推论 １０．１．１　如果加括号之后的级数发散，则原级数也发散．

习　题　１０．１
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 数项级数的部分和是什么？
（２） 数项级数的收敛与发散怎样定义？
（３） 若级数为钞∞

n＝１
an，则其部分和 S n ＝钞n

k＝１
ak（n＝ １，２，…）是一个数列，反过来，你能用S n 把原

级数表示出来吗？
（４） 一 般项an→０（n→∞）是不是级数钞∞

n＝１
an 收敛的充分条件？若不是，你能举一个例子说明吗？

２畅求下列级数的和：
（１）钞∞

n＝１
１４n２ － １；　　（２） 钞∞n＝１ １（３n－ ２）（３n＋ １）．

３畅证明级数 １２ ＋ １３ ＋ １２２ ＋ １３２ ＋…＋ １２n＋ １３n ＋…收敛，并求其和畅
４畅证明：若钞∞

n＝１
an 收敛，但钞∞

n＝１
bn 发散，则钞∞

n＝１
（an ＋ bn）发散畅

５畅如果钞∞
n＝１

an 与钞∞
n＝１

bn 都发散，试问钞∞
n＝１
（an ＋ bn）一定发散吗？ 如果这里的an、bn（n＝１，２，…）都是

非负数，则能得出什么结论？
（Ｂ）

１畅求下列级数的和：
（１）钞∞

n＝１
（－ １）n－１
n（n＋ ２）；　　　（２）钞∞n＝１ ａｒｃｔａｎ １２n２畅

２畅利用柯西准则判别下列级数的收敛性：
（１） ｓｉｎx２ ＋ｓｉｎ２x２２ ＋…＋ｓｉｎnx２n ＋…；　　　（２） １＋ １２ － １３ ＋ １４ ＋ １５ － １６ ＋…畅

答案与提示

（Ａ）
２．（１） １２ ；　（２） １３ ．
３．３２ ．

（Ｂ）
１．（１） １４ ；　（２） π４ ．
２．（１） 收敛； （２） 发散．
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１０．２　正 项 级 数

对于给定的一个级数钞∞
n＝１

an，要想求出它的部分和S n 的表达式，一般来说是不容

易的，有时甚至就求不出来．因此，根据收敛的定义来判断一个级数是否收敛，除在少

数场合外，往往是很困难的．需要有些简单易行的判定收敛或发散的方法．本节先讨

论一类较简单然而也是很有用的一类级数，即正项级数．给定一个级数钞∞
n＝１

an，若 an

≥ ０（n ＝ １，２，…），则称这样的级数为正项级数畅
　　１０．２．１　有界性准则

设给定级数钞∞
n＝１

an，且 an ≥ ０（n ＝ １，２，…）， 则这个级数的部分和序列 S n ＝

钞n

k＝１
ak，n ＝ １，２，…， 显然是单调增加的．根据单调有界收敛定理（第 ２ 章 ２．５ 节定理

２．５．１），有
｛S n｝收敛 骋｛S n｝有上界．

由此便可得到判别正项级数是否收敛的一个如下准则．
定理 １０．２．１（有界性准则）　正项级数钞∞

n＝１
an 收敛的充分必要条件是它的部分和

序列｛S n｝有上界畅
显然，若｛S n｝无上界，则有ｌｉｍ

n→∞S n＝＋∞，因此钞∞
n＝１

an ＝＋ ∞畅
例 １０．２．１　证明级数钞∞

n＝１
１

n
２ ＋ n ＋ １ 收敛畅

证　显然，我们有
１

n
２＋n＋１≤

１
n
２＋n
≤ １

n
２ ，

因此 钞n

k＝１
１

k
２ ＋ k＋ １ ≤钞

n

k＝１
１
k
２ ．

由 例 １０．１．４ 知，级 数 钞∞
n＝１

１
n
２ 收 敛，由 定 理 １０．２．１ 推 出 钞n

k＝１
１
k
２ 有 界，从 而

钞n

k＝１
１

k
２ ＋ k＋ １ 也有界．再利用定理 １０．２．１即知级数钞∞

n＝１
１

n
２ ＋ n ＋ １ 收敛 畅 □

要想确定一个正项级数的部分和序列是否有界，也并不是一件简单可行的事．因此，上
述准则的本身也许并不实用．然而，这个准则却是本节要介绍的几个判别法的理论基础．

·１３２·第１０章　无 穷 级 数



　　１０．２．２　比较判别法

定理 １０．２．２（比较判别法）　设钞∞
n＝１

an 与钞∞
n＝１

bn 是两个正项级数，且对每个 n，有 an

≤bn，则
（１） 当钞∞

n＝１
bn 收敛时，钞∞

n＝１
an 也收敛；

（２） 当钞∞
n＝１

an 发散时，钞∞
n＝１

bn 也发散畅
证　设 S n ＝钞n

k＝１
ak，P n ＝钞n

k＝１
bk，则由假设知，对每一个 n 有

０ ≤ S n ≤ P n，
　　当钞∞

n＝１
bn 收敛时，｛P n｝是有界数列，从而｛S n｝是有界的．根据有界性准则，级数

钞∞
n＝１

an 收敛．结论（１）得证．
再证结论（２）．用反证法．假设钞∞

n＝１
an 发散，而钞∞

n＝１
bn 收敛．则由结论（１）知钞∞

n＝１
an 也

收敛，这就产生了矛盾．所以结论（２）成立． □
利用定理１０．２．２，我们可以分析那些看起来似乎很复杂，而其复杂性大部分又是

无关紧要的级数畅
例 １０．２．２　判定级数钞∞

n＝１
３ ＋ ｓｉｎ３（n ＋ １）２n ＋ n

的收敛性畅
解　因为 ０ ＜ ３ ＋ ｓｉｎ３（n ＋ １）２n ＋ n

＜ ４２n ，
而级数 钞∞

n＝１
４
２n ＝ ４钞∞

n＝１
１
２n

是收敛的几何级数，因此原级数收敛． □
例 １０．２．３　判定级数钞∞

n＝１
１

n（n ＋ １） 的收敛性．
解　因为

１
n（n ＋ １） ＞

１
n ＋ １ ≥ １２n，

而钞∞
n＝１
１２n 发散，因此原级数发散畅 □

从上面的例子可以看到，比较判别法的使用就是将所考虑的级数与一个已知敛

散性的级数作比较．在例 １０．２．２中我们用到几何级数钞∞
n＝１
１
２n 的收敛性，在例 １０．２．３
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中则用到了调和级数钞∞
n＝１
１
n

的发散性．下面我们将推广一下，考虑以一般的几何级数

钞∞
n＝１

aq
n－１ 及p唱级数钞∞

n＝１
１
n

p 为标准级数并进行比较，就可以导出一些很方便的判别级

数敛散性的方法．对于几何级数钞∞
n＝１

aq
n－１，我们已经知道，它在│q│＜ １时收敛，在│q│

≥ １时发散．现在来研究 p唱级数钞∞
n＝１
１
n

p 的敛散性．
例 １０．２．４　设 p＞０为常数，则 p唱级数

钞∞
n＝１
１
n

p ＝ １ ＋ １
２p ＋ １

３p ＋ … ＋ １
n

p ＋ … （１０．２．１）
当 p＞１时收敛，p≤１时发散畅

证　当 p≤１时，有 １
n

p≥ １
n
　（橙n≥１），

而级数钞∞
n＝１
１
n

发散，据比较判别法可知，级数（１０．２．１）发散．
设 p＞１，因为当 n－１≤x≤n 时，有 １

n
p≤ １

x
p ，所以

１
n

p ＝∫n

n－１
１
n

p ｄx ≤∫n

n－１
１

x
p ｄx ＝ １

p － １ １
（n － １）p－１ － １

n
p－１ 　（n ＝ ２，３，…）畅

　　考虑级数 钞∞
n＝２

１（n － １）p－１ － １
n

p－１ ， （１０．２．２）
级数（１０．２．２）的部分和

S n＝ １－ １
２p－１ ＋ １

２p－１－ １
３p－１ ＋…＋ １

n
p－１－ １

（n＋１）p－１ ＝１－ １（n＋１）p－１．
由于 ｌｉｍ

n→∞S n ＝ ｌｉｍ
n→∞ １ － １（n ＋ １）p－１ ＝ １，

故级数（１０．２．２）收敛．于是由比较判别法知，级数（１０．２．１）在 p＞１时收敛畅 □
为了应用上的方便，下面给出比较判别法的极限形式．
定理 １０．２．３（比较判别法的极限形式）　设有正项级数

钞∞
n＝１

an （１０．２．３）

与 钞∞
n＝１

bn， （１０．２．４）
它们满足条件

ｌｉｍ
n→∞

an

bn
＝ l，　bn ＞ ０， （１０．２．５）
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则

（１） 当 ０＜l＜＋∞时，级数（１０．２．３）与（１０．２．４）同时收敛或同时发散；
（２） 当 l＝０时，由级数（１０．２．４）收敛可以推出级数（１０．２．３）收敛；
（３） 当 l＝＋∞时，由级数（１０．２．４）发散可以推出级数（１０．２．３）发散．
证　（１） 设 ０＜l＜＋∞，对于 ε＝ l２ ＞０，由条件（１０．２．５）知，愁N ，使当 n＞N 时，

有不等式

l－ l２ ＜
an

bn
＜ l＋ l２ ，

或
l２ ＜

an

bn
＜ ３２ l，

即
１２ lbn ＜ an ＜ ３２ lbn畅

由此，根据比较判别法知，级数（１０．２．３）与（１０．２．４）同时收敛或同时发散．
（２） 设 l＝０畅则愁N ，当 n＞N 时，有

an

bn
＜ １，　 即 　an ＜ bn．

由此，根据比较判别法，由级数（１０．２．４）收敛可以推出级数（１０．２．３）收敛．
（３） 设 l＝＋∞畅则愁N ，当 n＞N 时，有

an

bn
＞ １，　 即 　an ＞ bn畅

再次利用比较判别法知，由级数（１０．２．４）发散可以推出级数（１０．２．３）也发散畅 □
在具体应用中，我们往往将定理１０．２．３中的级数钞∞

n＝１
bn 取为几何级数或p唱级数，

研究其一般项之比的极限即可．有时也可直接研究 an 趋于零的阶畅
例 １０．２．５　讨论级数钞∞

n＝１
１

n
３ ＋ １ 的敛散性畅

解　因为 ｌｉｍ
n→∞

１
n
３ ＋ １１

n
３／２

＝ ｌｉｍ
n→∞

n
３／２

n
３ ＋ １ ＝ １，

这里p＝ ３２ ＞１，l＝１．由于级数钞∞
n＝１

１
n
３／２ 收敛，根据定理 １０．２．３知级数钞∞

n＝１
１

n
３ ＋ １收

敛 畅 □
例 １０．２．６　讨论级数钞∞

n＝１
ｌｎ（１ ＋ １

n
２ ）的敛散性 畅

解 利用函数 ｌｎ（１＋x）在 x＝０处的泰勒公式，有
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an ＝ ｌｎ（１ ＋ １
n
２ ） ＝ １

n
２ ＋ o（ １

n
２ ） （n → ∞）畅

故 ｌｉｍ
n→∞

an

１
n
２
＝ １畅

据定理 １０．２．３及 p唱级数在 p＝２时的收敛性知，所考虑的级数收敛畅 □
例 １０．２．７　讨论级数钞∞

n＝１
ｓｉｎ １

n
的敛散性畅

解　因 ０＜ １
n
＜π２ ，故 ｓｉｎ １n ＞０，这个级数是正项级数畅又因为

ｓｉｎ １
n
～ １

n
　（n → ∞），

即 ｌｉｍ
n→∞

ｓｉｎ １
n１

n

＝ １，

而钞∞
n＝１
１
n

发散，所以钞∞
n＝１
ｓｉｎ １

n
也发散 畅 □

　　１０．２．３　比值判别法和根值判别法

现在我们选取几何级数钞∞
n＝１

r
n 作为比较的标准，导出两个重要的收敛性判别法畅

定理１０．２．４（达朗贝尔比值判别法）　设钞∞
n＝１

an 是正项级数，且橙n，an ＞ ０畅又设

ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ r　（０ ≤ r≤＋ ∞）畅 （１０．２．６）

则当 r＜１时钞∞
n＝１

an 收敛；当 r＞ １时钞∞
n＝１

an 发散 畅
证　首先设 r＜１畅任意选取一个数 q，使得 r＜q＜１畅由于ｌｉｍ

n→∞
an＋１
an
＝r＜q，故由极

限的性质知，存在正整数 N ，当 n≥N 时有不等式

an＋１
an
＜ q．

因此有　　　aN ＋１ ＜ aN q， aN ＋２ ＜ aN ＋１q＜ aN q
２， aN ＋３ ＜ aN ＋２q＜ aN q

３， …．
由于等比级数（公比 q＜１） aN q＋ aN q

２ ＋ aN q
３ ＋ …

是收敛，因而级数 aN ＋１ ＋ aN ＋２ ＋ aN ＋３ ＋ …
收敛，从而级数钞∞

n＝１
an 也收敛．
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其次设r＞１．这时，不论r 是大于１的实数，还是r＝＋∞，只要n 足够大，例如说从

n＝N 开始，an＋１
an

就大于 １，用前面类似的方法可以推出

an＋１
aN
＞ １　（n ＞ N ）畅

从而有 an ＞ aN ＞ ０ （n ＞ N ）畅
这里 aN 是一个正的定数，故 an 不可能趋于零．由级数收敛的必要条件（本章 １０．１．２）
知，钞∞

n＝１
an 发散 畅 □

注意，当 r＝１时，达朗贝尔比值判别法失效畅
例 １０．２．８　研究级数钞∞

n＝１
１

n！ 的收敛性 畅
解　令 an＝ １

n！，则有

an＋１
an
＝

１（n ＋ １）！１
n！

＝ n！（n ＋ １）！ ＝ １
n ＋ １，

因此 ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ ０ ＜ １畅

根据达朗贝尔比值判别法，级数钞∞
n＝１
１

n！ 收敛 畅 □

对于给定的正数 a，我们可以用类似的方法证明级数钞∞
n＝１

a
n

n！ 收敛，并由此推出其

一般项趋于零，即
ｌｉｍ
n→∞

a
n

n！ ＝ ０．

　　特别，对于级数钞∞
n＝１

na
n，则有

ｌｉｍ
n→∞
（n ＋ １）an＋１

na
n ＝ ｌｉｍ

n→∞a · n ＋ １
n
＝ a，

因此，当 ０≤a＜１时，级数钞∞
n＝１

na
n 收敛，从而有

ｌｉｍ
n→∞na

n ＝ ０
（这个结果对－１＜a≤０也成立）．这是我们利用比值判别法作为媒介，通过级数理论

而得到某些数列的极限．
例 １０．２．９　考察下列级数的敛散性：

·６３２· 工科数学分析（下）



（１） 钞∞
n＝１

x
n

n
（x ＞ ０）；　　　　（２） 钞∞

n＝１
x

n

n
２ （x ＞ ０）畅

解　（１） 由于
an＋１
an
＝ x

n＋１

n＋１ x
n

n
＝x· n

n＋１，
因此，对于任意给定的 x＞０，有

ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ x畅

由比值判别法知，当 ０＜x＜１时，级数收敛；当 x＞１时，级数发散．当 x＝１时，比值判

别法失效，但这时级数是调和级数钞∞
n＝１
１
n
，它是发散的畅

（２） an＋１
an
＝ x

n＋１

（n＋１）２ x
n

n
２ ＝x· n

n＋１
２→x（n→∞），

可见当０＜x＜１时级数收敛；当x＞１时级数发散畅而当x＝１时，比值判别法失效畅但
此时级数为钞∞

n＝１
１
n
２ ，它是收敛的畅 □

下面我们介绍柯西根值判别法畅
定理 １０．２．５（柯西根值判别法）　设钞∞

n＝１
an 是正项级数，且

ｌｉｍ
n→∞

n

an ＝ ρ　（０ ≤ ρ ≤＋ ∞）畅
则当 ρ ＜ １时，钞∞

n＝１
an 收敛；当 ρ ＞ １时，钞∞

n＝１
an 发散畅

证　首先设 ρ＜１，任意取定一个数 q，使 ρ＜q＜１畅则由ｌｉｍ
n→∞

n

an＝ρ知，愁N ，当 n

＞N 时有
n

an ＜ q，
即 an ＜ q

n　（n ＞ N ）畅
因为几何级数钞∞

n＝１
q

n（０ ＜ q＜ １）是收敛的，由比较判别法知，级数钞∞
n＝１

an 收敛畅
其次设 １＜ρ≤＋∞畅这时，必愁N ，当 n＞N 时，有

n

an ＞ １，
所以 an 不可能趋于零，这不符合级数收敛的必要条件，因此钞∞

n＝１
an 发散畅 □

注意，当 ρ＝１时，柯西根值判别法失效畅
例 １０．２．１０　判别级数钞∞

n＝２
１（ｌｎn）n 的敛散性畅
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解　令 an＝ １（ｌｎn）n，则有

ｌｉｍ
n→∞

n

an ＝ ｌｉｍ
n→∞

１ｌｎn ＝ ０ ＜ １，
由柯西根值判别法知，原级数收敛畅 □

例 １０．２．１１　讨论级数钞∞
n＝１
２n

x
２n（x ≥ ０）的收敛性畅

解　容易看出
n ２n

x
２n ＝ ２x ２ → ２x ２（n → ∞）畅

由柯西根值判别法知，当 ２x ２＜１，即 ０≤x＜ １
２ 时，原级数收敛；当 ２x ２＞１，即 x＞

１
２ 时，原级数发散畅当 ２x ２＝１，即x＝ １

２ 时，级数的一般项为 ２n １
２

２n

＝ １ ，不
趋于零，因此原级数发散畅 □
　　１０．２．４　积分判别法

定理１０．２．６（积分判别法）　设函数f（x）在［N ，＋∞）上非负且单调减少，其中N

是某个自然数，令 an＝f（n），则级数∑∞
n＝１

an 与广义积分∫＋∞N
f（x）ｄx 同时敛散．

证　因为 f（x）在［N ，＋∞）上单调减少，故有

∫k＋１

k
f（x）ｄx ≤ ak ≤∫k

k－１f（x）ｄx　（k≥ N ＋ １）
（见图 １０．１）．在上式中依次取 k＝N ＋１，N ＋２，…，n 后相加可得

图１０．１

∫n＋１

N ＋１
f（x）ｄx ≤ ∑n

k＝ N ＋１
ak ≤∫n

N

f（x）ｄx．

　　因为 ak≥０，f （x ）≥０，故级数∑∞
k＝１

ak 与积分∫＋∞
N

f（x）ｄx
或者收敛或者取值＋∞．于是上式当 n→∞时变成

∫＋∞
N ＋１

f（x）ｄx ≤ ∑∞
k＝ N ＋１

ak ≤∫＋∞
N

f（x）ｄx．

由此可见，∑∞
k＝１

ak 收敛 骋∫＋∞
N

f（x）ｄx 收敛． □

例 １０．２．１２　讨论级数∑∞
n＝２

１
nｌｎq

n
（q＞ ０）的敛散性．

解　令 f（x）＝ １
x ｌｎq

x
，则 f（x）在［２，＋∞）上非负且单调减少．由

∫＋∞２ ｄx
x ｌｎq

x
＝∫＋∞２ ｄｌｎx

ｌｎq
x
＝∫＋∞ｌｎ２ ｄtt

q　（t＝ ｌｎx）．

·８３２· 工科数学分析（下）



可见，上述积分当q＞１时收敛，当q≤１时发散．由积分判别法知，级数∑∞
n＝２

１
nｌｎq

n
也在

q＞１时收敛，在 q≤１时发散． □

习　题　１０．２
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么叫正项级数？ 它的部分和序列有何特点？
（２） 正项级数收敛的充要条件是什么？
（３） p唱级数钞∞

n＝１
１
n

p 在什么条件下收敛？在什么条件下发散？
（４） 设 an ≤ bn（n＝ １，２，…），如果钞∞

n＝１
bn 收敛，能否断言钞∞

n＝１
an 也收敛？试举例说明畅

２畅用比较判别法讨论下列级数的敛散性：
（１） 钞∞

n＝１
１

n
２ ＋ ３；　　（２） 钞∞n＝１ ｓｉｎ２nn

２ ；　　（３） 钞∞
n＝１

n＋ ２
（n＋ １） n

；　　（４） 钞∞
n＝１

１
n２n．

３畅用比较判别法的极限形式讨论下列级数的敛散性：
（１） 钞∞

n＝１
５n＋ １（n＋ ２）n２；　　　　 （２） 钞∞n＝１ ２n ＋ n３n ；　　　　　　 （３） 钞∞

n＝１
ｓｉｎ π２n ；

（４） 钞∞
n＝１

（１ ＋ １
n
）n

n
２ ； （５） 钞∞

n＝１
１１ ＋ a

n（a＞ ０）； （６） 钞∞
n＝１

１
n

n

n
．

４畅用比值判别法判别下列级数的敛散性：
（１） 钞∞

n＝１
np

n（０ ＜ p ＜ １）； （２） 钞∞
n＝１

x
n

n！（x ＞ ０）； （３） 钞∞
n＝１

n
２

n！；
（４） 钞∞

n＝１
n！
n

n ； （５） 钞∞
n＝１
２n

n！
n

n ； （６） 钞∞
n＝１
３n

n！
n

n ．
５畅用根值判别法判别下列级数的敛散性：
（１） 钞∞

n＝１
１
n

n ；　　　 （２） 钞∞
n＝１

２n

（n＋ １）n；　　　 （３） 钞∞
n＝１

５n

n
n＋１；　　　 （４） 钞∞

n＝１
n
２

（n＋ １
n
）n
．

（Ｂ）
１畅用所学过的判别法判别下列级数的敛散性：
（１） 钞∞

n＝１
n
３４

n； （２） 钞∞
n＝１
１ ＋ ｃｏｓn

n
２ ； （３） 钞∞

n＝２
１（ｌｎn）k； （４） 钞∞

n＝２
１

n（ｌｎn）２；

（５） 钞∞
n＝１
（n！）２２n２ ； （６） 钞∞

n＝１
n＋ １

n
； （７） 钞∞

n＝１
１

n
ｌｎn； （８） 钞∞

n＝２
１（ｌｎn）ｌｎn；

（９） 钞∞
n＝１

a
n

１ ＋ a
２n，a 为非负常数．　（１０） 钞∞

n＝１
b
an

n，其中 an → a（n→∞），an，b，a 均为正数畅
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２畅利用泰勒公式估计下列级数钞∞
n＝１

an 中无穷小量an 的阶，从而判别级数的敛散性：
　 （１） 钞∞

n＝１
２nｓｉｎ π３n ；　　　　（２） 钞∞

n＝１
（ n＋ １ － ４

n
２ ＋ n＋ １）．

３畅若正项级数钞∞
n＝１

an 收敛，证明钞∞
n＝１

a
２
n 也收敛；但反之不然，举例说明畅

４畅设级数钞∞
n＝１

a
２
n 与钞∞

n＝１
b
２
n 都收敛，证明钞∞

n＝１
│anbn│，钞∞

n＝１
（an ＋ bn）２ 也收敛畅

５畅设正数序列｛xn｝单调上升且有界，证明级数钞∞
n＝１
（１ － xn

xn＋１）收敛畅

６畅若正项级数钞∞
n＝１

an 收敛，证明正项级数钞∞
n＝１

an

n
也收敛畅

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） 收敛；　（２） 收敛；　（３） 发散；　（４） 收敛．
３畅（１） 收敛；　（２） 收敛；　（３） 收敛；　（４） 收敛；　（５） a＞１时收敛，０＜a≤１时发散；　（６） 发散．
４畅（１） 收敛；　（２） 收敛；　（３） 收敛；　（４） 收敛；　（５） 收敛；　（６） 发散．
５畅（１） 收敛；　（２） 收敛；　（３） 收敛；　（４） 收敛．

（Ｂ）
１畅（１） 收敛；　（２） 收敛；　（３） 发散；　（４） 收敛；　（５） 发散；　（６） 发散；　（７） 收敛；　（８） 收敛；
（９） │a│≠１时收敛，│a│＝１时发散；　（１０）b＜a 时收敛，b＞a 时发散，b＝a 时不能判定．

２畅（１） 收敛；　（２） 发散．

１０．３　任意项级数

本节讨论一般的数项级数，即级数钞∞
n＝１

an 中有无穷多项取正值，同时又有无穷多

项取负值的情形畅
　　１０．３．１　交错级数收敛判别法

设 an＞０（n＝１，２，…），考虑级数

钞∞
n＝１
（－ １）n－１

an ＝ a１ － a２ ＋ a３ － a４ ＋ …， （１０．３．１）
这种级数称为交错级数畅对于这类级数，我们给出一个非常简单的判别法，即莱布尼

兹判别法畅
定理 １０．３．１（莱布尼兹判别法）　设交错级数（１０．３．１）满足条件

（１） an≥an＋１，n＝１，２，…；

·０４２· 工科数学分析（下）



（２） ｌｉｍ
n→∞an＝０畅

则此级数收敛，且对于余项 rn ＝ 钞∞
k＝ n＋１

（－ １）k－１
ak，有估计式

│rn│＝ 钞∞
k＝ n＋１

（－ １）k－１
ak ≤ an＋１畅 （１０．３．２）

　　证　考虑部分和 S n ＝钞n

k＝１
（－ １）k－１

ak畅则有

S ２n＋２ － S ２n ＝ a２n＋１ － a２n＋２ ＞ ０，
S ２n＋１ － S ２n－１ ＝ a２n＋１ － a２n ＜ ０，
S ２n＋１ － S ２n ＝ a２n＋１ → ０　（n → ∞）畅

这表明｛S ２n｝单调增加，且易证它有上界 S′；｛S ２n－１｝单调减少，它有下界 S″畅因此存在

极限

ｌｉｍ
n→∞S ２n ＝ S′，　 ｌｉｍ

n→∞S ２n－１ ＝ S＂畅
又 S′－ S＂＝ ｌｉｍ

n→∞S ２n － ｌｉｍ
n→∞S ２n－１ ＝ ｌｉｍ

n→∞（S ２n － S ２n－１） ＝ ｌｉｍ
n→∞（－ a２n） ＝ ０畅

即 S′＝S＂畅记 S＝S′＝S＂畅根据第 ２章习题 ２．５（Ｂ）第 ３题，有
ｌｉｍ
n→∞S n ＝钞∞

n＝１
（－ １）n－１

an ＝ S畅
再由单调数列极限的性质可知

S ２n ＜ S ＜ S ２n＋１ ＜ S ２n－１．
于是 ０ ＜ S － S ２n ＜ S ２n＋１ － S ２n ＝ a２n＋１，

０ ＜ S ２n－１ － S ＜ S ２n－１ － S ２n ＝ a２n，
即得 ０ ＜ （－ １）n（S － S n） ＜ an＋１，
由此得 │rn│＝ 钞∞

k＝ n＋１
（－ １）k－１

ak ＜ an＋１畅 □
　　我们称满足定理 １０．３．１ 中条件（１）及（２）的交错级数（１０．３．１）为莱布尼兹型级

数畅从定理的证明可以看出，莱布尼兹型级数的和不超过它的第一项 a１畅
例 １０．３．１　证明级数

钞∞
n＝１
（－ １）n－１ １

n
＝ １ － １２ ＋ １３ － … ＋ （－ １）n－１ １

n
＋ … （１０．３．３）

收敛并估计其余项畅
证　级数（１０．３．３）是交错级数，且 an＝ １

n
（n＝１，２，…）单调减少趋于零．根据莱

布尼兹判别法，它收敛，且其余项的估计式为

│rn│＝ 钞∞
k＝ n＋１

（－ １）k－１
ak ≤ １

n ＋ １畅 □
例 １０．３．２ 级数
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３１！ － ３
２

２！ ＋ ３
３

３！ － ３
４

４！ ＋ ３
５

５！ － … ＋ （－ １）n－１ ３n

n！ ＋ … （１０．３．４）
收敛还是发散？

解　容易验证，当 n≥３时，
３n＋１

（n ＋ １）！ ＝ ３
n ＋ １ · ３

n

n！ ＜ ３
n

n！，
即 an＝３n

n！（n＝２，３，…）是单调减少的畅又因为

０ ＜ ３n

n！ ＝ ３１ · ３２ · ３３… ３
n
≤ ２７

n

及ｌｉｍ
n→∞
２７
n
＝０，由极限的夹逼性定理知，

ｌｉｍ
n→∞
３n

n！ ＝ ０．
根据莱布尼兹判别法，级数（１０．３．４）收敛，并且它的和不超过

３１！ － ３
２

２！ ＋ ３
３

３！ ＝ ３畅 □

　　１０．３．２　绝对收敛与条件收敛

级数钞∞
n＝１
（－ １）n－１ １

n
２ 与钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １

n
都是莱布尼兹型级数，因此都收敛．但是，

将它们的各项都取绝对值后所得的级数，前者收敛而后者发散：
钞∞
n＝１
│（－ １）n－１ １

n
２│＝钞∞

n＝１
１
n
２ ＜＋ ∞，

钞∞
n＝１
│（－ １）n－１ １

n
│＝钞∞

n＝１
１
n
＝＋ ∞畅

在后面我们将会看到，由于收敛性的这种差别，使这两个级数有许多根本性的差异畅
于是，我们引进下列概念畅

定义１０．３．１　若钞∞
n＝１
│an│收敛，则称钞∞

n＝１
an 绝对收敛；若钞∞

n＝１
│an│发散，但钞∞

n＝１
an 收

敛，则称钞∞
n＝１

an 条件收敛 畅
由此可知，级数钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １

n
２ 绝对收敛，而级数钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １

n
条件收敛 畅

定理 １０．３．２　绝对收敛级数必收敛畅
证　设钞∞

n＝１
│an│收敛畅根据柯西收敛准则（见本章 １０．１．１定理 １０．１．１），橙ε＞０，

愁N ，当 m ＞ n ＞ N 时，有

·２４２· 工科数学分析（下）



│an＋１│＋ │an＋２│＋ … ＋ │am│＜ ε畅
由此可得　　　│an＋１ ＋ an＋２ ＋ … ＋ am│≤ │an＋１│＋ │an＋２│＋ … ＋ │am│＜ ε．
因此再由柯西准则知，级数钞∞

n＝１
an 本身收敛 畅 □

由这个定理易知级数钞∞
n＝１
ｃｏｓn

n
２ ，　钞∞

n＝１
ｓｉｎn

２n 都是收敛的畅
但是，应当注意，定理 １０．３．２ 的逆定理不成立，即从钞∞

n＝１
an 收敛，不能断言

钞∞
n＝１
│an│也收敛 畅例如级数钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １

n
就是这样的例子畅

例 １０．３．３　讨论钞∞
n＝１
（－ １）n－１ １

n
p （p ＞ ０）的绝对收敛性与条件收敛性畅

解　我们知道，级数

钞∞
n＝１

（－ １）n－１ １
n

p ＝钞∞
n＝１
１
n

p

在 p＞１时收敛，p≤１时发散．因此，原级数在 p＞１时绝对收敛畅
当 p ≤１ 时，由于

１
n

p 单调减少趋于零，根据莱布尼兹判别法，交错级数

钞∞
n＝１
（－ １）n－１ １

n
p 是收敛的，所以在 p≤１时原级数条件收敛． □

　　１０．３．３　绝对收敛级数的性质

下面给出关于绝对收敛级数的两个性质．
定理 １０．３．３　绝对收敛级数在任意重排后，仍然绝对收敛且和不变．
证　先考虑正项级数钞∞

n＝１
an 的情形．设

S ＝钞∞
n＝１

an，　S n ＝钞n

k＝１
ak，

并设级数钞∞
n＝１

a′n 是重排后所构成的级数，其部分和记为 S n′＝钞n

k＝１
ak′畅

任意固定n，取m 足够大，使a′１，a２′，…，an′各项都出现在S m＝a１＋a２＋…＋am 中，
于是得

S′n ≤ S m ≤ S畅
这说明部分和序列｛S n′｝有上界．而因钞∞

n＝１
an 是正项级数，故｛S n′｝ 是单调增加的 畅根

据单调有界收敛定理（第 ２章 ２．５节定理 ２．２．１），有
ｌｉｍ
n→∞S n′＝ S′≤ S畅
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　　 另一方面，如果把原来的级数钞∞
n＝１

an 看成是级数钞∞
n＝１

an′重排后所构成的级数，就
应当有

S ≤ S′畅
因此必定有 S＝S′畅

现在设钞∞
n＝１

an 是一般的绝对收敛级数 畅令
bn ＝ １２ （an ＋ │an│）　（n ＝ １，２，…），

显然bn≥０且bn≤│an│畅而钞∞
n＝１
│an│收敛，故由正项级数的比较判别法知，级数钞∞

n＝１
bn 收

敛，从而级数钞∞
n＝１
２bn 也收敛．于是由 an ＝ ２bn － │an│可得

钞∞
n＝１

an ＝钞∞
n＝１
（２bn － │an│） ＝钞∞

n＝１
２bn －钞∞

n＝１
│an│畅

若 级数钞∞
n＝１

an 重排项位置后的级数为钞∞
n＝１

a′n，则相应地钞∞
n＝１

bn 重排变为钞∞
n＝１

b′n，而

钞∞
n＝１
│an│改变为钞∞

n＝１
│a′n│畅由前面对正项级数证得的结论知

钞∞
n＝１

bn ＝钞∞
n＝１

b′n，　钞∞
n＝１
│a′n│＝∑∞

n＝１
│an│．

所以 钞∞
n＝１

a′n ＝钞∞
n＝１
２b′n －钞∞

n＝１
│a′n│＝钞∞

n＝１
２bn －钞∞

n＝１
│an│＝钞∞

n＝１
an畅

定理证毕畅 □
现在我们讨论级数的乘法运算畅
设有收敛级数

钞∞
n＝１

an ＝ A ，　钞∞
n＝１

bn ＝ B畅
先按有限和的乘法规则，作出两级数各项所有可能的乘积aibk，将它们排成无穷矩阵：

这些乘积可按各种顺序求和而得到级数， 常见的是对角线法和正方形法：
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　　将上面排列好的数列用加号连起来，就组成一个无穷级数，称按对角线法排列所

组成的级数

a１b１ ＋ （a１b２ ＋ a２b１） ＋ … ＋ （a１bn ＋ a２bn－１ ＋ … ＋ anb１） ＋ …
为两级数钞∞

n＝１
an 与钞∞

n＝１
bn 的柯西乘积畅

定理 １０．３．４（绝对收敛级数的乘法）　设级数钞∞
n＝１

an 与钞∞
n＝１

bn 都绝对收敛，其和分

别为 A 和 B ，则它们的柯西乘积

　　　 a１b１ ＋ （a１b２ ＋ a２b１） ＋ … ＋ （a１bn ＋ a２bn－１ ＋ … ＋ anb１） ＋ … （１０．３．５）
也是绝对收敛的，且其和为 A · B畅

证　考虑把级数（１０．３．５）去掉括号后所成的级数

a１b１ ＋ a１b２ ＋ … ＋ a１bn ＋ … （１０．３．６）
由级数的性质（本章 １０．１．２ 性质 ４）及比较判别法知，若级数（１０．３．６）绝对收敛且其

和为 S ，则级数（１０．３．５）也绝对收敛且其和为 S．因此只要证明级数（１０．３．６）绝对收

敛且其和为 S＝A · B 即可．
（ｉ） 先证级数（１０．３．６）绝对收敛畅
令 S m 表示级数（１０．３．６）的前 m 项分别取绝对值后所作成的和，又设

钞∞
n＝１
│an│＝ A

倡，　钞∞
n＝１
│bn│＝ B

倡 ，
则显然有

S m ≤ （│a１│＋ │a２│＋ …＋ │am│） · （│b１│＋ │b２│＋ … ＋ │bm│） ≤ A
倡 · B

倡畅
因此单调增加的数列 S m 有上界，从而收敛，所以级数（１０．３．６）绝对收敛畅

（ｉｉ） 再证级数（１０．３．６）的和为 S＝A · B畅
将级数（１０．３．６）的项重排并加上括号，使它成为按正方形法排列所组成的级数：
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a１b１ ＋ （a１b２ ＋ a２b２ ＋ a２b１） ＋ …
＋ （a１bn ＋ a２bn ＋ … ＋ anbn ＋ anbn－１ ＋ … ＋ anb１） ＋ … （１０．３．７）

根据定理１０．３．３及收敛级数的性质４可知，对于绝对收敛级数（１０．３．６）来说，这样做

法不会改变其和．而级数（１０．３．７）的前 n 项和恰好为

（a１ ＋ a２ ＋ … ＋ an） · （b１ ＋ b２ ＋ … ＋ bn） ＝ A n · B n，
故有 S ＝ ｌｉｍ

n→∞（A n · B n） ＝ A · B畅
定理证毕畅 □

习　题　１０．３
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么叫交错级数？ 什么叫莱布尼兹型级数？
（２） 什么是级数的绝对收敛性和条件收敛性？
（３） 两级数的乘积是怎样定义的？ 在什么条件下两级数的乘积级数必定收敛？

２畅对下列是非题，对的给出证明，错的举出反例：
　 （１） 若an＞０，则a１－a１＋a２－a２＋a３－a３＋…收敛；
　 （２） 若钞∞

n＝１
an 收敛，则钞∞

n＝１
（－ １）n

an 也收敛；
　 （３） 若钞∞

n＝１
a
２
n 收敛，则钞∞

n＝１
a
３
n 绝对收敛；

　 （４） 若钞∞
n＝１

an 收敛，则钞∞
n＝１

a
２
n 收敛；

　 （５） 若钞∞
n＝１

an 不收敛，则钞∞
n＝１

an 不绝对收敛；
　 （６） 绝对收敛级数也是条件收敛的畅
　 （７） 若钞∞

n＝１
an 不是条件收敛的，则钞∞

n＝１
an 发散；

　 （８） 若钞∞
n＝１

an 收敛，且ｌｉｍ
n→∞

bn

an
＝ １，则钞∞

n＝１
bn 也收敛；

３畅讨论下列级数的敛散性（包括绝对收敛、条件收敛、发散）：
（１） 钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １

n
；　　　 （２） 钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １３n ；　　　 （３） 钞∞

n＝１
（－ １）n－１ １

n（n＋ １）；

（４） 钞∞
n＝１
（－ １）n－１ n２n－ １； （５） 钞∞

n＝２
（－ １）n １ｌｎn； （６） 钞∞

n＝１
（－ １）n－１ ｌｎn

n
．

４畅证明：若级数钞∞
n＝１

an 及钞∞
n＝１

bn 皆收敛，且 an≤cn≤bn（n＝１，２，…）畅则钞∞
n＝１

cn 也收敛．若钞∞
n＝１

an 与钞∞
n＝１

bn

皆发散，试问级数钞∞
n＝１

cn 的收敛性如何？
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５畅已知钞∞
n＝１

a
２
n 与钞∞

n＝１
b
２
n 皆收敛，证明级数钞∞

n＝１
anbn 绝对收敛畅

６畅设常数 k＞ ０，讨论级数钞∞
n＝１
（－ １）n k＋ n

n
２ 的敛散性（包括绝对收敛与条件收敛）畅

（Ｂ）
１畅设ｌｉｍ

n→∞n
p
un ＝ A ，证明：

（１） 当 p ＞ １时，钞∞
n＝１

un 绝对收敛；
（２） 当 p ＝ １，且 A ≠ ０时，钞∞

n＝１
un 发散；

（３） 问当 p ＝ １且 A ＝ ０时，钞∞
n＝１

un 能否收敛？
２畅试利用比较判别法证明定理１０．３．２．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） 错；　（２） 错；　（３） 对；　（４） 错；　（５） 对；　（６） 错；　（７） 错；　（８） 错．
３畅（１） 条件收敛；　（２） 绝对收敛；　（３） 绝对收敛；　（４） 发散；　（５） 条件收敛；　（６） 条件收敛．
６畅条件收敛．

１０．４　函数项级数的基本概念

　　１０．４．１　函数列和函数项级数

设对于任意给定的自然数 n，f n（x）是定义在区间 I 上的一个函数．对于任意给定

的x∈I，当n＝１，２，…时，｛f n（x）｝就是一个数列畅这时我们称｛f n（x）｝是定义在区间I

上的一个函数列畅
如果对于每一个 x∈I，数列｛f n（x）｝都收敛，则可由

ｌｉｍ
n→∞f n（x） ＝ f（x）

确定一个在I 上的函数畅这时我们说，函数列｛f n（x）｝在I 上点态收敛到f（x），简称收

敛到f（x），并称 f（x）为｛f n（x）｝在 I 上的极限函数．
若无穷级数

钞∞
n＝１

un（x） ＝ u１（x） ＋ u２（x） ＋ … ＋ un（x） ＋ …，
其中每一项 u１（x），u２（x），…，un（x），…都是定义在区间 I 上的函数，则称这个级数为

函数项级数．
如果对每一个 x∈I，部分和序列
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S n（x） ＝钞n

k＝１
uk（x）　（n ＝ １，２，…）

都收敛，且 ｌｉｍ
n→∞S n（x） ＝ S （x）畅

则称函数项级数钞∞
n＝１

un（x）在 I 上（点态）收敛，其和函数为 S （x），记作

钞∞
n＝１

un（x） ＝ ｌｉｍ
n→∞S n（x） ＝ S （x）畅

　　１０．４．２　收敛域

凡使级数钞∞
n＝１

un（x）收敛的点 x 称为级数的收敛点，使钞∞
n＝１

un（x）发散的点 x 称为

级数的发散点 畅所有收敛点组成的集合称为级数的收敛域，所有发散点组成的集合

称为级数的发散域．显然，级数的收敛域就是级数的和函数的定义域．
对于给定的 x ０，钞∞

n＝１
un（x ０）就是一个数项级数，因此函数项级数的敛散性就归结

为相应的数项级数的敛散性．
例 １０．４．１　设有函数列 f n（x）＝x

n，x∈［０，１］，n＝１，２，…畅则当 x＝１时，
ｌｉｍ
n→∞f n（x） ＝ ｌｉｍ

n→∞f n（１） ＝ １；
当 ０≤x＜１时， ｌｉｍ

n→∞f n（x） ＝ ｌｉｍ
n→∞x

n ＝ ０畅
因此，函数列｛f n（x）｝在［０，１］上（点态）收敛，其极限函数为

f（x） ＝ ０，　０ ≤ x ＜ １，
１，　x ＝ １． □

　　例 １０．４．２　几何级数

钞∞
n＝０

x
n ＝ １ ＋ x ＋ x

２ ＋ … ＋ x
n ＋ …

的收敛域是│x│＜１，发散域是│x│≥１畅当│x│＜１时，其和函数为

钞∞
n＝０

x
n ＝ １１ － x

畅 □

　　１０．４．３　几个基本问题

下面考虑函数项级数的和函数的分析性质，由于函数项级数钞∞
n＝１

un（x）的收敛性

归结为其部分和序列 S n（x） ＝钞n

k＝１
uk（x）（n ＝ １，２，…）的收敛性，所以我们现在专门

来探讨和函数 S （x）与部分和序列函数 S n（x）在分析性质上是否一致的问题．
让我们先考察几个具体例子．
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例１０．４．３　设f n（x）＝x
n，０≤x≤１，则每个f n（x）都是［０，１］上的连续函数畅但是

其极限函数

f（x） ＝ ｌｉｍ
n→∞f n（x） ＝ ０，　０ ≤ x ＜ １，

１，　x ＝ １
是不连续的畅

这个例子说明： 连续函数组成的函数列可能收敛于不连续的函数． □
例 １０．４．４　设 f n（x）＝nx（１－x

２）n，０≤x≤１，则
f（x） ＝ ｌｉｍ

n→∞f n（x） ＝ ０，　０ ≤ x ≤ １，
且∫１０f（x）ｄx ＝ ０．但是

ｌｉｍ
n→∞∫１０f n（x）ｄx ＝ ｌｉｍ

n→∞∫１０nx（１ － x
２）nｄx ＝ １２ ≠∫１０f（x）ｄx畅

　　这个例子说明，f n（x）是连续的，且收敛于一个连续函数，但是

ｌｉｍ
n→∞∫１０f n（x）ｄx ≠∫１０ ｌｉｍn→∞f n（x）ｄx，

即是说，积分号下不能取极限畅 □
例 １０．４．５　设 f n（x）＝ｅ－ n

２
x
２，０≤x≤１，则 f n（x）是处处可微的：

f′n （x） ＝－ ２n２xｅ－ n
２

x
２，　x ∈ ［０，１］，

且 ｌｉｍ
n→∞f′n （x） ＝ ０，　x ∈ ［０，１］畅

但是 ｌｉｍ
n→∞f n（x） ＝ ｌｉｍ

n→∞ｅ－ n
２

x
２ ＝ f（x） ＝ ０，　０ ＜ x ≤ １，

１，　x ＝ ０．
因此，极限函数 f（x）在 x＝０处不可导畅

这个例子说明，尽管函数列中的每个函数都可导，且导函数序列收敛，但该函数

列的极限函数却不可导畅 □
以上几个例子表明，即使函数列中的每一项 f n（x）都具有良好的分析性质，但其

点态收敛的极限函数 f （x）未必能保持这些性质．因此，关于函数列及函数项级数就

产生了以下几个基本问题：
设 ｌｉｍ

n→∞f n（x）＝f（x），x∈［a，b］，
（１） 若 f n（x）∈C ［a，b］（n＝１，２，…），则在什么条件下，f（x）∈C ［a，b］，即橙x ０∈

［a，b］，有
ｌｉｍ
x→ x ０

f（x） ＝ f（x ０）
即 ｌｉｍ

x→ x ０
ｌｉｍ
n→∞f n（x）＝ｌｉｍ

n→∞ ｌｉｍx→ x ０
f n（x）畅

（２） 若 f n（x）（n＝１，２，…）在［a，b］上可积，则在什么条件下，极限函数 f （x）也可

积，且
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ｌｉｍ
n→∞∫b

a
f n（x）ｄx ＝∫b

a
f（x）ｄx ＝∫b

a
ｌｉｍ
n→∞f n（x）ｄx．

　　（３）　若 f n（x）（n＝１，２，…）在［a，b］上可导，则在什么条件下，极限函数 f （x）也
可导，且

ｌｉｍ
n→∞f′n（x） ＝ f′（x） ＝ （ｌｉｍ

n→∞f n（x））′畅
　　对于函数项级数也有类似的问题畅

设 S （x） ＝钞∞
n＝１

un（x），x ∈ ［a，b］，
（１） 若 un（x）∈C ［a，b］，则在什么条件下 S （x）∈C ［a，b］，即

ｌｉｍ
x→ x ０

S （x） ＝ S （x ０），
也就是在什么条件下可以逐项取极限：

ｌｉｍ
x→ x ０钞

∞

n＝１
un（x） ＝钞∞

n＝１
ｌｉｍ
x→ x ０

un（x） ＝钞∞
n＝１

un（x ０）畅
　　（２） 若 un（x）在［a，b］上可积，则在什么条件下，和函数 S （x）也可积，且可以逐项

积分：
∫b

a
S （x）ｄx ＝∫b

a
钞∞
n＝１

un（x）ｄx ＝钞∞
n＝１∫b

a
un（x）ｄx．

　　（３） 若 un（x）在［a，b］上可导，则在什么条件下，和函数 S （x）也可导，且可以逐项

求导数：
S′（x） ＝ 钞∞

n＝１
un（x） ′＝钞∞

n＝１
u′n（x）畅

　　以上的问题属于两种极限过程是否可以交换的问题．
　　１０．４．４　一致收敛的概念

为了解决上面提出的几个基本问题，我们要引进一个新的概念 —— 一致收敛．
为此，我们先叙述级数钞∞

n＝１
un（x）在区间 I 上点态收敛的精确定义．

设有函数项级数钞∞
n＝１

un（x），x ∈ I畅设 S n（x）＝钞n

k＝１
uk（x），S （x）是定义在 I 上的已

知函数．
对于每一个 x ∈ I，如果 橙ε＞ ０，愁N ，使得当 n ＞ N 时，都有

│S n（x） － S （x）│＜ ε，
则称级数钞∞

n＝１
un（x）在 I 上点态收敛到 S （x），记作

钞∞
n＝１

un（x） ＝ S （x），　x ∈ I畅
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　 　在这里，一般来说 N 不仅与 ε有关，而且也与 x 有关．我们把这个正整数记为

N （x，ε）畅
如果对于某个函数项级数能够找到这样一个正整数N ，它只依赖于ε而不依赖于

x，也就是对区间 I 上所有的点都适合的共同的 N （ε），那么这个级数的收敛性就不同

于一般的点态收敛性．这就是下面给出的一致收敛的定义．
定义 １０．４．１　设函数列｛f n（x）｝在区间 I 上有一极限函数 f （x ）畅如果橙ε＞０，

愁N ＝N （ε），使当 n＞N 时，橙x∈I 都有

│f n（x） － f（x）│＜ ε
成立，则称｛f n（x）｝在 I 上一致收敛于 f（x），或称 f（x）为｛f n（x）｝在 I 上的一致极限畅
记作

f n（x） →→
I

f（x）畅
　　定义 １０．４．２　若级数钞∞

n＝１
un（x）的部分和序列

S n（x） ＝钞n

k＝１
uk（x）　（n ＝ １，２，…）

在 I 上一致收敛到 S （x），则称级数钞∞
n＝１

un（x） 在 I 上一致收敛到 S （x）．即：橙ε＞ ０，
愁N ＝ N （ε），当 n ＞ N 时，橙x ∈ I 都有

钞n

k＝１
uk（x） － S （x） ＜ ε

图１０．２

成立，则称钞∞
n＝１

un（x）在 I 上一致收敛到 S （x）畅
显然，一致收敛性蕴含点态收敛性，但反之不然．
一 致收敛的几何解释如下：如图 １０．２所示，将曲线

y＝S （x）向上和向下移动距离 ε，就得到一条宽为 ２ε的
曲边带形区域，上边界为曲线 y＝S （x）＋ε，下边界为曲

线y＝S （x）－ε．当 n＞N 时，曲线 y＝S n（x）都将落在这

个曲边带形区域之内畅
下面介绍判别一个级数在某个区间上是否一致收敛的一个方便的判别法．
定理 １０．４．１（维尔斯特拉斯（Ｗｅｉｅｒｓｔ ｒａｓｓ）Ｍ唱判别法）　设级数钞∞

n＝１
un（x）的一般

项 un（x）在某区间 I 上满足

│un（x）│≤ M n　（x ∈ I，n ＝ １，２，…）， （１０．４．１）
且数项级数钞∞

n＝１
M n 收敛，则级数钞∞

n＝１
un（x）在区间 I 上一致收敛．
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证　由不等式（１０．４．１）及比较判别法知，对于每一个 x∈ I，级数钞∞
n＝１
│un（x）│收

敛，从而级数钞∞
n＝１

un（x）收敛 畅设钞∞
n＝１

un（x） ＝ S （x），x ∈ I畅另外，橙x∈I，我们有

S （x）－［u１（x）＋u２（x）＋…＋un（x）］ ＝ 钞∞
k＝ n＋１

uk（x） ≤钞∞
k＝ n＋１

│uk（x）│≤钞∞
k＝ n＋１

M k畅

因为钞∞
n＝１

M n 收敛，不妨设钞∞
n＝１

M n ＝ A畅则 橙ε＞ ０，愁N ＝ N （ε），当 n ＞ N 时，有

钞n

k＝１
M k － A ＝ 钞∞

k＝ n＋１
M k ＜ ε畅

由此推出当 n＞N 时，橙x∈I 都有

S （x） － ［u１（x） ＋ u２（x） ＋ … ＋ un（x）］ ＝ S （x） －钞n

k＝１
uk（x） ＜ ε畅

因为 N 仅与 ε有关而与 x 无关，所以就证明了级数钞∞
n＝１

un（x）在 I 上是一致收敛的 畅
□

上述维尔斯特拉斯 Ｍ唱判别法又称为优级数判别法．使用这个判别法时，可将给

定的函数项级数钞∞
n＝１

un（x）的各项绝对值│un（x）│在 I 上适当放大，放大到与 x 无关：

│un（x）│≤ M n．如果得到的数项级数钞∞
n＝１

M n 收敛，即可判断级数钞∞
n＝１

un（x）在 I 上一致

收敛．
例 １０．４．６　 证明级数钞∞

n＝１
x

n

n
２ 在区间［－１，１］上一致收敛畅

证　对每一个 x∈［－１，１］，有
x

n

n
２ ≤ １

n
２　（n ＝ １，２，…），

而钞∞
n＝１
１
n
２ 收敛，由定理 １０．４．１知，钞∞

n＝１
x

n

n
２ 在 ［－１，１］上一致收敛． □

　　１０．４．５　一致收敛级数的性质

现在我们回过来研究前面所提出的三个基本问题．我们将看到，只要加上一致

收敛的条件，则问题的回答都是肯定的．
定理１０．４．２（和函数的连续性）　设级数钞∞

n＝１
un（x）在区间 I 上一致收敛于 S （x），

且每项 un（x）都在 I 上连续，则和函数 S （x）也在 I 上连续 畅
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证 　 我们证明 S （x）在 I 上的任一点 x ０ 处连续．令 S n（x） ＝钞n

k＝１
uk（x）畅由于级

数在 I 上一致收敛，故对 橙ε＞ ０，愁N ＝ N （ε），使得

│S （x） － S N （x）│＜ ε３ 　（橙x ∈ I）畅
　　由于un（x）（n＝１，２，…）在I 上连续，故S N （x）也在I 上连续．因此对于上述 ε，愁δ
＞０，当 x∈I，│x－x ０│＜δ时，有

│S N （x） － S N （x ０）│＜ ε３ 畅
于是，当│x－x ０│＜δ时，就有

│S （x） － S （x ０）│≤ │S （x） － S N （x）│＋ │S N （x） － S N （x ０）│＋ │S N （x ０） － S （x ０）│
＜ ε３ ＋ ε３ ＋ ε３ ＝ ε畅

这就证明了 S （x）在 x ０ 点连续畅 □
定理 １０．４．３（积分极限定理）　 设级数钞∞

n＝１
un（x） 在区间［a，b］ 上一致收敛于

S （x），且每项 un（x）都在［a，b］上连续，则
∫b

a
钞∞
n＝１

un（x） ｄx ＝钞∞
n＝１∫b

a
un（x）ｄx畅 （１０．４．２）

　　证　 由定理 １０．４．２ 知 S （x） 是［a，b］ 上的连续函数，因而是可积的 畅由假设，
钞∞
n＝１

un（x）是一致收敛的，故 橙ε＞ ０，愁N ，当 n ＞ N 时，橙x ∈ ［a，b］有
S n（x） － S （x） ＜ ε

b－ a

成立．于是，当 n＞N 时，有
∫b

a
S n（x）ｄx －∫b

a
S （x）ｄx ≤∫b

a
│S n（x） － S （x）│ｄx ＜ ε，

所以 ∫b

a
S （x）ｄx ＝ ｌｉｍ

n→∞∫b

a
S n（x）ｄx ＝钞∞

n＝１∫b

a
un（x）ｄx畅 □

　　定理 １０．４．４（逐项求导定理）　设级数钞∞
n＝１

un（x）满足下列三个条件：
（１） 在区间［a，b］上收敛于 S （x）；
（２） un（x）（n＝１，２，…）在［a，b］上有连续的导函数；
（３）由导函数构成的级数钞∞

n＝１
u′n（x）在［a，b］上一致收敛．

则和函数 S （x）在［a，b］上有连续的导数，且可逐项求导：
S′（x） ＝ 钞∞

n＝１
un（x） ′＝钞∞

n＝１
u′n（x），　x ∈ ［a，b］
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　　证　由条件（２）、（３）知，级数钞∞
n＝１

u′n（x） 满足定理 １０．４．２ 的条件．若记 σ（x） ＝

钞∞
n＝１

u′n （x），则 σ（x）在区间［a，b］上连续畅下面证明 S′（x）＝σ（x）在［a，b］上成立畅由
定理 １０．４．３知，橙x ∈ ［a，b］，有
∫x

a
σ（t）ｄt＝钞∞

n＝１∫x

a
u′n（x）ｄt＝钞∞

n＝１
［un（x） － un（a）］ ＝ S （x） － S （a）畅

由σ（x）的连续性，在上式两端求导，即得

S′（x） ＝ σ（x）畅
证毕畅 □

习　题　１０．４
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１）级数钞∞

n＝１
un（x）在 I 上点态收敛于 S（x）是什么意思？

（２） 什么叫做级数钞∞
n＝１

un（x）的收敛域和发散域？
（３） 函数列｛fn（x）｝在 I 上一致收敛于 f（x）的定义是怎样的？
（４） 级数钞∞

n＝１
un（x）在 I 上一致收敛于 S（x）的定义是怎样的？

（５） 一致收敛性与点态收敛性有什么不同？
２畅试利用维尔斯特拉斯Ｍ唱判别法证明下列级数在指定区间上的一致收敛性：
　（１）钞∞

n＝１
ｃｏｓnx２n ， －∞＜ x ＜＋∞；　　　　（２）钞∞

n＝１
ｓｉｎnx

n
２ ， －∞＜ x ＜＋∞；

（３）钞∞
n＝１

x
n

n
３／２，x ∈ ［－ １，１］ ； （４）钞∞

n＝１
（－ １）n（１ － ｅ－nx）

n
２ ＋ x

２ ，０ ≤ x ＜＋∞畅
３畅按定义讨论下列级数在指定区间上的一致收敛性：
　（１）钞∞

n＝１
（－ １）n－１ x

２
（１ ＋ x

２）n， －∞＜ x ＜＋∞；
　（２）钞∞

n＝１
（１ － x）xn，０ ＜ x ＜ １畅

（Ｂ）
１畅证明级数钞∞

n＝１
x
２ｅ－nx 在［０，＋∞）上一致收敛．

２．证明fn（x）＝ nx１＋n
２
x
２（n＝１，２，…）在［０，＋∞）上逐点收敛于０，但不一致收敛．
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答案与提示

（Ａ）
２畅（１） 利用 ｃｏｓnx２n ≤ １２n ；　（２） 利用 ｓｉｎnx

n
２ ≤ １

n
２ ；　（３） 利用 x

n

n
３／２ ＜ １

n
３／２；

（４） 利用 （－１）n（１－ｅ－nx）
n
２＋x

２ ≤ １
n
２ ．

３．（１） 利用莱布尼兹定理中的余项估计，│rn（x）│＜ １
n
．　（２） 该级数不一致收敛．

（Ｂ）
１．和函数S（x）＝ x

２
ｅx－１，估计│S n（x）－S（x）│．

２．注意到橙n， fn
１
n

＝ １２ ．

１０．５　幂级数及其收敛性

本节研究一种特殊的函数项级数——幂级数．称形如

钞∞
n＝０

an（x － x ０）n （１０．５．１）
的级数为幂级数，其中x ０ 是任意给定的实数，an（n＝０，１，２，…）称为幂级数的系数．幂
级数在理论及实际上都有重要的应用．

当我们令 X ＝x－x ０ 时，则由（１０．５．１）式得到

钞∞
n＝０

anX
n畅 （１０．５．２）

显然，研究级数（１０．５．１）的性质可以转化为研究级数（１０．５．２）的性质．下面我们就来

研究形如（１０．５．２）式的幂级数的收敛性．
　　１０．５．１　幂级数的收敛半径与收敛区间

怎样确定一个幂级数的收敛域？ 让我们先看几个例子．
例 １０．５．１　幂级数钞∞

n＝０
x

n

n！ 在整个数轴上处处收敛．
证　任意给定 x≠０，则有

ｌｉｍ
n→∞

x
n＋１

（n ＋ １）！ x
n

n！ ＝ ｌｉｍn→∞
│x│

n ＋ １ ＝ ０畅
故当 x≠０时级数绝对收敛，x＝０时显然也绝对收敛． □

例 １０．５．２　级数钞∞
n＝０

r
n
x

n（r＞ ０）的收敛域为开区间 － １
r
， １

r
畅

证 x＝０时级数显然绝对收敛．当 x≠０时，由
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ｌｉｍ
n→∞

r
n＋１

x
n＋１

r
n
x

n ＝ │rx│
及比值判别法知，当│rx│＜１，即│x│＜ １

r
时级数绝对收敛，而当│rx│＞１，即│x│＞ １

r

时级数发散；当│x│＝ １
r

时，级数为钞∞
n＝１

r
n · １

r
n 或钞∞

n＝１
r

n · （－ １）n

r
n ，显然发散．所以级数

钞∞
n＝１

r
n
x

n 的收敛域为开区间 － １
r
， １

r
畅 □

例１０．５．３　幂级数钞∞
n＝１

n！x n 只在 x ＝ ０处收敛，而在其他任何点处发散，因此其

收敛域为单点集｛０｝畅 □
上面的例子代表了幂级数收敛范围的三种可能：
（１） 在整个数轴（－∞，＋∞）上收敛；
（２） 收敛范围是某个关于原点对称的有限区间（－R ，R ）（或者再加上端点）；
（３） 只在 x＝０点收敛畅
下面的定理将证明，幂级数钞∞

n＝０
anx

n 的收敛域就是包含原点 x ＝ ０在内的一个对

称区间（开的闭的、或半开半闭的），这个区间可以是（－ ∞， ＋ ∞），也可以退缩为 x

＝ ０一个点 畅
定理 １０．５．１（阿贝尔第一定理）　如果级数钞∞

n＝０
anx

n 在ξ≠ ０处收敛，则橙x：│x│
＜│ξ│，钞∞

n＝０
anx

n 都绝对收敛畅如果在η≠０处钞∞
n＝０

anx
n 发散，则橙x：│x│＞│η│，钞∞

n＝０
anx

n

都发散 畅
证 　（１） 设钞∞

n＝０
anx

n 在 x ＝ ξ处收敛畅因ξ≠０，故可写

│anx
n│＝ │anξn│·│xξ│n畅

由级数收敛的必要条件知，级数钞∞
n＝０

anξn 的一般项 anξn→０（n→∞）畅又根据收敛数列

必有界知，存在正数 c，使得

│anξn│≤ c　（n ＝ １，２，…）畅
于是可推得 │anx

n│≤ c│xξ│n畅
对于给定的 x，因│x│＜│ξ│，故│xξ│＜１，从而级数钞∞

n＝０
c│xξ│n 收敛 畅于是由比较判别

法知，级数钞∞
n＝０
│anx

n│收敛，即钞∞
n＝０

anx
n 绝对收敛 畅
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（２） 设钞∞
n＝０

anx
n 在 x ＝ η处发散．我们用反证法证明这部分的结论．如果存在 x ０：

│x ０│＞ │η│，使得级数钞∞
n＝０

anx
n０ 收敛．于是根据第（１）部分的结论，钞∞

n＝０
anx

n 就应当在 η
点绝对收敛，这与假设矛盾． □

现在我们用直观的语言来叙述定理 １０．５．１：若钞∞
n＝０

anx
n 在点ξ≠ ０ 收敛，那么它

在离原点比ξ近的任何点 x 处都绝对收敛（见图 １０．３）．另一方面，若钞∞
n＝０

anx
n 在点η≠

０处发散，那么它在离原点比 │η│远的任何点 x 也发散（见图 １０．３）畅

图１０．３

定理１０．５．１表明，使得钞∞
n＝０

anx
n 收敛的那些点 x 组成的集合是一段完整的线段，

中间没有空隙，这线段包含原点 x ＝ ０．如果 c点在这个收敛点集里面，那么整个开区

间（－ │c│，│c│）也在其中．
于是，正如例 １０．５．３ 后面的说明所指，幂级数收敛范围只有前面所说的三种可

能 性．在第（２）种可能的情形，即如果存在一个数 R ，使得当 │x│＜ R 时，钞∞
n＝０

anx
n 收

敛，而当 │x│＞ R 时，钞∞
n＝０

anx
n 发散，则称 R 为幂级数钞∞

n＝０
anx

n 的收敛半径．在第（１）种
可能的情形，即当钞∞

n＝０
anx

n 对一切 x 都收敛时，称收敛半径为无穷大，即 R ＝ ∞．在第

（３）种可能的情形，级数仅在 x ＝ ０点收敛，则称收敛半径为 ０，即 R ＝ ０．这样我们就

可以得到下面的结论．
定理 １０．５．２　设幂级数钞∞

n＝０
anx

n 在某些点 x ≠ ０收敛，但不在整个数轴收敛．则
必存在一个正数 R ，使这幂级数在区间（－ R ，R ）内部收敛，而在 │x│＞ R 处发散．

这时，我们说幂级数钞∞
n＝０

anx
n 具有收敛半径 R．综上所述（１）、（２）、（３） 三种情形，

可以得出结论：任何一个幂级数钞∞
n＝０

anx
n 必有一个收敛半径 R ，这里 ０ ≤ R ≤＋ ∞．
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若幂级数的收敛半径为 R ，则称（－R ，R ）为幂级数的收敛区间．至于在区间的端

点，情况可以是各种各样的：有的收敛，有的发散．因此，幂级数的收敛域为

收敛域＝（－R ，R ）∪｛收敛的端点｝．
　　１０．５．２　收敛半径的求法

利用数项级数的达朗贝尔比值判别法和柯西根值判别法，可以得到求幂级数收

敛半径的两种方法．
定理 １０．５．３　设给定幂级数钞∞

n＝０
anx

n，an ≠ ０．又设

ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ ρ．

则该幂级数的收敛半径

R ＝
１ρ ， 若 ρ ≠ ０，
＋ ∞， 若 ρ ＝ ０，
０， 若 ρ ＝＋ ∞．

　　证　当 x＝０时，钞∞
n＝０

anx
n ＝ a０，故只考虑 x ≠ ０的情形．

（ｉ） 若 ρ≠０，则对任何 x≠０，有
ｌｉｍ
n→∞

an＋１x n＋１

anx
n ＝ ｌｉｍ

n→∞
an＋１x

an
＝ │x│· ｌｉｍ

n→∞
an＋１
an
＝ │x│· ρ．

根据比值判别法，当│x│ρ＜１时，即
│x│＜ １ρ 时，钞∞

n＝０
anx

n 收敛，从而钞∞
n＝０

anx
n 绝对收敛；

当│x│ρ＞１时，即
│x│＞ １ρ 时，　钞∞

n＝０
anx

n 发散，
收敛半径 R ＝ １ρ ．

（ｉｉ） 若 ρ＝０，则对任何 x≠０，有
ｌｉｍ
n→∞

an＋１x n＋１

anx
n ＝ ｌｉｍ

n→∞
an＋１x

an
＝ │x│· ｌｉｍ

n→∞
an＋１
an
＝ │x│· ０ ＝ ０ ＜ １，

可见钞∞
n＝０

anx
n 对任何 x 绝对收敛，于是收敛半径 R ＝＋ ∞．

（ｉｉｉ）　若 ρ＝＋∞，则对任何 x≠０，有
ｌｉｍ
n→∞

an＋１x n＋１

anx
n ＝ ｌｉｍ

n→∞
an＋１x

an
＝ │x│· ｌｉｍ

n→∞
an＋１
an
＝＋ ∞ ＞ １，
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所以钞∞
n＝０

anx
n 对任何 x ≠ ０发散，这时收敛半径 R ＝ ０． □

定理 １０．５．４　设幂级数钞∞
n＝０

anx
n 的系数满足

ｌｉｍ
n→∞

n

an ＝ ρ．
则该幂级数的收敛半径

R ＝
１ρ ， ρ ≠ ０，
＋ ∞， ρ ＝ ０，
０， ρ ＝＋ ∞．

　 　这个定理的证明与定理 １０．５．３的证明相仿，只是要利用根值判别法．我们留给

读者自证．
例 １０．５．４　求幂级数钞∞

n＝１
x

n

n
的收敛半径和收敛域．

解 ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ ｌｉｍ

n→∞
１／（n ＋ １）１／n ＝ ｌｉｍ

n→∞
n

n ＋ １ ＝ １．
故收敛半径 R ＝ １，收敛区间为（－ １，１）．

再考察端点处的情形．当 x ＝ １时，级数为调和级数钞∞
n＝１
１
n
，故发散．当 x ＝－ １

时，级数为莱布尼兹型级数钞∞
n＝１
（－ １）n

n
，故收敛．因此，钞∞

n＝１
x

n

n
的收敛域为左闭右开区

间［－ １，１）． □
例 １０．５．５　求幂级数钞∞

n＝１
（－ １）n－１ （x － １）n

n
的收敛域．

解　作坐标平移：y＝x－１，则级数变为

钞∞
n＝１
（－ １）n－１ y

n

n
＝ y － y

２

２ ＋ y
３

３ － …
对于这个幂级数来说，

ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ ｌｉｍ

n→∞
n

n ＋ １ ＝ １，
故收敛半径 R ＝ １，即对 y 的幂级数的收敛区间为－ １＜ y ＜ １．此外，当 y ＝ １时级

数收敛，当 y＝－１时级数发散．因此，y 的幂级数的收敛域为－１＜ y≤ １，从而原级

数的收敛域为 ０ ＜ x ≤ ２． □
例 １０．５．６　求幂级数钞∞

n＝１
x

n

n２n 的收敛域．

解 　 由于 ｌｉｍ
n→∞

n

an ＝ ｌｉｍ
n→∞

n １
n２n ＝ ｌｉｍ

n→∞
１

２ n

n
＝ １２ ，
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所以收敛半径 R ＝ ２．容易验证，当 x ＝ ２ 时，级数为调和级数钞∞
n＝１
１
n
， 故发散；当

x ＝－ ２时，级数为莱布尼兹型级数钞∞
n＝１
（－ １）n

n
，故收敛．因此级数的收敛域为［－ ２，

２）． □
例 １０．５．７　求幂级数钞∞

n＝１
x
２n

n
２ 的收敛域．

解　级数钞∞
n＝１

x
２n

n
２ ＝ x

２ ＋ x
４

４ ＋ x
６

９ ＋…，其系数 a１ ＝ ０，a２ ＝ １，a３ ＝ ０，a４ ＝ １４ ，
a５ ＝ ０，a６ ＝ １９ ，…，一般地，a２k－１ ＝ ０，a２k ≠ ０．因此，根本谈不上数列

ak＋１
ak

的极限．
但是，我们可以把级数写成

钞∞
n＝１

x
２ n

n
２ ＝ （x ２） ＋ （x ２）

２

４ ＋ （x ２）３９ ＋ … （１０．５．３）
于是对于这里的 x

２ 的幂级数（１０．５．３）来说，
a１ ＝ １，　a２ ＝ １４ ，　a３ ＝ １９ ，　…，　an ＝ １

n
２ ，…

并且 ｌｉｍ
n→∞

an＋１
an
＝ ｌｉｍ

n→∞
n
２

（n ＋ １）２ ＝ １，
因此，幂级数（１０．５．３）的收敛半径是 R＝１， 即当 x

２ ＝ x
２＜１ 时原级数收敛；当

x
２ ＝ x

２＞１时原级数发散．由此可得级数钞∞
n＝１

x
２n

n
２ 的收敛半径为 R＝１．

此外，不难验明原级数在 x＝±１时均收敛，因而其收敛域为闭区间［－１，１］．□
例 １０．５．８　设幂级数钞∞

n＝１
an（x － １）n 在x＝－１处收敛，试问此级数在x ０＝２处的

敛散性如何？
解　因为 x ０ － １ ＝ ２ － １ ＝ １ ＜ （－ １） － １ ＝ ２，又已知幂级数在 x ＝

－ １处收敛，所以由阿贝尔第一定理知，此级数在 x ０ ＝ ２处绝对收敛． □
　　１０．５．３　幂级数的性质

本段讨论幂级数的一致收敛性，幂级数在其收敛区间内和函数的连续性、可微性

与可积性等．
定理 １０．５．５（阿贝尔第二定理）　设幂级数

钞∞
n＝０

anx
n ＝ a０ ＋ a１x ＋ … ＋ anx

n ＋ … （１０．５．４）
的收敛半径为 R＞０，则橙r∈（０，R ），级数（１０．５．４）在闭区间［－r，r］上一致收敛（称
级数（１０．５．４）在（－R ，R ）中内闭一致收敛）．

·０６２· 工科数学分析（下）



证　我们知道，级数（１０．５．４）在（－R ，R ）内任一点绝对收敛，r∈（０，R ），所以数

项级数钞∞
n＝０
│an│rn 是收敛的．又因为当 x ∈ ［－ r，r］时，有

│anx
n│≤ │an│rn，

据优级数判别法（本章 １０．４．４定理 １０．４．１）知，钞∞
n＝０

anx
n 在［－r，r］上一致收敛． □

幂级数的这一性质保证了它的和函数不仅在收敛区间内是连续的，而且具有任

意阶导数．
定理 １０．５．６　设幂级数（１０．５．４）的收敛半径为 R ，则其和函数 S （x）在（－R ，R ）

内连续．
证　任取 x ０ ∈ （－ R ，R ），即│x ０│＜ R ，在数│x ０│与 R 之间任取一数 r，则│x ０│

∈ ［－ r，r］ 炒 （－ R ，R ）．据定理 １０．５．４，级数（１０．５．４）在［－ r，r］上一致收敛，因而

和函数 S （x）在 x ０ 处连续（参看本章 １０．４．５定理 １０．４．２）．由于 x ０ 是（－ R ，R ）中的

任意一点，故和函数 S （x）在（－ R ，R ）中连续． □
在这里我们不加证明地给出一个结论：若幂级数（１０．５．４）在 x＝R ０ 处收敛，则它

的和函数 S （x）在区间［０，R ０］上连续．
定理 １０．５．７　设幂级数（１０．５．４）的收敛半径为 R ，则其和函数 S （x）在（－R ，R ）

内可导，其导函数可通过逐项求导得到：
S′（x） ＝钞∞

n＝１
nanx

n－１， （１０．５．５）
并且逐项求导后的幂级数的收敛半径仍为 R．

证　 先证级数钞∞
n＝１

nanx
n－１ 在（－ R ，R ）内收敛．为此，任取x ０ ∈ （－ R ，R ），再取

定 r，使得 │x ０│＜ r＜ R．记 q＝ │x ０│
r
＜ １，则

│nanx
n－１│＝ n

x ０
r

n－１ · １
r

·│anr
n│＝ nq

n－１ · １
r
│an│rn，

由比值判别法容易验明级数钞∞
n＝１

nq
n－１ 是收敛的，故其一般项趋于零，即

nq
n－１ → ０　（n → ∞），

从而数列｛nq
n－１｝有界，即存在常数 M ＞ ０，使得

nq
n－１ · １

r
≤ M 　（n ＝ １，２，…）．

又 ０＜r＜R ，级数钞∞
n＝１
│an│rn 收敛．于是，由比较判别法即知级数钞∞

n＝１
nanx

n－１ 收敛．
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根据定理 １０．５．５知，幂级数钞∞
n＝１

nanx
n－１ 在（－R ，R ）中内闭一致收敛．于是，对于

幂级数（１０．５．４）来说，本章 １０．４．５定理 １０．４．４的三个条件都满足，因而等式（１０．５．
５）在［－r，r］中成立，其中 r 是满足 ０＜r＜R 的任一数．由于 r 可以接近 R ，所以等式

（１０．５．５）在（－R ，R ）中成立．
反复应用上面所证得的结论，即可推知级数（１０．５．４）的和函数S （x）在（－R ，R ）

中有任意阶导数：
S
（k）（x） ＝钞∞

n＝ k

n（n － １）…（n － k＋ １）anx
n－ k　（k＝ １，２，…）， （１０．５．６）

且其收敛半径仍为 R． □
上面证明中 后得出的结论，揭示了幂级数和多项式的相似之处．
定理 １０．５．８　设幂级数（１０．５．４）的收敛半径为 R ，S （x）是它的和函数．则橙x∈

（－R ，R ），都有

∫x

０S （t）ｄt＝钞
∞

n＝０∫x

０ant
nｄt＝钞∞

n＝０
an

n ＋ １x n＋１， （１０．５．７）
且上式右端幂级数的收敛半径仍为 R．

证　不妨设 x ＞０，由于级数（１０．５．４）在［０，x］上一致收敛，故由本章 １０．４．５定
理 １０．４．３知，此级数在［０，x］上可逐项积分，因此有

∫x

０ 钞
∞

n＝０
ant

n ｄt＝钞∞
n＝０∫x

０ant
nｄt＝钞∞

n＝０
an

n ＋ １x n＋１，
这正是（１０．５．７）式．上式右端逐项求导后得到的级数是（１０．５．４），据定理 １０．５．７，它
们有相同的收敛半径 R． □

定理 １０．５．７和定理 １０．５．８告诉我们，在任何幂级数收敛区间的内部，对它逐项

微分或逐项积分永远是可行的．下面我们利用这些性质求某些幂级数的和函数．
例 １０．５．９　求幂级数钞∞

n＝１
x

n

n
的和函数．

解　令 S （x） ＝钞∞
n＝１

x
n

n
，显然其收敛域为区间［－１，１），橙x∈（－１，１），有

S′（x） ＝钞∞
n＝１

x
n

n

′＝钞∞
n＝１

x
n－１ ＝ １１ － x

，
所以 S （x） ＝∫x

０S′（t）ｄt＝∫x

０
１１ － t
ｄt＝－ ｌｎ（１ － x）　（－ １ ≤ x ＜ １）． □

　　例 １０．５．１０　求幂级数钞∞
n＝０
（n ＋ １）x n 的和函数．

解　令 S （x） ＝钞∞
n＝０
（n ＋ １）x n ，容易证明，这个级数的收敛域为区间（－１，１），

橙x∈（－１，１），因为
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∫x

０S （t）ｄt＝钞
∞

n＝０∫x

０ （n ＋ １）tnｄt＝钞∞
n＝０

x
n＋１ ＝ x１ － x

，
所以 S （x） ＝ x１ － x

′＝ １
１ － x

２ ，　 － １ ＜ x ＜ １． □
　　从上面两例可见，为了求给定幂级数的和函数，我们通过逐项微分或逐项积分的

办法，把问题转化为一个较易求和的级数（如几何级数钞∞
n＝１

x
n－１）的问题．这是常用的

方法，请读者注意掌握它．
例 １０．５．１１　证明

π４ ＝ １ － １３ ＋ １５ － １７ ＋ …．
证　问题是求级数

１ － １３ ＋ １５ － １７ ＋ …＝钞∞
n＝０

－ １ n

２n ＋ １
的和，这个和又可看成是幂级数

钞∞
n＝０

－ １ n x
２n＋１

２n ＋ １ ＝ x － x
３

３ ＋ x
５

５ － x
７

７ ＋ …
的和函数 S （x）在 x＝１点的值．首先求出这个幂级数的收敛域为区间（－１，１］．橙x∈
（－１，１），有

S （x） ＝钞∞
n＝０

－ １ n x
２n＋１

２n ＋ １ ＝钞
∞

n＝０
－ １ n∫x

０t
２nｄt＝∫x

０ 钞
∞

n＝０
－ １ n

t
２n ｄt，

而 钞∞
n＝０

－ １ n
t
２ n ＝钞∞

n＝０
－ １ n（t２）n ＝ １

１ ＋ t
２ ，　│t│＜ １，

故 S （x） ＝∫x

０
ｄt
１ ＋ t

２ ＝ ａｒｃｔａｎt
x

０ ＝ ａｒｃｔａｎx．
后得 １ － １３ ＋ １５ － １７ ＋ … ＝ S （１） ＝ ａｒｃｔａｎ１ ＝ π４ ． □

　　在这一节的末尾，我们简单介绍幂级数的运算性质．
设有幂级数

钞∞
n＝０

anx
n ＝ a０ ＋ a１x ＋ … ＋ anx

n ＋ …

钞∞
n＝０

bnx
n ＝ b０ ＋ b１x ＋ … ＋ bnx

n ＋ …
它们的收敛区间分别为（－R ，R ）和（－R′，R′）．
　　 加法 钞∞

n＝０
anx

n ＋钞∞
n＝０

bnx
n ＝钞∞

n＝０
an ＋ bn x

n， （１０．５．８）
　　 减法 钞∞

n＝０
anx

n －钞∞
n＝０

bnx
n ＝钞∞

n＝０
an － bn x

n， （１０．５．９）
根据收敛级数的基本性质 １（本章 １０．１ 节），（１０．５．８）、（１０．５．９）两式在（－R ，R ）与
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（－R′，R′）两个区间中较小的一个区间内成立．
乘法　两个幂级数的柯西乘积（见本章 １０．３节）为
钞∞
n＝０

anx
n 钞∞

n＝０
bnx

n ＝ a０b０ ＋ （a０b１ ＋ a１b０）x ＋ （a０b２ ＋ a１b１ ＋ a２b０）x ２ ＋ …
　 ＋ （a０bn ＋ a１bn－１ ＋ … ＋ anb０）x n ＋ …

可以证明，上式在（－R ，R ）与（－R′，R′）中较小的一个区间内成立．

除法　钞
∞

n＝０
anx

n

钞∞
n＝０

bnx
n

＝ c０ ＋ c１x ＋ c２x ２ ＋… ＋ cnx
n ＋ …

这里假设 b０ ≠ ０，系数 c０，c１，c２，…，cn，… 可如下确定：将钞∞
n＝０

bnx
n 与钞∞

n＝０
cnx

n 相乘，并令

乘积中各项的系数分别等于级数钞∞
n＝０

anx
n 中同次幂的系数，即得

a０ ＝ b０c０， a１ ＝ b１c０ ＋ b０c１， a２ ＝ b２c０ ＋ b１c１ ＋ b０c２，…
由这些方程可以依次求出 c０，c１，c２，…，cn，…

相除后所得的幂级数钞∞
n＝０

cnx
n 的收敛区间可能比原来的两级数的收敛区间小得

多．例如级数钞∞
n＝０

anx
n ＝ １与钞∞

n＝０
bnx

n ＝ １ － x 在（－ ∞， ＋ ∞）上收敛，但

钞∞
n＝０

anx
n

钞∞
n＝０

bnx
n

＝ １１ － x
＝ １ ＋ x ＋ x

２ ＋ … ＋ x
n ＋ …

仅在区间（－１，１）内收敛．

习　题　１０．５
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 什么是幂级数的收敛半径和收敛域？
（２） 幂级数的收敛域有何特点？
（３） 什么叫做幂级数在其收敛区间中的内闭一致收敛性？
（４） 幂级数在其收敛区间内，和函数有哪些重要性质？

２．求下列幂级数的收敛半径和收敛域：
（１） 钞∞

n＝１
nx

n；　　　　　　　 （２） 钞∞
n＝０

x
n

n！；　　　　　　　　 （３） 钞∞n＝１ x
n

n
；
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（４） 钞∞
n＝１
（x － ３）n

n３n ； （５） 钞∞
n＝０
２n２ ＋ １
n
２ － ５ x

n； （６） 钞∞
n＝１
２n

x
n

n！ ；
（７） 钞∞

n＝０
（x － ４）n

２n＋ １ ； （８） 钞∞
n＝０
（x ＋ ３）n

５n ； （９） 钞∞
n＝２
（x － ５）n

nｌｎn ；
（１０） 钞∞

n＝０
n

x － ３２
n； （１１） 钞∞

n＝１
１ ＋ １

n

－n
２
x

n；
（１２） 钞∞

n＝０
（－ １）n １ · ３ · … · （２n－ １）１ · ２ · … · n

x
２n．

３．求下列幂级数的收敛域及和函数：
（１） 钞∞

n＝１
x

n－１
n２n ； （２） 钞∞

n＝１
n（n＋ １）xn； （３） 钞∞

n＝０
（２n＋ １）xn；

（４） 钞∞
n＝１

n
n＋ １xn； （５） 钞∞

n＝１
nx
２n； （６） 钞∞

n＝０
x
４n＋１

４n＋ １．
４．求下列级数的和：
（１） 钞∞

n＝１
－ １ n n（n＋ １）２n ； 　　　（２） 钞∞

n＝１
２n－ １２n ；

（３） 钞∞
n＝０

１（４n＋ １）（４n＋ ３）； 　　　 （４） 钞∞
n＝０

－ １ n n
２ － n＋ １２n ．

５．若钞∞
n＝０

anx
n 的收敛半径为 ３，钞∞

n＝０
bnx

n 的收敛半径为 ５，试问钞∞
n＝０

an ＋ bn x
n 的收敛半径是多少？

（Ｂ）
１畅求下列函数项的收敛域：
（１） 钞∞

n＝１
３n

n！xn；　　（２） 钞∞
n＝１
１
n

x － １
x

n；　　（３） 钞∞
n＝０

n！
x

n ；　　（４） 钞∞
n＝１
（－ １）n （ｌｎx）n

n
．

２．（１） 如果幂级数钞∞
n＝１

anx
n 在 x ＝ ３处发散，那么它在哪些 x 处必然发散？

　 （２） 如果幂级数钞∞
n＝０

an（x ＋ ５）n 在 x ＝－ ２处发散，那么它在哪些 x 处必然发散？
３．如果幂级数钞∞

n＝０
an（x － ３）n 在 x ＝ ７处收敛，那么它在 x 的什么值处必然收敛？

４．如果正项级数钞∞
n＝０

an 收敛，证明 f（x） ＝钞∞
n＝０

anx
n 在（－１，１）上连续．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） （－１，１）；　（２） （－∞，＋∞）；　（３） ［－１，１）；　（４） ［０，６）；　（５） （－１，１）；
（６） （－∞，＋∞）；（７） ［３，５）；　（８） （－８，２）；　（９） ［４，６）；　（１０） （１，５）；
（１１） （－ｅ，ｅ）；　（１２） ［－ １

２ ，
１
２ ］．

３畅（１） S（x）＝ － １
x
ｌｎ（１－ x２ ）， －２≤x＜０，０＜x＜２，
１／２， x＝０，

收敛域为［－２，２）；
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（２） S（x）＝ ２x（１－x）３，收敛域为（－１，１）；　（３） S（x）＝ １＋x（１－x）２，收敛域为（－１，１）；
（４） S（x）＝ １１－x

＋ １
x
ｌｎ（１－x），│x│＜１，x≠０；S（０）＝０收敛域为（－１，１）；

（５） S（x）＝ x
２

（１－x
２）２，收敛域为（－１，１）；

（６） S（x）＝ １４ ｌｎ １＋x１－x
＋ １２ ａｒｃｔａｎx，收敛域（－１，１）．

４．（１） － ８２７；　（２） ３；　（３） π８ ；　（４） ２２２７．
５．R＝３．

（Ｂ）
１．（１） （－∞，０）∪（０，＋∞）；　（２） ［ １２ ，＋∞）；　（３） 处处发散；　（４） （ １ｅ ，ｅ］．
２．（１） 当│x│＞３时级数发散；　（２） 当x＜－８或x＞－２时级数发散．
３畅当－１＜x≤７时级数收敛．

１０．６　泰 勒 级 数

幂级数的一个重要应用是用它表示函数．本节将研究如何将一个给定的函数展

开成幂级数．
　　１０．６．１　基本定理

设函数 f（x）在点x ０ 的某个邻域内有到（n＋１）阶的导数，则在该邻域内f（x）的n

阶泰勒公式

f（x） ＝f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ １２！f″（x ０）（x － x ０）２ ＋ …
＋ １

n！f （n）（x ０）（x － x ０）n ＋ R n（x） （１０．６．１）
成立，其中 R n（x）为拉格朗日型余项：

R n（x） ＝ f
（n＋１）（ξ）（n ＋ １）！（x － x ０）n＋１．

ξ是介于x 与x ０ 之间的某个值（参看第３章３．５节）．这样，在该邻域内f（x）可以用n 阶

泰勒多项式

P n（x） ＝f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ １２！f″（x ０）（x － x ０）２

＋ … ＋ １
n！f （n）（x ０）（x － x ０）n （１０．６．２）

来逼近，其误差为余项的绝对值│R n（x）│．自然会提出这样一个问题：如果项数越来

越大而趋向无穷时，多项式（１０．６．２）是不是会变成幂级数
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f（x ０）＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ １２！f″（x ０）（x － x ０）２ ＋ …
＋ １

n！f （n）（x ０）（x － x ０）n ＋ …， （１０．６．３）
称幂级数（１０．６．３）为泰勒级数．此外，这个级数是否收敛？如果收敛，那么它是否一定

收敛于 f（x）？ 下面的定理将回答这些问题．
定理１０．６．１　设函数f（x）在区间（x ０－R ，x ０＋R ）上有任意阶导数，则f（x）在（x ０

－R ，x ０＋R ）上可展开为泰勒级数的充分必要条件是，橙x∈（x ０－R ，x ０＋R ），有
ｌｉｍ
n→∞R n（x） ＝ ０．

　　证　必要性．设f（x）在（x ０－R ，x ０＋R ）内能展开为泰勒级数，即橙x∈（x ０－R ，x ０
＋R ），有

f（x） ＝f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ １２！f″（x ０）（x － x ０）２

＋ … ＋ １
n！f （n）（x ０）（x － x ０）n ＋ … （１０．６．４）

令S n＋１（x）表示f（x）在x ０ 点的n 阶泰勒多项式（也是泰勒级数（１０．６．３）的前（n＋１）项
之和），则 f（x）的 n 阶泰勒公式（１０．６．１）可写成

f（x） ＝ S n＋１（x） ＋ R n（x）．
根据（１０．６．４）式，有

ｌｉｍ
n→∞S n＋１（x） ＝ f（x）．

因此 ｌｉｍ
n→∞R n（x） ＝ ｌｉｍ

n→∞［f（x） － S n＋１（x）］ ＝ f（x） － f（x） ＝ ０．
充分性．假设橙x∈（x ０－R ，x ０＋R ），有 ｌｉｍ

n→∞R n（x） ＝ ０．则由

S n＋１（x） ＝ f（x） － R n（x），
可得 ｌｉｍ

n→∞S n＋１（x） ＝ ｌｉｍ
n→∞［f（x） － R n（x）］ ＝ f（x），

这表明 f（x）的泰勒级数（１０．６．３）在（x ０－R ，x ０＋R ）内收敛，且收敛于 f （x）．定理证

毕． □
根据这个定理，可以得到一个便于应用的充分条件．
定理 １０．６．２　若存在常数 M ，使得橙x∈（x ０－R ，x ０＋R ）及一切自然数 n，都有

│f （n）（x）│≤ M ，
则 f（x）能在（x ０－R ，x ０＋R ）内展开为泰勒级数．

证　只需证在定理的条件下，有
ｌｉｍ
n→∞R n（x） ＝ ０，　x ∈ （x ０ － R ，x ０ ＋ R ）．

为此，估计余项

│R n（x）│＝ f
（n＋１）（ξ）（n ＋ １）！（x － x ０）n＋１ ≤ M（n ＋ １）！│x － x ０│n＋１ ≤ M R

n＋１

（n ＋ １）！
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由于级数钞∞
n＝１

R
n

n！ 收敛，故 ｌｉｍ
n→∞

R
n＋１

（n ＋ １）！ ＝ ０ ，从而

ｌｉｍ
n→∞R n（x） ＝ ０，　x ∈ （x ０ － R ，x ０ ＋ R ）． □

　　１０．６．２　几个基本初等函数的泰勒级数

函数展开为泰勒级数的步骤如下：
（１） 求出 f（x）的各阶导数 f

（n）（x），n＝１，２，…（如果它们都存在）；
（２） 求出 f（x）及其各阶导数在 x＝x ０ 的值：

f（x ０），f′（x ０），f″（x ０），…，f （n）（x ０），…；
　　（３） 写出泰勒级数

f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ f″（x ０）
２！ （x － x ０）２ ＋ … ＋ f

（n）（x ０）
n！ （x － x ０）n ＋ …，

并求出其收敛半径 R ；
（４） 考察当 x∈（x ０－R ，x ０＋R ）时，余项 R n（x）的极限

ｌｉｍ
n→∞R n（x） ＝ ｌｉｍ

n→∞
f
（n＋１）（ξ）（n ＋ １）！（x － x ０）n＋１　（ξ介于 x 与 x ０ 之间）

是否为零．如果为零，则 f（x）能在区间（x ０－R ，x ０＋R ）内展开为泰勒级数

f（x） ＝f（x ０） ＋ f′（x ０）（x － x ０） ＋ f″（x ０）
２！ （x － x ０）２ ＋ …

＋ f
（n）（x ０）

n！ （x － x ０）n ＋ …
　　当 x ０＝０时，得到的级数又称为麦克劳林级数：

f（x） ＝ f（０） ＋ f′（０）x ＋ f″（０）２！ x
２ ＋ … ＋ f

（n）（０）
n！ x

n ＋ …
　　下面我们将求出函数 ｅx，ｓｉｎx，ｃｏｓx，ｌｎ（１ ＋ x），（１ ＋ x）α的麦克劳林级数．

（１） 指数函数 ｅx

由于 f
（n）（x）＝ｅx（n＝１，２，…），故有

f
（n）（０）＝１（n＝０，１，２，…），其中 f

（０）（０）＝f（０）．于是得到级数

钞∞
n＝０

x
n

n！ ＝ １ ＋ x ＋ x
２

２！ ＋ … ＋ x
n

n！ ＋ …，
其收敛半径 R＝＋∞．

任取正数 R ，当│x│＜R 时，对一切自然数 n 都有

│（ｅx）（n）│＝ ｅx ＜ ｅR ，
据定理 １０．６．２知，等式

ｅx ＝钞∞
n＝０

x
n

n！ ＝ １ ＋ x ＋ x
２

２！ ＋ … ＋ x
n

n！ ＋ … （１０．６．５）
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在（－R ，R ）中成立．由于 R 是任意的，故（１０．６．５）式在整个数轴（－∞，＋∞）上成立．
（２） 正弦函数 ｓｉｎx 和余弦函数 ｃｏｓx

因为 （ｓｉｎx）（n）│x＝０ ＝ ｓｉｎ（x ＋ nπ２ ）│x＝０ ＝ ｓｉｎ nπ２ ＝
０， n ＝ ２k，
（－ １）k， n ＝ ２k＋ １．

又因为 │（ｓｉｎx）（n）│＝ │ｓｉｎ（x ＋ nπ２ ）│≤ １
对一切 x 及一切自然数 n 成立，根据定理 １０．６．２，有

ｓｉｎx ＝钞∞
n＝０

（－ １）n

（２n ＋ １）！x ２n＋１ ＝ x － x
３

３！ ＋ x
５

５！ － …

＋ （－ １）n

（２n ＋ １）！x ２n＋１ ＋ …　（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞）． （１０．６．６）
用同样的方法可得

ｃｏｓx ＝钞∞
n＝０
（－ １）n

（２n）！ x
２n ＝ １ － x

２

２！ ＋ x
４

４！ － …

＋ （－ １）n

（２n）！ x
２n ＋ …　（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞）． （１０．６．７）

　　（３） 对数函数 ｌｎ（１＋x）
我们用间接的方法得到 ｌｎ（１＋x）的展开式．
记 f（x）＝ｌｎ（１＋x），则

f′（x） ＝ １１ ＋ x
，

而
１１ ＋ x

是收敛的几何级数钞∞
n＝０
（－ １）n

x
n（－ １ ＜ x ＜ １）的和函数，即

　　 １１ ＋ x
＝ １ － x ＋ x

２ － x
３ ＋ … ＋ （－ １）n

x
n ＋ … （－ １ ＜ x ＜ １），

将上式从 ０到 x 逐项积分，得
ｌｎ（１ ＋ x） ＝ x － x

２

２ ＋ x
３

３ － … ＋ （－ １）n

n ＋ １ x
n＋１ ＋ …　（－ １ ＜ x ≤ １）．

（１０．６．８）
等式（１０．６．８）在 x＝１ 处也成立，是因为当 x＝１ 时，（１０．６．８）式右端的级数是收敛

的，而 ｌｎ（１＋x）在 x＝１处有定义且连续．
（４） 函数 f（x）＝（１＋x）α（α为任意常数）
f（x）的各阶导数为

f
（n）（x） ＝ α（α－ １）（α－ ２）…（α－ n ＋ １）（１ － x）α－ n　（n ＝ １，２，…），

所以 f（０） ＝ １， f′（０） ＝ α， f″（０） ＝ α（α－ １），…
f
（n）（０） ＝ α（α－ １）（α－ ２）…（α－ n ＋ １），…

于是得级数

·９６２·第１０章　无 穷 级 数



１ ＋ αx ＋ α（α－ １）２！ x
２ ＋ … ＋ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）

n！ x
n ＋ …

由于这个级数相邻两项系数之比的绝对值

an＋１
an
＝ α－ n

n ＋ １ → １　（n →∞），
因此，对任意的常数α，这个级数在开区间（－１，１）内收敛．下面证明在（－１，１）内，这
个级数收敛到（１＋x）α．

设这个级数在区间（－１，１）内收敛到函数 F （x）：
F （x） ＝ １ ＋ αx ＋ α（α－ １）２！ x

２ ＋ … ＋ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）
n！ x

n ＋ …
要证明 F （x）＝（１＋x）α（－１＜x＜１）．

将级数逐项求导，得
F′（x） ＝α＋ α（α－ １）x ＋ … ＋ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）（n － １）！ x

n－１ ＋ …，
两边各乘以（１＋x），并把含有 x

n 的两项合并起来（n＝１，２，…）．根据恒等式

（α－ １）…（α－ n ＋ １）（n － １）！ ＋ （α－ １）…（α－ n）
n！

＝ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）
n！ 　（n ＝ １，２，…）

有　（１＋x）F′（x）＝α［１＋αx＋α（α－１）２！ x
２…＋α（α－１）…（α－n＋１）

n！ x
n＋…］

＝αF （x）　（－１＜x＜１）．
现在令 φ（x） ＝ F （x）

（１ ＋ x）α，
于是φ（０）＝F （０）＝１，且

φ′（x） ＝（１ ＋ x）αF′（x） － α（１ ＋ x）α－１F （x）
（１ ＋ x）２α

＝（１ ＋ x）α－１［（１ ＋ x）F′（x） － αF （x）］（１ ＋ x）２α ＝ ０
所以φ（x）＝C （常数）．而φ（０）＝１，故φ（x）＝１，即

F （x） ＝ （１ ＋ x）α　（－ １ ＜ x ＜ １）．
因此在开区间（－１，１）内有展开式

　　 （１ ＋ x）α＝ １ ＋ αx ＋ α（α－ １）２！ x
２ ＋ …

　 ＋ α（α－ １）…（α－ n ＋ １）
n！ x

n ＋ …　（－ １ ＜ x ＜ １）． （１０．６．９）
在区间端点处，展开式是否成立要根据α的值而定．

公式（１０．６．９）称为二项展开式．特别当α为正整数时，级数就是x 的α次多项式，

·０７２· 工科数学分析（下）



这就是代数学中的二项式定理．
上面关于

１１ － x
，ｅx，ｓｉｎx，ｃｏｓx，ｌｎ（１＋ x）及（１＋ x）α的幂级数展开式，今后可以

直接引用．
　　１０．６．３　应用基本展开式的例子

例 １０．６．１　将 ａｒｃｔａｎx 展开成 x 的幂级数．
解　我们使用间接法展开．在 １１ ＋ x

的展开式

１１ ＋ x
＝ １ － x ＋ x

２ － x
３ ＋ … ＋ （－ １）n

x
n ＋ …　（－ １ ＜ x ＜ １）

（１０．６．１０）
中，用 x

２ 替代 x，得
１１ ＋ x

２ ＝ １ － x
２ ＋ x

４ － … ＋ （－ １）n
x
２n ＋ …　（－ １ ＜ x ＜ １）．

（１０．６．１１）
对（１０．６．１１）式两端从 ０到 x 积分，即得

ａｒｃｔａｎx ＝ x － x
３

３ ＋ x
５

５ － …＋ （－ １）n

（２n ＋ １）x ２n＋１ ＋ …　（－ １ ≤ x ≤ １）．
（１０．６．１２）

级数（１０．６．１２）在 x＝±１处的收敛性，可由交错级数的莱布尼兹判别法推出． □
例 １０．６．２　求 ａｒｃｓｉｎx 的麦克劳林级数展开式．
解　 ａｒｃｓｉｎx ＝∫x

０
ｄt
１ － t

２ ，而由（１０．６．９）式知，
１
１ － t

２ ＝１ ＋ t
２

２ ＋ １ · ３２ · ４t４ ＋ １ · ３ · ５２ · ４ · ６t６ ＋ …

＋ １ · ３…（２n － １）２ · ４…（２n） t
２n ＋ …　（－ １ ＜ t＜ １）， （１０．６．１３）

对（１０．６．１３）式两端从 ０到 x 积分，即得

ａｒｃｓｉｎx ＝x ＋ １２ · x
３

３ ＋ １ · ３２ · ４ · x
５

５ ＋ １ · ３ · ５２ · ４ · ６ · x
７

７ ＋ …　　　　　　　　　
＋ １ · ３ · … · （２n － １）２ · ４ · … · （２n） · x

２n＋１

２n ＋ １ ＋ …　（－ １ ＜ x ＜ １）． （１０．６．１４）
　　此外，利用 ａｒｃｃｏｓx＝π２ －ａｒｃｓｉｎx，ａｒｃｃｏｔx＝π２ －ａｒｃｔａｎx，就可以得到 ａｒｃｃｏｓx 与

ａｒｃｃｏｔx 的展开式．
下面再给出将函数在 x＝x ０ 展成幂级数的两个例子．
例 １０．６．３　将 ｌｎx 展开成（x－２）的幂级数．
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解　将 ｌｎx 写成　　　 ｌｎx ＝ ｌｎ［２ ＋ （x － ２）］ ＝ ｌｎ［２（１ ＋ x － ２２ ）］
＝ ｌｎ２ ＋ ｌｎ（１ ＋ x － ２２ ）． （１０．６．１５）

令 y＝x－２２ ，则由（１０．６．８）式可得

ｌｎ（１ ＋ x － ２２ ） ＝ｌｎ（１ ＋ y）
＝y － y

２

２ ＋ y
３

３ － … ＋ （－ １）n－１

n
y

n ＋ …　（－ １ ＜ y ≤ １）
＝x － ２２ － １２ · （x － ２）２２２ ＋ １３ · （x － ２）３２３ － …
＋ （－ １）n－１

n
· （x － ２）n

２n ＋ …　（０ ＜ x ≤ ４）．
将上式代入（１０．６．１５）式中，得

ｌｎx ＝ ｌｎ２ ＋ x － ２２ － １２ · （x － ２）２２２ ＋ １３ · （x － ２）３２３ － …
＋ （－ １）n－１

n
· （x － ２）n

２n ＋ …　（０ ＜ x ≤ ４）． □
　　例 １０．６．４　将 ｓｉｎx 展开成（x － π４ ）的幂级数．

解　先将 ｓｉｎx 写成

ｓｉｎx ＝ｓｉｎ［ π４ ＋ （x － π４ ）］ ＝ ｓｉｎ π４ ｃｏｓ（x － π４ ） ＋ ｃｏｓ π４ ｓｉｎ（x － π４ ）
＝ １

２ ［ｃｏｓ（x －
π４ ） ＋ ｓｉｎ（x － π４ ）］，

根据基本展开式（１０．６．６）和（１０．６．７），有
ｓｉｎ（x － π４ ） ＝ （x － π４ ） － １３！（x － π４ ）３ ＋ １５！（x － π４ ）５ － …

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞），
ｃｏｓ（x － π４ ） ＝ １ － １２！（x － π４ ）２ ＋ １４！（x － π４ ）４ － …

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞），
所以 ｓｉｎx ＝ １

２ ［１ ＋ （x －
π４ ） － １２！（x － π４ ）２ － １３！（x － π４ ）３ ＋ …］

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞）．　□
　　１０．６．４　微分方程的幂级数解法

若一个微分方程的解可以展成幂级数，就可以用幂级数方法求解．

·２７２· 工科数学分析（下）



例 １０．６．５　求解微分方程

（１ － x
２）y″＝－ ２y． （１０．６．１６）

　　解　首先，假定（１０．６．１６）式的解可以展成幂级数

y ＝钞∞
n＝０

anx
n， （１０．６．１７）

其中系数 a０，a１，a２，…待定．将（１０．６．１７）式逐项微分两次，得
y″＝钞∞

n＝２
n（n － １）anx

n－２， （１０．６．１８）
将（１０．６．１８）式和（１０．６．１７）式代入（１０．６．１６）式得

（１ － x
２）钞∞

n＝２
n（n － １）anx

n－２ ＝－ ２钞∞
n＝０

anx
n，

即 钞∞
n＝０
（n ＋ １）（n ＋ ２）an＋２x n －钞∞

n＝０
n（n － １）anx

n ＝－ ２钞∞
n＝０

anx
n，

即 钞∞
n＝０
［（n ＋ １）（n ＋ ２）an＋２ － n（n － １）an］x n ＝－ ２钞∞

n＝０
anx

n，
由幂级数展开的唯一性，得

（n ＋ １）（n ＋ ２）an＋２ － n（n － １）an ＝－ ２an，
an＋２ ＝ n

２ － n － ２（n ＋ ２）（n ＋ １）an ＝ n － ２
n ＋ ２an．

这是一个递推公式，当任意给定 a０ 时，就可以确定 a２，a４，a６，… ，任意给定 a１ 时，就可

以确定 a３，a５，a７，…．这样便可以进一步求得

a２ ＝－ a０，　a４ ＝ a６ ＝ a８ ＝ … ＝ ０；
a３ ＝－ a１

３ ，　a５ ＝ １５ · （－ １）３ a１， …，
a２n＋１ ＝２n － ３２n ＋ １a２n－１ ＝ ２n － ３２n ＋ １ · ２n － ５２n － １ · ２n － ７２n － ３ · … · ３７ · １５ · （－ １）３ a１

＝ （－ １）（２n ＋ １）（２n － １）a１．
因此 y ＝ a０（１ － x

２） － a１钞∞
n＝０

１（２n ＋ １）（２n － １）x ２n＋１． （１０．６．１９）
　　上面是在假定（１０．６．１６）式的解可以展成幂级数的前提下求得（１０．６．１９）式的，
因此它只是微分方程（１０．６．１６）式的形式解．只有证明了（１０．６．１９）式存在收敛区间，
上述的计算步骤才是合理的，（１０．６．１９）式才是（１０．６．１６）式的幂级数解．

利用达朗贝尔比值判别法可以证明，级数（１０．６．１９）式在│x│＜１ 时是收敛的．因
此，当│x│＜１时，（１０．６．１９）式是（１０．６．１６）式的解，其中 a０，a１ 可以是任意常数． □
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习　题　１０．６
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 函数f（x）能在区间（x ０－R ，x ０＋R ）中展开为幂级数的充分必要条件是什么？
（２） 如果函数f（x）在区间（x ０－R ，x ０＋R ）中有任意阶导数，f（x）是否能在这区间上展开幂级数？

２．将下列函数展开成x 的幂级数，并指出展开式成立的范围：
（１） f（x） ＝ １１ ＋ x ＋ x

２；　　　　　　　　 （２） f（x） ＝ ｓｉｎ２x；
（３） f（x） ＝ x

１ ＋ x
２ ； （４） f（x） ＝∫x

０ｅ－t
２ｄt．

３．将下列函数在指定点展开成幂级数，并指出展开式成立的范围：
（１） f（x）＝ １

x
２＋４x＋３，x＝１； （２） f（x）＝ ２x＋１

x
２＋x－２，x＝２；

（３） f（x）＝ｌｎ １２＋２x＋x
２，x＝－１； （４） f（x）＝ｃｏｓx，x＝－ π３ ．

（Ｂ）
１．将函数 ｄｄx ｅx － １

x
展开成 x 的幂级数，并证明∑∞

n＝１
n（n＋ １）祤 ＝ １．

２．利用逐项求导和逐项积分的方法，将函数 f（x） ＝ ａｒｃｔａｎ ４ ＋ x
２

４ － x
２ 展开成x 的幂级数．

３．求下列微分方程的幂级数解：
（１）y″＝ xy；　　　　（２）xy″＋ y′＋ xy ＝ ０．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） １１＋x＋x

２＝１＋x
３＋x

６＋…＋x
３n＋…－（x＋x

４＋x
７＋…＋x

３n＋１＋…），│x│＜１；
（２） ｓｉｎ２x＝∑∞

n＝１
（－ １）n－１ （２x）２n２（２n）！， －∞＜ x ＜＋∞；

（３） x

１ ＋ x
２ ＝ x ＋∑∞

n＝１
（－ １）n ２（２n）！（n！）２ x２

２n＋１，│x│≤ １；

（４）∫x

０ｅ－t
２ｄt＝∑∞

n＝０
（－ １）n

x
２n＋１

（２n＋ １）n！， －∞＜ x ＜＋∞．
３．（１） １

x
２ ＋ ４x ＋ ３ ＝∑∞n＝０ （－ １）n １２n＋２ － １２２n＋３ （x － １）n　（－ １＜ x ＜ ３）；

（２） ２x ＋ １
x
２ ＋ x － ２ ＝∑∞n＝０ （－ １）n（１ ＋ １４n－１）（x － ２）n　（１＜ x ＜ ３）；

（３） ｌｎ １２ ＋ ２x ＋ x
２ ＝∑∞

n＝１
（－ １）n （x ＋ １）２n

n
　（－ ２≤ x ≤ ０）；
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（４） ｃｏｓx＝ １２∑∞n＝０ （－１）n １（２n）！（x ＋ π３ ）２n ＋ ３（２n＋ １）！（x ＋ π３ ）２n＋１ （－∞＜ x＜＋∞）．
（Ｂ）

１．ｄｄx ｅx － １
x

＝∑∞
n＝１

n（n＋ １）！xn－１（－∞＜ x ＜＋∞），∑∞
n＝１

n（n＋ １）！ ＝ １．
２．ａｒｃｔａｎ ４ ＋ x

２
４ － x

２ ＝ π４ ＋∑∞n＝０ （－ １）n x
４n＋２

（２n＋ １）４２n＋１ （│x│≤ ２）．
３．（１） y＝a０ １＋x

３
３！＋４x

６
６！ ＋４· ７x

９
９！ ＋…＋４· ７· …· （３k－２）x ３k（３k）！

＋a１ x＋２x ４４！ ＋２· ５x
７

７！ ＋…＋２· ５· …· （３k－１）x ３k＋１（３k＋１）！ 　（－∞＜x＜＋∞）；
（２） y＝a０ １－x

２
２２ ＋ x

４
（２· ４）２－ x

６
（２· ４· ６）２＋…＋（－１）k x

２k
（２· ４· …· （２k））２＋…

（－∞＜x＜＋∞）．

１０．７　周期函数的傅立叶级数

前几节论述了用幂级数表示函数的问题．可以看到，幂级数保留了多项式的许多

良好的性质．用幂级数表示函数，在微分运算、积分运算及数值计算等方面都有许多

方便之处．但是，用幂级数表示函数也有其局限性，那就是对被表示的函数要求比较

苛刻，例如要求在某点附近具有任意阶导数．如果某函数在某一区间上有间断点，甚
至只是在这区间有某阶导数不存在的点，那么，这个函数就肯定不能在整个区间用一

个幂级数表示．
但是，在很多理论或实际问题中所遇到的函数，往往是不可导的，有时甚至还是

不连续的，如周期性的方形脉冲函数，锯齿形波函数等．那么，就得设法寻求其他较合

适的函数项级数来表示此类函数．从本节开始，将讨论如何用三角函数所构成的级数

来表示函数的问题，或说如何将函数展开成傅立叶级数的问题．
三角级数是指形如

a０
２ ＋钞

∞

n＝１
（anｃｏｓnωx ＋ bnｓｉｎωx） （１０．７．１）

的级数，这是一种特殊类型的函数项级数，其中 a０，an，bn （n＝１，２，…）为常数，称为三

角级数（１０．７．１）的系数．ω也是常数，称为圆频率，第一项写作
a０
２ 是为了今后应用的

方便．若用 x 代替ωx，则得到

a０
２ ＋钞

∞

n＝１
（anｃｏｓnx ＋ bnｓｉｎnx）． （１０．７．２）

　　下面将研究用这类级数来表示实轴上的周期为 ２π的函数的问题．
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　　１０．７．１　基本三角函数系

首先引进两个函数 f（x）和 g（x）在区间上正交的概念．仿照第 ６章 ６．２节中引进

两个 n 维向量 a＝｛a１，a２，…，an｝和 b＝｛b１，b２，…，bn｝的点积的概念

a · b＝钞n

i＝１
aibi，

对 C ［－π，π］中的两个函数 f（x）和 g（x），定义它们的内积为

（f（x），g（x）） ＝∫π－πf（x）g（x）ｄx． （１０．７．３）
在Ｒ

n 中，a 与 b 正交是指 a· b＝０．于是，所谓 f（x）与 g（x）在［－π，π］上正交即指

（f（x），g（x）） ＝ ０．
　　仍仿照Ｒ

n 中的作法，将 f（x）和 g（x）看作向量，则可定义其长度（又称为范数）为
‖f（x）‖ ＝ （f（x），f（x）） ＝ ∫π－πf ２（x）ｄx １／２．

　　现在来考察下面的基本三角函数系：
１， ｃｏｓx， ｓｉｎx， ｃｏｓ２x， ｓｉｎ２x， …， ｃｏｓnx， ｓｉｎnx， … （１０．７．４）

其中每一个函数都以 ２π为周期．利用三角函数的积化和差公式，不难验证下列事实：
对于任意的非负整数 m 、n，有

∫π－πｓｉｎm xｓｉｎnxｄx ＝ ０，　m ≠ n，m ＝ n ＝ ０，
π，　m ＝ n ≠ ０；

∫π－πｃｏｓm xｃｏｓnxｄx ＝
０，　 m ≠ n，
π，　 m ＝ n ≠ ０，
２π，　m ＝ n ＝ ０；

∫π－πｓｉｎm xｃｏｓnxｄx ＝ ０．
上述性质表明三角函数系（１０．７．４）在［－π，π］上两两正交，因此，称三角函数系（１０．
７．４）是一正交系．由（１０．７．４）式可导出另一正交系：
１
２π，

１
πｃｏｓx，

１
πｓｉｎx，

１
πｃｏｓ２x，

１
πｓｉｎ２x，…，

１
πｃｏｓnx， １πｓｉｎnx，…

（１０．７．５）
于是此三角函数系中，每个函数的长度都为 １，即

∫π－π １
２π

２
ｄx ＝ １，　∫π－π １

πｃｏｓnx
２
ｄx ＝ １，

∫π－π １
πｓｉｎnx

２
ｄx ＝ １　（n ＝ １，２，…）．

因此称三角函数系（１０．７．５）为标准正交系．
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我们看到，标准正交系（１０．７．５）很像欧氏空间Ｒ
n 中单位坐标向量所构成的一组

基 e１，e２，…，en，这组基中的每个向量长度都为 １，每两个不同的向量都互相正交．对于

Ｒ
n 中的任一向量 a，都能用这组基表示为

a＝a１e１＋a２e２＋…＋anen，
其中 a１，a２，…，an 就是 a 的坐标．现在要讨论的问题是：函数 f （x）满足什么条件时可

以通过标准正交系（１０．７．５）表示？ 或者说f（x）能按函数系（１０．７．５）展开成一个三角

级数？ 展开式中的系数怎样计算？
　　１０．７．２　傅立叶系数

假设函数f（x）有周期２π，且在［－π，π］上可积．又假设f（x）可以展开成一个三角

级数

f（x） ＝ a０
２ ＋钞

∞

k＝１
（akｃｏｓkx ＋ bkｓｉｎkx）， （１０．７．６）

且这级数在［－π，π］上一致收敛．则可以利用三角函数系的正交性求出全部系数．
为此，在（１０．７．６）式两端逐项积分．利用三角函数系的正交性，得

∫π－πf（x）ｄx ＝∫π－π a０
２ ｄx ＋钞

∞

k＝１
ak∫π－πｃｏｓkxｄx ＋ bk∫π－πｓｉｎkxｄx ＝ a０

２∫π－πｄx ＝ πa０，
即 a０ ＝ １π∫π－πf（x）ｄx．

在（１０．７．６）式两端同乘 ｃｏｓnx 后，逐项积分，得
∫π－πf（x）ｃｏｓnxｄx ＝∫π－π a０

２ ｃｏｓnxｄx ＋ an∫π－πｃｏｓ２nxｄx

＋钞∞
k＝１
k≠ n

ak∫π－πｃｏｓkxｃｏｓnxｄx ＋钞∞
k＝１

ak∫π－πｓｉｎkxｃｏｓnxｄx，
由三角函数系的正交性，得

∫π－πf（x）ｃｏｓnxｄx ＝ πan，
即 an ＝ １π∫π－πf（x）ｃｏｓnxｄx　（n ＝ １，２，…）．
n＝０时，它也包含了 a０ 的公式．

类似地，在（１０．７．６）式两端同乘 ｓｉｎnx 后，逐项积分，得
∫π－πf（x）ｓｉｎnxｄx ＝ πbn，

即 bn ＝ １π∫π－πf（x）ｓｉｎnxｄx　（n ＝ １，２，…）．
由上面的讨论可知，给定一个周期为 ２π的函数 f（x），只要它在［－π，π］上可积，就对

应着一个三角级数：
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f（x） ～ a０
２ ＋钞

∞

n＝１
（anｃｏｓnx ＋ bnｓｉｎnx）　（－ π≤ x ≤ π）， （１０．７．７）

其中 an ＝ １π∫π－πf（x）ｃｏｓnxｄx　（n ＝ ０，１，２，…）， （１０．７．８）
bn ＝ １π∫π－πf（x）ｓｉｎnxｄx　（n ＝ １，２，…）． （１０．７．９）

这里级数（１０．７．７）式可以收敛也可以不收敛．即使收敛，现在也还不知道是否一定收

敛到 f（x）．因此在（１０．７．７）式中用记号“～”，而不是用等号“＝”来表示．称（１０．７．７）
式为f（x）的傅立叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ）级数，由（１０．７．８）式和（１０．７．９）式确定的数列a０，an，bn，
n＝１，２，…，称为 f（x）的傅立叶系数．
　　１０．７．３　收敛定理

下面给出一个收敛定理（不加证明），它能回答在什么条件下级数（１０．７．７）式收

敛的问题．在叙述这个定理之前，先引进一个概念．
定义１０．７．１　若f（x）在区间［a，b］上只有有限个单调区间，则称f（x）在区间［a，

b］上逐段单调．
定理 １０．７．１（狄利克雷收敛定理）　设 f（x）是以 ２π为周期的函数，若它满足：
（１） 在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点；
（２） 在一个周期内逐段单调．

则 f （x）的傅立叶级数收敛，并且当 x 是f（x）的连续点时，级数收敛于 f （x）；当 x 是

f（x）的第一类间断点时，级数收敛于
１２ ［f（x－ ）＋f（x＋ ）］．

由上述收敛定理可见，函数展开成傅立叶级数的条件比展开成幂级数的条件低得多．
　　１０．７．４　例子

例１０．７．１　设f（x）是以２π为周期的函数，它在［－π，π）上的表达式是f（x）＝x．
将 f（x）展开成傅立叶级数．

解　所给函数满足收敛定理的条件，它在 x ＝ （２k＋ １）π（k＝ ０，± １，± ２，…）
处不连续，在其他点处连续，故由收敛定理知 f（x）的傅立叶级数收敛，且当 x ≠ （２k
＋ １）π时，级数收敛于 f（x），当 x ＝ （２k ＋ １）π时，级数收敛于

１２ ［f（－ π＋ ） ＋
f（π－）］ ＝ － π＋ π２ ＝ ０ ．

傅立叶系数计算如下：
a０ ＝ １π∫π－πxｄx ＝ ０；
an ＝ １π∫π－πxｃｏｓnxｄx ＝ ０　（n ＝ １，２，…）；
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bn ＝ １π∫π－πxｓｉｎnxｄx ＝ １π － x
n
ｃｏｓnx

π

－π＋ １
n∫π－πｃｏｓnxｄx

＝－ １
nππｃｏｓnπ－ （－ πｃｏｓ（－ nπ）） ＝－ ２

n
ｃｏｓnπ

＝（－ １）n＋１ ２
n
　（n ＝ １，２，…）．

于是得到 f（x）的傅立叶级数展开式

f（x） ＝ ２钞∞
n＝１
（－ １）n＋１ ｓｉｎnx

n

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞，x ≠ （２k＋ １）π，k＝ ０，± １，± ２，…）
和函数的图像（见图 １０．４）．在上述等式中令 x＝π２ ，得到

π４ ＝ １ － １３ ＋ １５ － １７ ＋ … ＋ （－ １）n

２n ＋ １ ＋ … （１０．７．１０）
这是在本章例 １０．５．１１中曾经得到过的结果． □

图１０．４
例１０．７．２　求周期为２π的函数f（x）＝x

２（０＜x＜２π）（见图１０．５）的傅立叶级数．

图１０．５

解　a０＝ １π∫２π０ x
２ｄx＝ １π x

３

３
２π

０ ＝８π
２

３ ，
an ＝ １π∫２π０ x

２ｃｏｓnxｄx＝－ ２
nπ∫２π０ xｓｉｎnxｄx

＝ ２
n
２π（xｃｏｓnx） ２π

０ － ２
n
２π∫２π０ ｃｏｓnxｄx

＝ ４
n
２ ，

bn ＝ １π∫２π０ x
２ｓｉｎnxｄx

＝－ １
nπ（x ２ｃｏｓnx） ２π

０ ＋ ２nπ∫２π０ xｃｏｓnxｄx
＝－４π

n
－ ２

n
２π∫２π０ ｓｉｎnxｄx＝－４π

n
．

所给函数 f（x）在 x＝２kπ（k＝０，±１，±２，…）处不连续，在其他点处连续，满足收敛定

理的条件，因此 f（x）的傅立叶级数收敛，其展开式为
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f（x） ＝ x
２ ＝ ４π２３ ＋ ４钞

∞

n＝１
ｃｏｓnx

n
２ － ４π钞∞

n＝１
ｓｉｎnx

n

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞，x ≠ ２kπ，k＝ ０，± １，± ２，…），
在间断点 x＝２kπ处，级数收敛于

１２ ［f（０＋） ＋ f（２π－）］ ＝ ０ ＋ ４π２２ ＝ ２π２． □

　　１０．７．５　正弦级数和余弦级数

由奇偶函数的性质立即可推知奇偶函数的傅立叶系数有以下特点．
（１） 若周期为 ２π的可积函数是奇函数，则 f（x）ｃｏｓnx 也是奇函数，从而

an ＝ １π∫π－πf（x）ｃｏｓnxｄx ＝ ０　（n ＝ ０，１，２，…），
因此 f（x）的傅立叶级数只含正弦项，即为正弦级数

f（x） ～钞∞
n＝１

bnｓｉｎnx，
其中 bn ＝ ２π∫π０f（x）ｓｉｎnxｄx　（n ＝ １，２，…）． （１０．７．１１）
　　（２） 若周期为 ２π的可积函数是偶函数，则 f（x）ｓｉｎnx 是奇函数，从而

bn ＝ １π∫π－πf（x）ｓｉｎnxｄx ＝ ０　（n ＝ １，２，…），
因此 f（x）的傅立叶级数只含余弦项，即为余弦级数

f（x） ～ a０
２ ＋钞

∞

n＝１
anｃｏｓnx，

其中 an ＝ ２π∫π０f（x）ｃｏｓnxｄx　（n ＝ ０，１，２，…）． （１０．７．１２）
　　例 １０．７．３　求图 １０．６所示锯齿波的傅立叶级数．

图１０．６

解　根据图形写出在一个周期内函数的表

达式：

f（t） ＝
１ ＋ ２tπ　（－ π≤ t＜ ０），
１ － ２tπ　（０ ≤ t＜ π）．

它是偶函数，故
bn ＝ １π∫π－πf（t）ｓｉｎntｄt＝ ０　（n ＝ １，２，…），
an ＝ ２π∫π０f（t）ｃｏｓntｄt＝ ２π∫π０（１ － ２tπ）ｃｏｓntｄt＝－ ４

nπ２∫π０tｄｓｉｎnt＝ ４
nπ２∫π０ｓｉｎntｄt

·０８２· 工科数学分析（下）



＝－ ４
n
２π２ｃｏｓnt

π

０ ＝ ４
n
２π２［１ － （－ １）n］ ＝

８
n
２π２ （n 为奇数），
０ （n 为偶数），

　n ＝ １，２，…

a０ ＝ ２π∫π０f（t）ｄt＝ ２π∫π０（１ － ２tπ）ｄt＝ ２π（t－ t
２

π）
π

０ ＝ ０．
由于 f（t）在（－∞，＋∞）上连续，根据收敛定理，它有下列的余弦级数展开式：

f（t） ＝ ８
π２钞

∞

n＝０
１

（２n ＋ １）２ｃｏｓ（２n ＋ １）t　（－ ∞ ＜ t＜＋ ∞）． □
　　例 １０．７．４　将周期为 ２π的函数展开成傅立叶级数，其中

f（x） ＝ ｓｉｎ x２ 　（－ π≤ x ≤ π）．
　　解　因 f（x） ＝ ｓｉｎ x２ 是奇函数，故 an＝０，n＝０，１，２，…，而

bn ＝ ２π∫π０ｓｉｎ x２ ｓｉｎnxｄx ＝ １π∫π０［ｃｏｓ（n － １２ ）x － ｃｏｓ（n ＋ １２ ）x］ｄx

＝２ｓｉｎ
π２π · （－ １）n＋１

n

n
２ － （ １２ ）２

＝ ２π· （－ １）n＋１
n

n
２ － １４

．

f（x）满足收敛定理的条件，它可展开成下列正弦级数：
f（x） ＝ ２π钞

∞

n＝１
（－ １）n＋１

n

n
２ － １４

ｓｉｎnx

（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞，x ≠ （２k＋ １）π，k＝ ０，± １，± ２，…）
在间断点 x＝（２k＋１）π处，级数收敛于

１２ ［f（－ π＋） ＋ f（π－）］ ＝ － １ ＋ １２ ＝ ０． □

习　题　１０．７
（Ａ）

１畅回答下列问题：
（１） 三角函数系的正交性是指什么？
（２） 收敛定理的条件有哪些？
（３） 周期为２π的函数f（x）的傅立叶级数是否一定收敛？ 如果收敛，是否一定收敛到自身，即收

敛到f（x）？
（４） 奇函数和偶函数的傅立叶系数有什么特点？

２．试将下列以２π为周期的函数f（x）展开成傅立叶级数：
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（１） f（x） ＝ －π， －π≤ x ＜ ０，
x， ０ ≤ x ＜π． 　　 （２） f（x） ＝ － １， －π≤ x ＜ ０，

１， ０ ≤ x ＜π．
（３） f（x） ＝│ｓｉｎx│， －π≤ x ＜π． （４） f（x） ＝ ｅax， －π≤ x ＜ ０，

０， ０ ≤ x ＜π．
（５） f（x）＝π－x２ ， ０＜x＜２π． （６） f（x）＝２ｓｉｎ x３ ， －π≤x≤π．
３．设f（x）是以２π为周期的函数，它在［－π，π］上的表达式是f（x）＝ x＋１， －π≤x＜０，

x
２， ０≤x＜π． 若它的

傅立叶级数的和函数为S（x），试问S（－π）、S（０）和S（π）的值各为多少？
（Ｂ）

１．设φ和ψ都是周期为２π的函数．
（１） 若函数φ（－x）＝ψ（x），－π≤x＜π，问φ（x）和ψ（x）的傅立叶系数an、bn 与αn、βn（n＝０，１，２，

…）之间有何关系？
（２） 若函数φ（－x）＝－ψ（x），－π≤x＜π，问φ（x）和ψ（x）的傅立叶系数an、bn 与αn、βn（n＝０，１，２，

…）之间有何关系？
２．设f（x）是以２π为周期的函数．证明：
（１） 若函数f（x－π）＝f（x），则f（x）的傅立叶系数满足a２k＋１＝０，b２k＋１＝０（k＝０，１，２，…）；
（２） 若函数f（x－π）＝－f（x），则f（x）的傅立叶系数满足a０＝０，a２k＝０，b２k＝０（k＝１，２，…）．

答案与提示

（Ａ）
２畅（１） f（x）＝－ π４ －∑∞n＝１ ２π（２n－１）２ｃｏｓ（２n－１）x－ １n ［１－２（－１）n］ｓｉｎnx （－∞＜x＜＋∞，x≠

kπ，k＝０，±１，±２，…），当x＝２kπ（k＝０，±１，±２，…）时，级数收敛于－ π２ ，当x＝（２k＋１）π
（k＝０，±１，±２，…）时，级数收敛于π；

（２） f（x）＝ ４π∑∞n＝１ １２n－１ｓｉｎ（２n－１）x　（－∞＜x＜＋∞，x≠０，±π，±２π，…）．在x＝kπ（k＝０，
±１，±２，…）处级数收敛于０；

（３） f（x）＝ ２π－ ４π∑∞n＝１ １４n２－１ｃｏｓ２nx　（－∞＜x＜＋∞）；
（４） f （x）＝ １２aπ（１－ｅaπ）＋ aπ∑∞n＝１ １－（－１）n

a
２＋n

２ ｃｏｓnx＋ １π∑∞n＝１ n［（－１）n－１］
a
２＋n

２ ｓｉｎnx （－∞＜x＜
＋∞，x≠kπ，k＝０，±１，±２，…）．当x＝２kπ时，级数收敛于 １２ ，当x＝（２k＋１）π时，级数收敛

于 １２ ｅ－aπ，其中k＝０，±１，±２，…；
（５） π－x２ ＝∑∞n＝０ ｓｉｎnx

n
（０＜x＜２π）；

（６） ２ｓｉｎ x３ ＝１８ ３π ∑∞
n＝１
（－１）n＋１ n９n２－１ｓｉｎnx　（－π＜x＜π）；当x＝±π时，级数收敛于０．

·２８２· 工科数学分析（下）



３畅S（±π）＝１－π＋π２，S（０）＝ １２ ．
（Ｂ）

１．（１） an＝αn（n＝０，１，２，…），bn＝－βn（n＝１，２，…）；
（２）an＝－αn（n＝０，１，２，…），bn＝βn（n＝１，２，…）．

１０．８　任意区间上的傅立叶级数

为了使理论应用的范围更广，还需要考虑定义在任意区间上的非周期函数的傅

立叶级数．
　　１０．８．１　区间［－π，π］上的傅立叶级数

有时函数 f（x）只在区间［－π，π］上有定义，并且满足收敛定理的条件，那么我们

可以对 f （x）作周期延拓．具体作法是：引进一个辅助函数 F （x），它在（－π，π）内与

f（x）相同，即
F （x） ＝ f（x），　x ∈ （－ π，π）．

然后令 F （－π）＝F （π）＝f（π）．
并将函数 F （x）按周期性规律扩展到整个实轴，使之以 ２π为周期．

对这样作成的周期为 ２π的函数 F （x），可利用收敛定理将其展开成傅立叶级数．
后限制 x 在（－π，π）内，此时 F （x）＝f（x），这样便得到 f（x）的傅立叶级数．根据收

敛定理，这级数在区间端点 x＝±π处收敛于
１２ ［f（－π＋）＋f（π－）］．

例 １０．８．１　证明 f（x） ＝ x
２ 在闭区间［－π，π］上有傅立叶级数展开式

x
２ ＝ π２３ ＋ ４钞

∞

n＝１
（－ １）n

n
２ ｃｏｓnx， － π≤ x ≤ π． （１０．８．１）

　　证　由于 f（x） ＝ x
２ 是［－π，π］上的偶函数，故

bn ＝ １π∫π－πx ２ｓｉｎnxｄx ＝ ０，　n ＝ １，２，…，
a０ ＝ １π∫π－πx ２ｄx ＝ ２π２３ ，
an ＝ １π∫π－πx ２ｃｏｓnxｄx ＝ ２π∫π０x ２ｃｏｓnxｄx ＝ ２

nπ∫π０x ２ｄ（ｓｉｎnx） ＝－ ４
nπ∫π０xｓｉｎnxｄx

＝ ４
n
２π∫π０xｄ（ｃｏｓnx） ＝ ４π

n
２πｃｏｓnπ＝ （－ １）n ４

n
２．

由收敛定理知，（１０．８．１）式在（－π，π）内成立．
将f（x）＝x

２，x∈［－π，π］以２π为周期延拓到整个数轴上时，函数在x＝±π处仍

保持连续性（见图 １０．７），因此在 x＝±π处，（１０．８．１）式也成立． □
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图１０．７

特别地，在公式（１０．８．１）中，令 x＝π，就得到

π２６ ＝ １ ＋ １
２２ ＋

１
３２ ＋ … ＋ １

n
２ ＋ …；
（１０．８．２）

令 x＝０，就得到

π２１２ ＝ １ － １
２２ ＋

１
３２ － … ＋ （－ １）n

n
２ ＋ …；
（１０．８．３）

将（１０．８．２）式与（１０．８．３）式相加后除以 ２，即得

π２８ ＝ １ ＋ １３２ ＋ １５２ ＋ … ＋ １（２n － １）２ ＋ …； （１０．８．４）
将（１０．８．２）式与（１０．８．３）式相减后除以 ２，即得

π２２４ ＝ １
２２ ＋

１
４２ ＋ … ＋ １

（２n）２ ＋ …． （１０．８．５）
　　在有些问题中，往往只在区间［０，π］上给出函数 f （x）．要想考虑［－π，π］上 f（x）
的傅立叶级数，就必须扩充 f（x）在（－π，０）上的定义．当然，如果没有特殊要求，只要

保证函数的可积性，这种延拓完全是任意的．不过，为了方便，常常将 f （x ）延拓成

［－π，π］上的奇函数或偶函数，从而得到 f（x）的正弦级数或余弦级数．这类问题在实

际应用中是常见的，如在研究某些波动问题、热传导问题、扩散问题时，就往往要求将

定义在［０，π］上的函数 f（x）展开成正弦级数或余弦级数．下面给出具体的作法．
设 f（x）定义在区间［０，π］上，且满足收敛定理的条件．首先在开区间（－π，０）内

补充 f（x）的定义，得到定义在（－π，０］上的函数 F （x），使它在（－π，π）上成为奇函数

或偶函数．在奇函数的情形，若 f（０）≠０，则规定 F （０）＝０．按这种办法扩充函数定义

域的过程称为奇延拓或偶延拓．然后再将奇延拓（或偶延拓）后的函数展开成傅立叶

级数，则这个级数必定是正弦级数（或余弦级数）． 后再限制x∈（０，π］，这时F （x）＝
f（x），于是便得到了 f（x）的正弦级数（或余弦级数）展开式．

例１０．８．２　将函数 f（x） ＝ x
２

４ － πx２ 在［０，π］上分别展开成余弦级数和正弦级数．
解　（１） 对 f（x）作偶延拓，由公式（１０．７．１２），得

a０ ＝ ２π∫π０ x
２

４ － πx２ ｄx ＝－ π
２

３ ，
an ＝ ２π∫π０ x

２

４ － πx２ ｃｏｓnxｄx
＝ ２π x

２

４ － πx２ ｓｉｎnx
n

π

０ ＋ ２π x２ － π２ ｃｏｓnx

n
２

π

０ ＝ １
n
２．

因此，由收敛定理，有
x
２

４ － πx２ ＝－ π
２

６ ＋钞
∞

n＝１
ｃｏｓnx

n
２ ，　０ ≤ x ≤ π．

·４８２· 工科数学分析（下）



　　（２） 对 f（x）作奇延拓，由公式（１０．７．１１），得
bn ＝ ２π∫π０ x

２

４ － πx２ ｓｉｎnxｄx
＝ ２π x

２

４ － πx２ （－ ｃｏｓnx）
n

π

０ ＋ １
nπ∫π０ x － π ｃｏｓnxｄx

＝（－ １）nπ２n ＋ １
n
２π x － π ｓｉｎnx

π

０ － １
n
２π∫π０ｓｉｎnxｄx

＝（－ １）nπ２n ＋ ｃｏｓnx

n
３π

π

０

＝（－ １）nπ２n ＋ １
n
３π （－ １）n － １ ，　n ＝ １，２，…．

因此得
x
２

４ － πx２ ＝钞
∞

n＝１
（－ １）nπ２n ＋ １

n
３π （－ １）n － １ ｓｉｎnx，

０ ≤ x ＜ π． □
　　１０．８．２　区间［－l，l］上的傅立叶级数

设在区间［－l，l］上给定可积函数 f（x），其中 l是任何正数．作变量代换

y ＝ πx
l
　 或 　x ＝ lyπ，

则作为 y 的函数

F （y） ＝ f
lyπ

就是区间［－π，π］上的可积函数．于是前面的全部理论都可用到函数 F （y）上．我们将

其归纳如下．
（１） 设 f（x）是周期为 ２l的周期函数，满足收敛定理的条件，则 f（x）的傅立叶级

数展开式为

f（x） ＝ a０
２ ＋钞

∞

n＝１
（anｃｏｓ nπx

l
＋ bnｓｉｎ nπx

l
） （１０．８．６）

（在 f（x）的间断点 x ０ 处，（１０．８．６）式中的级数收敛于
１２ ［f（x－０ ）＋f（x＋０ ）］），其中

an ＝ １
l∫l

－ l
f（x）ｃｏｓ nπx

l
ｄx　（n ＝ ０，１，２，…）， （１０．８．７）

bn ＝ １
l∫l

－ l
f（x）ｓｉｎ nπx

l
ｄx　（n ＝ １，２，…）． （１０．８．８）

（证明留给读者）．
（２） 若 f（x）是［－l，l］上的偶函数，则

a０ ＝ ２
l∫l

０f（x）ｄx，
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an ＝ ２
l∫l

０f（x）ｃｏｓ nπx
l
ｄx　（n ＝ １，２，…）， （１０．８．９）

bn ＝０　（n ＝ １，２，…）．
若 f（x）是［－l，l］上的奇函数，则

an ＝０　（n ＝ ０，１，２，…），
bn ＝ ２

l∫l

０f（x）ｓｉｎ nπx
l
ｄx　（n ＝ １，２，…）． （１０．８．１０）

　　（３） 如果 f（x）只在［０，l］上给出，则可以进行奇延拓或偶延拓，使 f（x）在［－l，l］
上的傅立叶级数只含正弦项或余弦项．

例 １０．８．３　将函数 f（x） ＝ ２＋│x│（－ １≤ x ≤ １）展开成以２为周期的傅立叶

级数．
解　因 f（x）是偶函数，故 bn＝０（n＝１，２…）．

a０ ＝２∫１０（２ ＋ x）ｄx ＝ ５，
an ＝２∫１０（２ ＋ x）ｃｏｓnπxｄx ＝ ２∫１０xｃｏｓnπxｄx ＝ ２（ｃｏｓnπ－ １）n

２π２ 　（n ＝ １，２，…）．
因 f（x）满足收敛定理的条件，故

２ ＋ │x│＝ ５２ ＋钞
∞

n＝１
２（ｃｏｓnπ－ １）

n
２π２ ｃｏｓnπx

＝ ５２ － ４π２钞
∞

k＝０
ｃｏｓ（２k＋ １）πx（２k＋ １）２ 　（－ １ ≤ x ≤ １）． □

　　例 １０．８．４　将函数

f（x） ＝
x２ （０ ＜ x ≤ ２），
２ － x２ （２ ＜ x ＜ ４）

在（０，４）上展开成余弦级数．
解　先将 f（x）作偶延拓，使它成为（－４，４）上的偶函数，再以 ２l＝４ 为周期作周

期延拓，得到定义在（－∞，＋∞）上的函数，延拓后的函数（仍记为 f （x））的 小正周

期为 ４．显然 f（x）满足收敛定理的条件．按公式（１０．８．９）得
a０ ＝ ２２∫２０f（x）ｄx ＝∫２０ x２ ｄx ＝ １，

an ＝ ２２∫２０f（x）ｃｏｓ nπx２ ｄx ＝∫２０ x２ ｃｏｓ nπx２ ｄx ＝
０ （n ＝ ２k），
－ ４

（２k－ １）２π２ （n ＝ ２k－ １）．
所以 f（x）在（０，４）上的余弦级数展开式为

f（x） ＝ １２ － ４
π２钞

∞

n＝１
１

（２n － １）２ｃｏｓ
（２n － １）πx２ 　（０ ＜ x ＜ ４）． □

·６８２· 工科数学分析（下）



　　例１０．８．５　将函数 f（x）＝ x（０≤ x≤π）按π为周期进行延拓后，写出其傅立叶

级数展开式．
解　要将函数 f（x）＝ x（０≤ x≤π）以π为周期进行延拓，可以看成延拓后函数

F （x）确定在［－ π２ ， π２ ］上，再以π为周期延拓而得到．于是它的傅立叶系数为

　 a０ ＝ ２π∫π
２
－ π２

F （x）ｄx ＝ ２π∫π０f（x）ｄx ＝ ２π∫π０xｄx ＝ π，
　an ＝ ２π∫π

２
－ π２

F （x）ｃｏｓ ２nπxπ ｄx ＝ ２π∫π０xｃｏｓ２nxｄx
＝ １

nπ
　
　xｓｉｎ２nx

π

０
－∫π０ｓｉｎ２nxｄx ＝ ０，

　bn ＝ ２π∫π
２
－ π２

F （x）ｓｉｎ nπxπｄx ＝ ２π∫π０xｓｉｎ２nxｄx
＝ － １

nπ
　
　xｃｏｓ２nx

π

０
＋∫π０ｃｏｓ２nxｄx ＝－ １

n
．

图１０．８

根据收敛定理，有
x ＝ π２ －钞

∞

n＝１
ｓｉｎ２nx

n
　（０ ＜ x ＜ π）．

在区间端点 x＝０ 和 x＝π处，级数收敛到（见图

１０．８）
１２ f（０＋） ＋ f（π－） ＝ π２ ． □

习　题　１０．８
（Ａ）

１．试将下列周期函数展开成傅立叶级数，函数在一个周期内的表达式为

（１） f（x） ＝ ０， － ２≤ x ＜ ０，
１，０ ≤ x ＜ ２． 　　　　 （２） f（x） ＝ ２x ＋ １，－ ３≤ x ＜ ０，

１，０ ≤ x ＜ ３．
（３） f（x） ＝ xｃｏｓx， － π２ ≤ x ≤ π２ ； （４） f（x） ＝ ２－ x，０ ≤ x ≤ ４，

x － ６，４ ＜ x ≤ ８．
２．将f（x）＝x

２
２ （０≤x≤π）展开成正弦级数．

３．证明：当０＜x＜π时，有 ｓｉｎx＋ １３ ｓｉｎ３x＋ １５ ｓｉｎ５x＋…＝ π４ ．
４．将f（x）＝x－１（０≤x≤２）展开成周期为４的余弦级数．
５．试将f（x）＝π－x２ （０≤x≤π）展开成正弦级数．
６．将f（x）＝x 在［０，π］上分别展开成余弦级数和正弦级数．
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７．将函数f（x）＝
ｓｉｎx， ０≤x≤ π２ ，
０， π２ ＜x≤π

展开成余弦级数．

８．将f（x）＝x（１＜x＜３）展开成傅立叶级数，并用它证明等式钞∞
n＝１
（－ １）n－１
２n－ １ ＝ π４ ．

（Ｂ）
１．证明在［０，π］上下式成立：
（１） x（π－x）＝π２６ －钞

∞

n＝１
ｃｏｓ２nx

n
２ ； （２） x（π－x）＝ ８π钞

∞

n＝１
ｓｉｎ（２n－１）x（２n－１）３ ．

并利用以上结果证明

（１） 钞∞
n＝１
（－１）n－１

n
２ ＝π２１２； （２） 钞∞

n＝１
（－１）n－１
（２n－１）３＝π

３
３２．

答案与提示

（Ａ）
１畅（１） f（x）＝ １２ ＋ ２π∑∞n＝０ １２n＋１ｓｉｎ ２n＋１２ πx （－２≤x≤２，x≠０）；当x＝０时，级数收敛于 １２ ；
（２） f（x）＝－ １２ ＋∑∞n＝１ ６π２n２［１－（－１）n］ｃｏｓ nπx３ ＋（－１）n＋１ ６πnｓｉｎ nπx３ 　（x≠３（２k＋１），k＝
０，±１，±２，…）；

（３） f（x）＝１６π∑∞n＝１ （－１）n＋１
n（４n２－１）２ｓｉｎ２nx　 － π２ ＜x＜ π２ ；

（４） f（x）＝１６π２ ∑∞n＝１ １（２n－１）２ｃｏｓ （２n－１）πx４ 　（０≤x≤８）．
２．f（x）＝π∑∞

n＝１
（－１）n＋１

n
ｓｉｎnx－ ４π∑∞n＝１ ｓｉｎ（２n－１）x（２n－１）３ （０≤x＜π），当x＝π时，级数收敛于０．

３畅将f（x）＝ π４ 在（０，π）内展开成正弦级数．
４畅f（x）＝１－ ２π２ ∑∞n＝０ １（２n＋１）２ｃｏｓ ２n＋１２ πx 　（０＜x＜２）．
５畅f（x）＝∑∞

n＝１
ｓｉｎnx

n
（０＜x≤π），x＝０时级数收敛于０．

６畅x＝２∑∞
n＝１
（－１）n＋１ｓｉｎnx

n
（０≤x≤π）；　x＝ π２ － ４π∑∞n＝１ ｃｏｓ（２n－１）x（２n－１）２ （０≤x≤π）．

７．f（x）＝ １π＋ １πｃｏｓx－ ４π∑∞n＝１ １４n２－１ｃｏｓ２nx　（０≤x＜π，x≠ π２ ）；
当x＝ π２ 时，级数收敛于 １２ ．

８．x＝２＋ ２π∑∞n＝１ （－１）n＋１
n

ｓｉｎnπx　（１＜x＜３）．

·８８２· 工科数学分析（下）



１０．９　傅立叶级数的复数形式

在电工学中，通常把形如

x ＝ cｅｉωt （１０．９．１）
的量叫做复谐振动．这里的复数

c＝ rｅｉθ
称为复振幅，而实数ω称为圆频率．根据欧拉公式

ｃｏｓt＝ ｅｉt＋ ｅ－ ｉt２ ，　　ｓｉｎt＝ ｅｉt－ ｅ－ ｉt２ｉ
复谐振动（１０．９．１）可以写成

x ＝ cｅｉωt＝ r ｃｏｓ（ωt＋ θ） ＋ ｉｓｉｎ（ωt＋ θ） ．
由此可见，（１０．９．１）式的实部或虚部就是通常的谐振动，而复振幅的模│c│＝r 就是

通常的振幅，复振幅的幅角就是通常的初相．在交流电路和频谱分析中，常常需要计

算频率相同但振幅与初相不同的若干量的叠加．这时采用复数形式的傅立叶级数就

比采用三角级数方便．
周期函数的傅立叶级数展开，意味着把复杂的振动分解为谐振动分量之和．下面

设法把各谐振动分量写成复谐振动的形式．
设周期为 ２l的周期函数 f（x）的傅立叶级数为

a０
２ ＋钞

∞

n＝１
（anｃｏｓ nπx

l
＋ bnｓｉｎ nπx

l
）， （１０．９．２）

其中
an ＝ １

l∫l

－ l
f（x）ｃｏｓ nπx

l
ｄx　（n ＝ ０，１，２，…），

bn ＝ １
l∫l

－ l
f（x）ｓｉｎ nπx

l
ｄx　（n ＝ １，２，…），

（１０．９．３）

利用欧拉公式，（１０．９．２）式可化为

a０
２ ＋钞

∞

n＝１
an

２ ｅｉ
nπx

l ＋ ｅ－ ｉnπx

l － ｉbn

２ ｅｉ
nπx

l － ｅ－ ｉnπx

l

＝a０
２ ＋钞

∞

n＝１
an － ｉbn

２ ｅｉnπx

l ＋ an ＋ ｉbn

２ ｅ－ ｉnπx

l ． （１０．９．４）
记

a０
２ ＝ c０，　 an － ｉbn

２ ＝ cn，　 an ＋ ｉbn

２ ＝ c－ n　（n ＝ １，２，…）， （１０．９．５）
则（１０．９．４）式就写成

c０ ＋钞∞
n＝１

cnｅｉnπxl ＋ c－ nｅ－ ｉnπx

l ＝ 钞∞
n＝－∞

cnｅｉnπxl ，
因此 f（x）的傅立叶级数的复数形式就是
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f（x） ～ 钞∞
n＝－∞

cnｅｉnπx

l ． （１０．９．６）
其中系数 c０，cn，c－ n可由（１０．９．３）、（１０．９．５）两式推得：

　　　
c０＝a０

２ ＝ １２l∫l

－ l
f（x）ｄx，

cn＝an－ｉbn

２ ＝ １２l∫l

－ l
f（x）ｅ－ ｉnπx

l ｄx　（n＝１，２，…），
c－ n＝an＋ｉbn

２ ＝ １２l∫l

－ l
f（x）ｅｉnπx

l ｄx　（n＝１，２，…），
（１０．９．７）

通常称（１０．９．７）式为傅立叶系数的复数形式．
由上可知，傅立叶级数的复数形式的形状比较简单，运算也较为方便，并且傅立

叶系数 cn 及 c－ n直接地反映了第 n 次谐波

anｃｏｓ nπx
l
＋ bnｓｉｎ nπx

l

的振幅的大小．事实上，其振幅为　　　A n＝ a
２
n＋b

２
n，

在复数形式中 │cn│＝ │c－ n│＝ １２ a
２
n ＋ b

２
n ＝ １２ A n，

这正好是 n 次谐波振幅的一半．
例 １０．９．１　把宽度为 ２τ，周期为 ２l（l＞τ），高度为 E 的矩形波展开为复数形式的

傅立叶级数（见图 １０．９）．

图１０．９

解　首先写出矩形波函数在一个周期内的

表达式：

f（x） ＝
０ （－ l≤ x ≤－ τ），
E （－ τ＜ x ＜ τ），
０ （τ≤ x ＜ l）．

其次，计算其傅立叶系数

c０ ＝ １２l∫l

－ l
f（x）ｄx ＝ １２l∫τ－τE ｄx ＝ Eτ

l
，

cn ＝ １２l∫l

－ l
f（x）ｅ－ ｉnπx

l ｄx ＝ １２l∫τ－τE ｅ－ ｉnπxl ｄx
＝ E

nπ１２ｉ ｅｉ
nπτ

l － ｅ－ ｉnπτl ＝ E

nπｓｉｎ nπτ
l
　（n ＝ １，２，…）．

由于 f（x）是逐段连续和逐段单调的函数，满足收敛定理的条件，因此有

　　f（x） ＝ Eτ
l
＋ 钞∞

n＝－∞
n≠０

E
nπ ｓｉｎ nπτ

l
ｅｉnπx

l 　（－ l≤ x ≤ l，x ≠－ τ，τ）． （１０．９．８）

当 x＝－τ及 x＝τ时，上述级数收敛于
E２ ． □
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习　题　１０．９
１．在例 １０．９．１所得到的（１０．９．８）式中，取τ＝ l３ ，试将复数形式的傅立叶级数（１０．９．８）的实数形

式写出来．
２．设f（x）是周期为２的周期函数，它在［－１，１］上的表达式为f（x）＝x．试将f（x）展开为复数形式

的傅立叶级数．
答案与提示

１畅f（x）＝ E３ ＋ ∑＋∞n＝－∞
n≠０

２E
nπｓｉｎ nπ３ ｃｏｓ nπx

l
　（－l≤x≤l，x≠－ l３ ， l３ ）．

２．f（x）＝ ∑＋∞
n＝－∞

n≠０
（－１）n ｉ

nπｅｉnπx　（x≠２k＋１，k＝０，±１，±２，…）．

总 习 题 （１０）
１畅填空题：
（１） 级数∑∞

n＝０
（ｌｎ３）n

２n 的和为　　　　．
（２） 若级数∑∞

n＝１
un 收敛于A ，则级数∑∞

n＝１
（un＋un＋１）收敛于　　　　．

（３） 若级数∑∞
n＝１

an 的部分和序列为S n＝ ２n
n＋１，则an＝　　　，∑∞

n＝１
an＝　　　．

（４） 若级数∑∞
n＝１
（－１）n＋a

n
收敛，则a 的取值范围为　　　．

（５） 级数∑∞
n＝２
（－１）nｌｎn

n
p 在p 　　　时收敛．

２畅选择题（只有一个答案是正确的）：
（１） 已知级数∑∞

n＝１
（－１）n－１

an＝２，∑∞
n＝１

a２n－１＝５，则级数∑∞
n＝１

an 等于（　　）．
（Ａ） ３；　　　　　　（Ｂ） ７；　　　　　　（Ｃ） ８；　　　　　　（Ｄ） ９畅
（２） 设α为常数，则级数∑∞

n＝１
ｓｉｎ（nα）

n
２ － １

n
（　　）．

（Ａ）绝对收敛； （Ｂ）发散；
（Ｃ）条件收敛； （Ｄ）收敛性与α的取值有关畅
（３） 设０≤an＜ １

n
（n＝１，２，…），则下列级数中肯定收敛的是（　　）．

（Ａ）∑∞
n＝１

an； （Ｂ）∑∞
n＝１
（－１）n

an； （Ｃ）∑∞
n＝１

an ； （Ｄ）∑∞
n＝１
（－１）n

a
２
n畅
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（４） 下列各选项中正确的是（　　）．
（Ａ） 若∑∞

n＝１
a
２
n 和∑∞

n＝１
b
２
n 都收敛，则∑∞

n＝１
（an ＋ bn）２ 收敛；

（Ｂ） 若∑∞
n＝１
│anbn│收敛，则∑∞

n＝１
a
２
n 与∑∞

n＝１
b
２
n 都收敛；

（Ｃ） 若正项级数∑∞
n＝１

an 发散，则 an ＞ １
n
；

（Ｄ） 若∑∞
n＝１

an 收敛，且 an ≥ bn（n＝ １，２，…），则∑∞
n＝１

bn 也收敛．
３畅判定下列级数的敛散性、绝对收敛性与条件收敛性：
（１）∑∞

n＝１
（－ １）n １ － ｃｏｓ α

n
（常数α＞ ０）；　　　　　　　　　　　　（２） ∑∞

n＝１
nｅn － １；

（３） ∑∞
n＝２

１
n ｌｎn； 　　　　　　　　　　　　（４） ∑∞

n＝１
a
ｌｎn（a＞ ０）；

（５） ∑∞
n＝１

n

a － １＋ １
n
（a＞ ０）；　　　　　　　　　　　　（６） ∑∞

n＝１
１
n
－ ｌｎ １ ＋ １

n
；

（７） ∑∞
n＝１
（－ １）n－１ １

n－ ｌｎn；　　　　　　　　　　　　（８） ∑∞
n＝１
（－ １）n∫n＋１

n

ｅ－x

x
ｄx；

（９） ∑∞
n＝２

（－ １）n

（－ １）n ＋ n
；　　　　　　　　　　　　（１０） ∑∞

n＝２
１ｌｎ（n！）．

４．设 an≠０（n＝１，２，…），且ｌｉｍ
n→∞an＝l（≠０）．求证：级数∑∞

n＝１
│an＋１ －an│与∑∞

n＝１
１

an＋１ － １
an

同敛散．
５畅利用泰勒公式估计无穷小量an 的阶，从而判别下列级数的敛散性：
　 （１）∑∞

n＝１
１ｌｎ（n＋ １）ｓｉｎ １n ；　　　（２）∑∞n＝１ （ n＋ a － ４

n
２ ＋ n＋ b）．

６畅设偶函数f（x）的二阶导数f＂（x）在x＝０的一个邻域内连续，且f（０）＝１，f″（０）＝２．试证明级数

∑∞
n＝１

f
１
n
－ １ 绝对收敛．

７畅设 f（x）在点 x ＝ ０的某邻域内有二阶连续导数，且ｌｉｍ
x→０

f（x）
x
＝ ０，证明级数∑∞

n＝１
f
１
n

绝对收

敛．
８畅设an＞０，级数∑∞

n＝１
an 收敛，bn ＝ １－ ｌｎ（１ ＋ an）

an
，证明级数∑∞

n＝１
bn 收敛．

９畅设数列｛nan｝收敛，且级数∑∞
n＝１

n（an － an－１）收敛，证明级数∑∞
n＝１

an 收敛．
１０畅填空题：
（１） 设有级数∑∞

n＝０
an

x＋１２
n，若ｌｉｍ

n→∞
an

an＋１ ＝ １３ ，则该级数的收敛半径等于　　　　；
（２） 设幂级数∑∞

n＝０
anx

n 的收敛半径为３，则幂级数∑∞
n＝１

nan（x－１）n＋１的收敛区间为　　；
（３） 设f（x）是周期为２的周期函数，它在区间（－１，１］上的表达式为
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f（x） ＝ ２，　－ １＜ x ≤ ０，
x
３，　０ ＜ x ≤ １

　　则f（x）的傅立叶级数在x＝１处收敛于　　　　；
（４） 设函数f（x）＝πx＋x

２（－π＜x＜π）的傅立叶级数展开式为
a０２ ＋∑∞n＝１ （anｃｏｓnx ＋ bnｓｉｎnx），

则其中系数b３ 的值为　　　　；
（５） 幂级数∑∞

n＝１
（x－２）n

n４n 的收敛域为　　　　．
１１畅选择题（只有一个答案是正确的）：
（１） 设 f （x ）＝ x

２ （０≤ x＜１），而 S （x ）＝∑∞
n＝１

bnｓｉｎnπx （－∞＜ x＜＋∞），其中 bn ＝
２∫１０f（x）ｓｉｎnπxｄx ，n＝１，２，…．则S（－ １２ ）等于（　　）．
（Ａ） － １２ ； （Ｂ） － １４ ； （Ｃ） １４ ； （Ｄ） １２ 畅

（２） 设常数p＞０，则幂级数∑∞
n＝１
（－１）n－１ x

n

n
p 在其收敛区间的右端点处是（　　）．

（Ａ） 条件收敛的；
（Ｂ） 绝对收敛的；
（Ｃ） 当０＜p≤１时为条件收敛，p＞１时为绝对收敛；
（Ｄ） 当０＜p≤１时为绝对收敛，p＞１时为条件收敛．

（３） 幂级数∑∞
n＝１
ｌｎ（n＋１）

n
x

n 的收敛域为（　　）．
（Ａ） （－１，１）； （Ｂ） ［－１，１］； （Ｃ） （－１，１］； （Ｄ） ［－１，１）畅

（４） 幂级数∑∞
n＝０
３n＋１

n！ x
３n的和函数为（　　）

（Ａ）xｅx
３； （Ｂ）（１＋３x ３）ｅx

３； （Ｃ）３x ３ｅx
３； （Ｄ）（２＋３x ３）ｅx

３畅
１２．求下列幂级数的收敛域：
（１） ∑∞

n＝１
x

n

（n＋ １）p （p ＞ ０）；　　　　　 （２） ∑∞
n＝１

x
２n

（２n－ １）２n；
（３） ∑∞

n＝０
ｌｎ（n＋ １）

n＋ １ x
n＋１； （４） ∑∞

n＝１
x

n

a
n ＋ b

n（a＞ ０，b＞ ０） ．
１３．求下列函数项级数的收敛域：
（１） ∑∞

n＝１
x

n

１ ＋ x
２n； （２） ∑∞

n＝１
（n＋ x）n

n
n＋x ．

１４．求下列幂级数的和函数，并指出其收敛域：
（１） ∑∞

n＝１
x

n＋１
n（n＋ １）； （２） ∑∞

n＝１
２n＋ １

n！ x
２n．

１５．求下列级数的和：
（１） ∑∞

n＝１
（－ １）n－１

n（２n－ １）； （２） ∑∞
n＝１

（－ １）n
n（２n＋ １）！．
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１６．将下列函数展开成x 的幂级数，并指出其收敛域：
（１） ｌｎ（a＋ x）（a＞ ０）； （２） x

２ ＋ １（x ２ － １）２；
（３） x

１ － ２x ； （４） ａｒｃｔａｎ １ ＋ x１ － x
．

１７．将下列函数在指定点展开成幂级数：
（１） f（x） ＝ １２x ２ ＋ x － ３，x ０ ＝ ３； （２） f（x） ＝ （x － ２）ｅ－x，x ０ ＝ １；
（３） f（x） ＝ ｄｄx ｅx － ｅ

x － １ ，x ０ ＝ １．
１８．试将函数 f（x） ＝ １０ － x（５ ≤ x ≤ １５）展开成以１０为周期的傅立叶级数．
１９．试利用π－x２ 在［０，π］上的正弦级数，对于－π≤α＜０＜β≤π，求极限：

ｌｉｍ
n→∞∫βα １π １２ ＋∑n

k＝１
ｃｏｓkx ｄx．

２０．在区间（０，２）上将函数 f（x） ＝ x，　０≤ x ＜ １，
２ － x，　１≤ x ≤ ２展开成余弦级数．

２１．设S（x）＝∑∞
n＝１

bnｓｉｎnx （－π＜x＜π），且π－x２ ＝∑∞n＝１ bnｓｉｎnx（０＜x＜π）．试求bn 及S（x）．
２２．证明：在区间［－π，π］上等式∑∞

n＝１
（－１）n－１

n
２ ｃｏｓnx＝π２１２－x

２
４ 成立，并求级数∑∞

n＝１
（－１）n－１

n
２ 的和．

２３．证明：当０≤x≤π时，有 ｅ２x ＝ ｅ２π－ １π ＋ ４π∑∞n＝１ （－ １）nｅ２π－ １４ ＋ n
２ ｃｏｓnx．

答案与提示

１畅（１） ２２－ｌｎ３；　（２） ２A－u１；　（３） an＝ ２
n（n＋１），∑∞n＝１ an ＝ ２ ；　（４） a＝０；　（５） p＞０．

２．（１） （Ｃ）；　（２） （Ｂ）；　（３） （Ｄ）；　（４） （Ａ）．
３．（１） 绝对收敛；　（２） 收敛；　（３） 发散；　（４） a≥ １ｅ 时发散，a＜ １ｅ 时收敛；
（５） a≠ ｅ 时发散，a＝ ｅ 时收敛；　（６） 收敛；　（７） 条件收敛；　（８） 绝对收敛；
（９） 发散；　（１０） 发散．

５畅（１） 发散；　（２） a＝ １２ 时收敛，a≠ １２ 时发散．
６．利用f

１
n
＝１＋ １

n
２ ＋o

１
n
２ ．

７．注意f（０）＝f′（０）＝０，f １
n
＝ １２ f″（０） １

n
２ ＋o

１
n
２ ．

８．注意bn＞０，bn＝ １２ an＋o（an）．
９．寻找两个级数的部分和之间的关系．
１０畅（１） ２３ ；　（２） （－２，４）；　（３） ３２ ；　（４） ２π３ ；　（５） （－２，６）．
１１．（１） （Ｂ）； （２） （Ｃ）； （３） （Ｄ）； （４） （Ｂ）．

·４９２· 工科数学分析（下）



１２．（１） p＞１时为［－１，１］，０＜p≤１时为［－１，１）；　（２） ［－１，１］；
（３） ［－１，１）；　（４） a≥b 时为（－a，a），a＜b 时为（－b，b）．

１３畅（１） （－∞，－１）∪（－１，１）∪（１，＋∞）；　（２） （１，＋∞）．
１４．（１） S（x）＝（１－x）ｌｎ（１－x）＋x，x∈［－１，１）；
（２） S（x）＝ｅx

２（２x ２＋１）－１，x∈（－∞，＋∞）．
１５．（１） π２ －ｌｎ２；　（２） １２ （ｃｏｓ１－ｓｉｎ１）．
１６．（１） ｌｎ（a＋x）＝ｌｎa＋∑∞

n＝１
（－１）n－１ x

n

na
n，－a＜x≤a；

（２） x
２＋１（x ２－１）２＝∑∞n＝１ （２n－１）x ２n－２，x∈（－１，１）；

（３） x

１－２x＝x＋∑∞
n＝１
（２n－１）！！

n！ x
n＋１，x∈ － １２ ， １２ ；

（４） ａｒｃｔａｎ １＋x１－x
＝ π４ ＋∑∞n＝０ （－１）n

２n＋１ x
２n＋１，x∈［－１，１）．

１７．（１） f（x）＝∑∞
n＝０
（－１）n １５· ２n＋１－ １５ ２９

n＋１ （x－３）n，１＜x＜５；
（２） f（x）＝－ １ｅ ＋∑∞n＝０ （－１）n（n＋２）ｅ（ｎ＋１）！ （x－１）n＋１，x∈（－∞，＋∞）；
（３） f（x）＝ｅ∑∞

n＝１
n－１
n！ （x－１）n－２，x≠１．

１８．f（x）＝１０∑∞
n＝１
（－１）n

nπ ｓｉｎ nπx５ （５＜x＜１５）；在x＝５，１５处级数收敛于０．
１９畅１．
２０畅f（x）＝２π２３ ＋∑∞n＝１ （－１）n ８

n
２ ｃｏｓnx（－π≤x≤π），∑∞

n＝１
（－１）n＋１ １

n
２ ＝π２１２．

２１．bn＝ １
n
（n＝１，２，…），S（x）＝

－π＋x２ ，　－π≤x＜０，
０，　　　　　x＝０，
π－x２ ，　　０＜x＜π．

·５９２·第１０章　无 穷 级 数



第 １１ 章　含参变量的积分

　 　在第 １０章中我们看到，无穷级数可以表示一个函数，因而它是构造新函数的一

种重要工具．本章介绍构造新函数的另一种工具——含参变量的积分．
其 实，含参变量的积分在前面的章节中已经出现过，例如 Γ函数 Γ（p ） ＝

∫＋∞０ ｅ－ x

x
p－１ｄx（p ＞０）及Ｂｅｔａ 函数Β（m ，n）＝∫１０x m －１（１－ x）n－１ｄx（m ＞０，n＞０）等，

分别为含参变量 p 及 m 、n 的广义积分．
本章将考察两种含参变量的积分．一种是形如

I（x） ＝∫βαf（x，y）ｄy　 或 　J（x） ＝∫ψ（x ）

φ（x ）f（x，y）ｄy
的含参变量的常义积分；另一种是形如

K （x） ＝∫＋∞α f（x，y）ｄy
的含参变量的广义积分．主要问题是讨论它们对参变量的连续性、可微性和可积性．

此外，本章还将介绍广义积分的收敛性判别法．

１１．１　含参变量的常义积分

本节讨论含参变量的常义积分的性质．
定理 １１．１．１　设 f（x，y）∈C （D ），其中 D ＝［a，b］×［α，β］是一个闭区域，则

I（x） ＝∫βαf（x，y）ｄy
是［a，b］上的连续函数．

证　在［a，b］上任取一点 x ０，我们证明 I（x）在 x ０ 点连续．注意

I（x） － I（x ０） ＝∫βα［f（x，y） － f（x ０，y）］ｄy，
或 I（x） － I（x ０） ≤∫βα f（x，y） － f（x ０，y） ｄy． （１１．１．１）
由于f（x，y）在有界闭区域D 上连续，故必一致连续，从而对任意的ε＞０，存在δ＝δ（ε）
＞０，对于 D 中的任意两点（x １，y １），（x ２，y ２），只要

（x １ － x ２）２ ＋ （y １ － y ２）２ ＜ δ，
就有 f（x １，y １） － f（x ２，y ２） ＜ ε．
由于点（x，y）与点（x ０，y）的距离等于 x－x ０ ，所以当 x－x ０ ＜δ时，便有



f（x，y） － f（x ０，y） ＜ ε．
于是由（１１．１．１）式可得

I（x） － I（x ０） ＜ ε（β－ α）．
这就证明了 I（x）在 x ０ 处是连续的．由于 x ０ 是在［a，b］中任取的点，故 I（x）在［a，b］上
连续． □

注　I（x）在 x ０ 处连续意味着

ｌｉｍ
x→ x ０

I（x） ＝ I（x ０）， （１１．１．２）
而 I（x ０） ＝∫βαf（x ０，y）ｄy ＝∫βα ｌｉｍx→ x ０

f（x，y）ｄy，
因此（１１．１．２）式可以写成

ｌｉｍ
x→ x ０∫βαf（x，y）ｄy ＝∫βα ｌｉｍx→ x ０

f（x，y）ｄy．
这就是说，在 f（x，y）连续的前提下，积分运算与极限运算可以交换顺序．

定理 １１．１．２　设 f （x，y）∈C （D ），φ（x），ψ（x）∈C ［a，b］，并有α≤φ（x）≤β，α≤
ψ（x）≤β（x∈［a，b］），则

J（x） ＝∫ψ（x ）

φ（x ）f（x，y）ｄy
是［a，b］上的连续函数．

证　首先将 J（x）分解为如下形式：
J（x） ＝∫ψ（x ）

α f（x，y）ｄy －∫φ（x ）

α f（x，y）ｄy ＝ J １（x） － J ２（x），
J １（x）和 J ２（x）分别是∫u

αf（x，y）ｄy 与 u＝ψ（x）或 u＝φ（x）的复合函数．由定理 １１．１．１
及复合函数的连续性可知，J １（x），J ２（x）∈C ［a，b］，因此 J（x）∈C ［a，b］． □

定理 １１．１．３（积分顺序的可交换性）　设 f（x，y）∈C （D ），则
　　　　∫b

a
I（x）ｄx ＝∫b

a
［∫βαf（x，y）ｄy］ｄx ＝∫βα［∫b

a
f（x，y）ｄx］ｄy （１１．１．３）

　　证　由定理 １１．１．１可知，I（x）在［a，b］上连续，因此积分

∫b

a
I（x）ｄx ＝∫b

a
［∫βαf（x，y）ｄy］ｄx

是存在的．我们知道，当 f（x，y）在闭区域 D ＝［a，b］×［α，β］上连续时，两个二次积分

∫b

a
［∫βαf（x，y）ｄy］ｄx 与∫βα［∫b

a
f（x，y）ｄx］ｄy 都等于二重积分簇D

f（x，y）ｄxｄy ，因而等

式（１１．１．３）成立． □
定理 １１．１．４（求导与积分的顺序可交换性）　设 f （x，y）及抄f（x，y）抄x ∈C （D ），则

I（x）在［a，b］上可微，且

·７９２·第１１章　含参变量的积分



I′（x） ＝∫βα抄f（x，y）抄x ｄy． （１１．１．４）
　　证　令 ∫βα抄f（x，y）抄x ｄy ＝ g（x）　（a ≤ x ≤ b），
在［a，b］中任取一点 z，则由定理 １１．１．３知，

∫z

a
g（x）ｄx ＝∫z

a
［∫βα抄f（x，y）抄x ｄy］ｄx ＝∫βα［∫z

a

抄f（x，y）抄x ｄx］ｄy
＝∫βα［f（z，y） － f（a，y）］ｄy ＝ I（z） － I（a）．

由定理 １１．１．１知，g（x）是［a，b］上的连续函数，上式对 z 求导即得

g（z） ＝ I′（z），
此即所要证． □

定理 １１．１．５　设 f（x，y）及抄f（x，y）抄x ∈C （D ），φ（x）与ψ（x）在［a，b］上可微，且有α
≤φ（x）≤β，α≤ψ（x）≤β（x∈［a，b］），则

J（x） ＝∫ψ（x ）

φ（x ）f（x，y）ｄy
在［a，b］上可微，且有

J′（x） ＝∫ψ（x ）

φ（x ）
抄f（x，y）抄x ｄy ＋ f（x，ψ（x））ψ′（x） － f（x，φ（x））φ′（x）．（１１．１．５）

　　证　J（x）可视为由三元函数 F （x，u，v）＝∫u

v
f（x，y）ｄy 与 u＝ψ（x），v＝φ（x）复合

而成的函数．由于f（x，y）及抄f（x，y）抄x 在D 上连续，故由定理１１．１．１知，F （x，u，v）的偏

导数

抄F （x，u，v）抄x ＝∫u

v

抄f（x，y）抄x ｄy，　 抄F （x，u，v）抄u ＝ f（x，ψ（x）），
抄F （x，u，v）抄v ＝－ f（x，φ（x））

是连续的．于是由链式法则知，J（x）在［a，b］上可微，且有

J′（x） ＝ 抄F抄x ＋ 抄F抄u ｄuｄx ＋ 抄F抄v ｄvｄx u＝ψ（x ），v＝φ（x ）

＝∫ψ（x ）

φ（x ）
抄f（x，y）抄x ｄy ＋ f（x，ψ（x））ψ′（x） － f（x，φ（x））φ′（x）． □

　　例 １１．１．１　求极限 ｌｉｍ
x→０∫１－１ x

２ ＋ y
２ｄy．

解　因 x
２＋y

２是连续函数，故由定理 １１．１．１知，
I（x） ＝∫１－１ x

２ ＋ y
２ｄy

·８９２· 工科数学分析（下）



是（－∞，＋∞）上的连续函数，从而有

ｌｉｍ
x→０I（x） ＝ I（０） ＝∫１－１ y

２ ｄy ＝ ２∫１０yｄy ＝ １． □

　　例 １１．１．２　设 F （x） ＝∫x
２

x
ｅ－ x y

２ｄy，求 F′（x）．
解　不难验证，定理 １１．１．５在这里可以使用，因此

F′（x） ＝∫x ２

x

抄抄x ｅ－ x y
２ ｄy ＋ ｅ－ x （x

２）２ · ２x － ｅ－ x ·x
２

＝２xｅ－ x
５ － ｅ－ x

３ －∫x ２

x
y
２ｅ－ x y

２ｄy． □
　　例 １１．１．３　设 ０＜a＜b，求 I＝∫１０ x

b － x
a

ｌｎx
ｄx．

解　因
x

b－x
a

ｌｎx
＝∫b

a
x

yｄy，故有 I＝∫１０［∫b

a
x

yｄy］ｄx．由于x
y 在０≤x≤１，０＜a≤y≤

b 上连续，根据定理 １１．１．３，交换积分次序得

I＝∫b

a
ｄy∫１０x yｄx ＝∫b

a

x
y＋１

y ＋ １
x＝１

x＝０
ｄy ＝∫b

a

ｄy
y ＋ １ ＝ ｌｎ b＋ １

a ＋ １． □

习　题　１１．１
（Ａ）

１．求极限：
（１） ｌｉｍ

x→０∫２０y２ｃｏｓ（xy）ｄy ；　　　（２） ｌｉｍα→０∫１＋αα
ｄx１ ＋ x
２ ＋ α２ ．

２．求F′（x）：
（１）∫b＋x

a＋x

ｓｉｎ（xy）
y
ｄy ； （２）∫ｃｏｓxｓｉｎx ｅx １－y２ｄy．

３．设 F （x） ＝∫x

０（x ＋ y）f（y）ｄy ，其中f（x）为可微函数．求F″（x）．
４．设 F （x） ＝∫x

０f（t）（x － t）n－１ｄt，求F
（n）（x）．

５．积分∫１０ｄx∫１０ x
２ － y

２
（x ２ ＋ y

２）２ｄy 能否交换次序？ 为什么？
（Ｂ）

１．设 F （x） ＝∫x

０［∫x
２

t２ f（t，s）ｄs］ｄt，求F′（x）．
２．设f（x）为连续函数，F （x）＝ １

h
２∫h

０［∫h

０f（x＋ξ＋η）ｄη］ｄξ，求F″（x）．
３．设f（x）∈C

（２）（－∞，＋∞），F （x）∈C
（１）（－∞，＋∞），

u（x，t） ＝ １２ ［f（x ＋ at） ＋ f（x － at）］ ＋ １２a∫x＋at

x－at
F （y）ｄy．
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　　求证：当－∞＜x＜＋∞，t≥０时，u（x，t），抄２u抄t２ ，抄
２
u抄x２连续且满足弦振动方程抄２u抄t２ ＝a

２ 抄２u抄x２以及初始

条件u（x，０）＝f（x），抄u（x，０）抄t ＝F （x）．

答案与提示

（Ａ）
１．（１） ８３ ；　（２） π４ ．
２．（１） （ １

x
＋ １

b＋x
）ｓｉｎx（b＋x）－（ １

x
＋ １

a＋x
）ｓｉｎx（a＋x）；

（２）∫ｃｏｓxｓｉｎx １ － y
２ｅx １－y

２ｄy － ｓｉｎx · ｅx│ｓｉｎx│－ ｃｏｓx · ｅx│ｃｏｓx│．
３．３f（x）＋２xf′（x）．
４．（n－１）！ f（x）．
５．不能．

（Ｂ）
１．２∫x

０xf（t，x ２）ｄt．
２．１

h
２ ［f（x＋２h）－２f（x＋h）＋f（x）］．

１１．２　广义积分收敛性判别法

在第 １０章 １０．２．４中，利用广义积分给出了关于正项级数敛散性的积分判别法．
本节将给出一些判定广义积分收敛及发散的较简单的判别法，这无论是对级数的研

究还是对广义积分的研究，都是十分有用的．
　　１１．２．１　无穷积分收敛性判别法

考虑无穷积分∫＋∞
a

f（x）ｄx ，其中 f（x）是［a，＋∞）上的非负函数．下面给出判别

上述积分的收敛性的比较判别法，读者可注意它与正项级数收敛性的比较判别法的

相似之处．
定理 １１．２．１（比较判别法）　设函数 f（x）和 g（x）在任何有限区间［a，A ］上都可

积，且
０ ≤ f（x） ≤ g（x），　橙x ≥ a， （１１．２．１）

则（１） 当∫＋∞
a

g（x）ｄx 收敛时，∫＋∞
a

f（x）ｄx 也收敛；
　（２） 当∫＋∞

a
f（x）ｄx 发散时，∫＋∞

a
g（x）ｄx 也发散．
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证　（１） 对于任意的实数 A ＞a，由条件（１１．２．１）可得

∫A

a
f（x）ｄx ≤∫A

a
g（x）ｄx ≤∫＋∞

a
g（x）ｄx． （１１．２．２）

因广义积分∫＋∞
a

g（x）ｄx 收敛，故（１１．２．２）式表明函数 F （A ）＝∫A

a
f（x）ｄx 有上界．又

因f（x）非负，故F （A ）是A 的单调增加函数．利用第２章习题２．５（Ｂ）第４题的结论知，
ｌｉｍ

A →＋∞F （A ） ＝ ｌｉｍ
A →＋∞∫A

a
f（x）ｄx

存在，即广义积分∫＋∞
a

f（x）ｄx 收敛．
（２） 显然是（１）的推论． □
上述比较判别法的极限形式如下．
定理１１．２．２（比较判别法的极限形式）　设f（x）≥０，g（x）＞０，且 ｌｉｍ

x→＋∞
f（x）
g（x） ＝ c．

则

（１） 当 ０＜c＜＋∞时，∫＋∞
a

f（x）ｄx 与∫＋∞
a

g（x）ｄx 同时收敛或同时发散；
（２） 当 c＝０且∫＋∞

a
g（x）ｄx 收敛时，∫＋∞

a
f（x）ｄx 也收敛；

（３） 当 c＝＋∞，且∫＋∞
a

g（x）ｄx 发散时，∫＋∞
a

f（x）ｄx 也发散．
证明留给读者．
如果取 g（x）＝ １

x
p ，则可利用广义积分∫＋∞１ ｄx

x
p 的敛散性导出下述简便的判别法：

推论 １１．２．１　设 f（x）是任何有限区间［a，A ］上可积的正值函数，且
ｌｉｍ

x→＋∞x
p
f（x） ＝ λ． （１１．２．３）

　　（１） 若 p＞１，０≤λ＜＋∞，则∫＋∞
a

f（x）ｄx 收敛；
（２） 若 p≤１，０＜λ≤＋∞，则∫＋∞

a
f（x）ｄx 发散．

广 义 积 分∫＋∞
a

f（x）ｄx 绝 对收 敛 是 指∫＋∞
a
│f（x）│ｄx 收 敛．可 以 证 明，若

∫＋∞
a

f（x）ｄx 绝对收敛，则∫＋∞
a

f（x）ｄx 必收敛．若∫＋∞
a

f（x）ｄx 收敛，但∫＋∞
a
│f（x）│ｄx

发散，则称广义积分∫＋∞
a

f（x）ｄx 条件收敛．
例 １１．２．１　证明概率积分∫＋∞０ ｅ－ x

２ｄx 收敛．
证　当 x＞１时，０＜ｅ－ x

２＜ｅ－ x，而积分
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∫＋∞１ ｅ－ xｄx ＝－ ｅ－ x

＋∞

１
＝ １ｅ

收敛．根据定理 １１．２．１知，积分∫＋∞１ ｅ－ x ２ｄx 收敛，从而概率积分

∫＋∞０ ｅ－ x
２ｄx ＝∫１０ｅ－ x

２ｄx ＋∫＋∞１ ｅ－ x
２ｄx

也收敛． □
例 １１．２．２　讨论无穷积分的敛散性：
（１）∫＋∞０ x

αｅ－ xｄx　（α＞０）；　　（２）∫＋∞０ x
２

x
５＋１ｄx

解　（１） 由于 ｌｉｍ
x→＋∞x

２ · x
αｅ－ x ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
x
２＋α

ｅx ＝ ０，
根据推论 １１．２．１，p＝２，λ＝０，积分（１）收敛．

（２） 由于 ｌｉｍ
x→＋∞x

１／２ · x
２

x
５ ＋ １ ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
１

x
－５ ＋ １ ＝ １，

这里 p＝ １２ ，λ＝１，由推论 １１．２．１知，积分（２）发散． □
例 １１．２．３　证明广义积分∫＋∞１ ｃｏｓx

x １ ＋ x
２ ｄx 绝对收敛．

证 　 由 于
ｃｏｓx

x １＋x
２ ≤ １

x
３／２ （ x ＞ １ ）， 而 积 分∫＋∞１ ｄx

x
３／２ 收 敛， 故

∫＋∞１ ｃｏｓx
x １ ＋ x

２ ｄx 收敛，亦即原积分绝对收敛． □

　　１１．２．２　无界函数的广义积分收敛性判别法

对于无界函数的广义积分，其收敛性判别法及证明与无穷积分的情形相似．这里

只列举而不作详述．
定理１１．２．３（比较判别法）　设函数f（x）和g（x）定义于区间［a，b］，a 是它们的奇

点，且对任何 ε＞０，它们都在区间［a＋ε，b］上可积．如果在（a，b］上恒有 ０≤f （x ）≤
g（x），则

（１） 当∫b

a
g（x）ｄx 收敛时，∫b

a
f（x）ｄx 也收敛；

（２） 当∫b

a
f（x）ｄx 发散时，∫b

a
g（x）ｄx 也发散．

如果取 g（x）＝ １（x－a）p ，则上述定理的极限形式成为下面的推论．
推论１１．２．２　设正值函数f（x）在（a，b］的任何内闭区间上都是可积的，a 是f（x）

的奇点，且
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ｌｉｍ
x→ a

＋ （x － a）p
f（x） ＝ λ．

　　（１） 若 ０＜p＜１，０≤λ＜＋∞，则∫b

a
f（x）ｄx 收敛；

（２） 若 p≥１，０＜λ≤＋∞，则∫b

a
f（x）ｄx 发散．

例 １１．２．４　判别下列广义积分的敛散性：
（１）∫１０ ｌｎx

x
ｄx；　　　　　（２）∫２１ xｌｎx

ｄx．
解　（１） 显然，x＝０是被积函数的奇点，取 p＝ ３４ ＜１，则

λ＝ ｌｉｍ
x→０＋

x
３／４ · ｌｎx

x
＝ ｌｉｍ

x→０＋
ｌｎx

x
－１／４ ＝ ｌｉｍ

x→０＋
（－ ４x １／４） ＝ ０．

由推论 １１．２．２（１）知，广义积分（１）收敛．
（２） x＝１是被积函数的奇点，取 p＝１，则

λ＝ ｌｉｍ
x→１＋

（x － １） · xｌｎx
＝ ｌｉｍ

x→１＋
x · ｌｉｍ

x→１＋
x － １ｌｎx

＝ １．
由推论 １１．２．２（２）知，广义积分（２）发散． □

例 １１．２．５　讨论 p 为何值时，欧拉（Ｅｕｌｅｒ）积分

Γ（p ） ＝∫＋∞０ ｅ－ x

x
p－１ｄx （１１．２．４）

收敛．
解　注意到积分（１１．２．４）式正是我们在第４章４．６节中介绍过的Γ函数，在那里

我们曾指出，p＞０时，积分（１１．２．４）是收敛的．现在就来证明这个结论．
在积分（１１．２．４）中，x＝０可能是奇点，且还有无穷积分需要考虑，故把原积分分

解为以下两个积分：
Γ（p ） ＝∫＋∞０ ｅ－ x

x
p－１ｄx ＝∫１０ｅ－ x

x
p－１ｄx ＋∫＋∞１ ｅ－ x

x
p－１ｄx．

由于 ｌｉｍ
x→０＋

x
１－ p · ｅ－ x

x
p－１ ＝ ｌｉｍ

x→０＋
ｅ－ x ＝ １，

因此，当 １－p＜１，即 p＞０时，积分∫１０ｅ－ x

x
p－１ｄx 收敛；当 １ － p ≥ １，即 p ≤ ０时，积

分∫１０ｅ－ x

x
p－１ｄx 发散．此外，

ｌｉｍ
x→＋∞x

２ · ｅ－ x

x
p－１ ＝ ｌｉｍ

x→＋∞
x

p＋１

ｅx ＝ ０，
由推论 １１．２．１知，积分∫＋∞１ ｅ－ x

x
p－１ｄx 收敛．

综上所述，当 p＞０时，Γ（p ）收敛；当 p≤０时，Γ（p ）发散． □
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习　题　１１．２
（Ａ）

１．讨论下列无穷积分的敛散性：
（１）∫＋∞０ x

２
x
４ － x

２ ＋ １ｄx；　　 （２）∫＋∞１ ｄx
x
３

x
２ ＋ １；　　　 （３）∫＋∞１ ａｒｃｔａｎx

x
ｄx；

（４）∫＋∞１ ｌｎx
x
αｄx； （５）∫＋∞０ ｄx

３
x
４ ＋ １； （６）∫＋∞０ ｄx１ ＋ x│ｓｉｎx│．

２．讨论下列无界函数广义积分的敛散性：
（１）∫１０ ｌｎxx

２ ＋ １ｄx；　　（２）∫２０ ｄxｌｎx ；　　（３）∫１０ ｓｉｎxx
２ ｄx；　　（４）∫１２０ ａｒｃｓｉｎx

x － x
２ｄx ．

３．讨论下列广义积分的敛散性：
（１）∫＋∞０ x

α－１
x ＋ １ｄx； （２）∫＋∞１ ｄx

x x
２ － １； （３）∫１０ ｌｎx１ － x

２ｄx；
（４）∫１０ ｌｎx（１ － x）２ｄx； （５）∫１０ │ｓｉｎx│x

３／２ ｄx； （６）∫π／３０ ｄxｓｉｎ２xｃｏｓ２x ．
（Ｂ）

１．讨论下列广义积分的敛散性：
（１）∫＋∞１ xａｒｃｔａｎx

３
x
４ ＋ １ｄx； （２）∫１０ １ － ｃｏｓxx

m ｄx； （３）∫＋∞０ x
m

１ ＋ x
nｄx，　（n≥ ０）；

（４）∫π／２０ ｄxｓｉｎp
xｃｏｓq

x
； （５）∫＋∞０ ｄx１ ＋ x

２ｓｉｎ２x； （６）∫＋∞０ ｌｎ（１ ＋ x）
x

n ｄx ．
２．证明：当m＞０，n＞０时，广义积分Β（m ，n）＝∫１０xm －１（１－x）n－１ｄx （Ｂｅｔａ函数）收敛．

答案与提示

（Ａ）
１．（１） 收敛；　（２） 收敛；　（３） 发散；　（４） α＞１时收敛，α≤１时发散；　（５） 收敛；　（６） 发散．
２．（１） 发散；　（２） 发散；　（３） 发散；　（４） 收敛．
３．（１） α≥１及α≤０时发散，０＜α＜１时收敛；　（２） 收敛；　（３） 收敛；　（４） 发散；　（５） 收敛；　
（６） 发散．

（Ｂ）
１．（１） 发散；　（２） m＜３时收敛，m≥３时发散；　（３） m＞－１且n－m＞１时收敛；
（４） p＜１且q＜１时收敛；　（５） 发散；　（６） １＜n＜２时收敛．

１１．３　含参变量的广义积分

现在来考察含参变量的广义积分

·４０３· 工科数学分析（下）



K （x） ＝∫＋∞α f（x，y）ｄy，　x ∈ X ，
其中X 是有限区间或无穷区间．如果对每一个x∈X ，上述积分都收敛，则称这个含参

变量的广义积分在X 上收敛，它确定了一个x 的函数．本节将给出有关这个函数的连

续性、可微性与可积性的结论（不予证明）．
　　１１．３．１　一致收敛性

与函数列、函数项级数的情形类似，为了讨论极限过程的交换问题，需要引进一

致收敛的概念．
定义１１．３．１　设含参变量的广义积分 K （x） ＝∫＋∞α f（x，y）ｄy 在X 上收敛．如果

橙ε＞０，存在 A ０＝A ０（ε），使当 A＞A ０ 时，对一切x∈X ，成立

∫＋∞
A

f（x，y）ｄy ＜ ε，
则称∫＋∞

A
f（x，y）ｄy 关于 x∈X 一致收敛．

下面给出含参变量广义积分的一致收敛判别法．
定理１１．３．１（维斯特拉斯（Ｗｅｉｅｒｓｔ ｒａｓｓ） Ｍ唱判别法）　设积分∫＋∞α f（x，y）ｄy 满足

（１） │f（x，y）│≤F （y），α≤y＜＋∞，x∈X ；
（２）∫＋∞α F （y）ｄy 收敛．

则∫＋∞α f（x，y）ｄy 关于 x∈X 一致收敛．
证　由于积分 ∫＋∞α F （y）ｄy ＝∫A

αF （y）ｄy ＋∫＋∞
A

F （y）ｄy
收敛，所以橙ε＞０，存在 A ０＝A ０（ε），使当 A＞A ０ 时，有

∫＋∞
A

F （y）ｄy ＜ ε．
于是橙x∈X ，有

∫＋∞
A

f（x，y）ｄy ≤∫＋∞
A

f（x，y） ｄy ≤∫＋∞
A

F （y）ｄy ＜ ε．
因此∫＋∞α f（x，y）ｄy 在 X 上关于 x 一致收敛． □

例 １１．３．１　积分∫＋∞０ ｃｏｓ（xy）
１ ＋ y

２ ｄy 在（－∞，＋∞）上一致收敛，这可由不等式

ｃｏｓ（xy）１ ＋ y
２ ≤ １

１ ＋ y
２　（－ ∞ ＜ x ＜＋ ∞）
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和积分∫＋∞０ １
１ ＋ y

２ｄy 的收敛性推得． □
　　１１．３．２　含参变量广义积分的性质

在一致收敛的条件下，含参变量的无穷积分同样具有连续性、积分顺序可交换性

以及求导与求积分顺序可交换性等性质．下面仅介绍结果而不予证明．
定理 １１．３．２（连续性定理）　设 f（x，y）在 x∈［a，b］，y≥α上连续，积分

K （x） ＝∫＋∞α f（x，y）ｄy
关于 x∈［a，b］一致收敛，则 K （x）∈C ［a，b］．

定理 １１．３．３（积分顺序交换定理）　设 f（x，y）在 x∈［a，b］，y≥α上连续，积分

K （x） ＝∫＋∞α f（x，y）ｄy
关于 x∈［a，b］一致收敛，则

∫b

a
［∫＋∞α f（x，y）ｄy］ｄx ＝∫＋∞α ［∫b

a
f（x，y）ｄx］ｄy．

　　定理 １１．３．４（积分号下求导数定理）　设 f（x，y），f x（x，y）在 x∈［a，b］，y≥α上
连续，积分∫＋∞α f（x，y）ｄy ，∫＋∞α f x（x，y）ｄy 关于 x∈［a，b］一致收敛，则

K （x） ＝∫＋∞α f（x，y）ｄy
在［a，b］上有连续的导数，且

K ′（x） ＝ ｄｄx∫＋∞α f（x，y）ｄy ＝∫＋∞α 抄f（x，y）抄x ｄy．

　　例１１．３．２　利用
ｅ－ax －ｅ－bx

x
＝∫b

a
ｅ－x yｄy 计算积分∫＋∞０ ｅ－ax －ｅ－bx

x
ｄx （a＞０，b＞０）．

解　不妨设 a＜b．由所给等式可得

∫＋∞０ ｅ－ ax － ｅ－ bx

x
ｄx ＝∫＋∞０ ∫b

a
ｅ－ x yｄy ｄx ＝∫b

a
∫＋∞０ ｅ－ x yｄx ｄy ＝∫b

a

１
y
ｄy ＝ ｌｎ b

a
，

在这里，交换积分次序是合理的：
１°函数 ｅ－ x y在区域 x≥０，a≤y≤b 上连续；
２°积分∫＋∞０ ｅ－ x yｄx 关于 y∈［a，b］是一致收敛的．

事实上，当 x≥０，a≤y≤b 时，有 ０＜ｅ－ x y≤ｅ－ ax，而积分∫＋∞０ ｅ－ axｄx 收敛，故积分

∫＋∞０ ｅ－ x yｄx 对 y∈［a，b］是一致收敛的． □
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习　题　１１．３
（Ａ）

１．讨论下列积分在所给区间上的一致收敛性：
（１）∫＋∞０ ｃｏｓ（xy）

x
２ ＋ y

２ ｄx　（y ≥ a＞ ０）；　　（２）∫＋∞１ x
yｅ－xｄx　（a≤ y ≤ b） ．

２．证明函数F （x）＝∫＋∞０ x
x
２ ＋ y

２ｄy 在不含x＝０的任何区间上是连续的．
（Ｂ）

１．求函数F （x）＝∫＋∞０ ｅ－xy

１ ＋ y
２ｄy 的定义域．

２．证明公式∫＋∞０ f（ax） － f（bx）
x

ｄx ＝ f（０）ｌｎ b
a
（a＞ ０，b＞ ０），式中f（x）为连续函数，且积分

∫＋∞
A

f（x）
x
ｄx 对任何A＞０均收敛．

答案与提示

（Ａ）
１．（１） 一致收敛；　（２） 一致收敛．

（Ｂ）
１．F （x）的定义域为x≥０．
２．利用积分中值定理．

总 习 题 （１１）
１．求极限：
（１） ｌｉｍα→０∫１０ １ ＋α２ － x

２ｄx ；　　　（２） ｌｉｍα→０∫１－１ α２ ＋ x
２ｄx ．

２．设 F （y） ＝∫y

０f（x ＋ y，x － y）ｄx ，其中f 有一阶连续偏导数，求F′（y）．
３．设 f（x），g（x）在任何有限区间［a，A ］上可积，又 f

２（x），g ２（x）在［a，＋∞）上的积分收敛．证明

［f（x）＋g（x）］２及│f（x）g（x）│在［a，＋∞）上的积分收敛．
４．讨论下列广义积分的敛散性：
（１）∫＋∞１ ｄx

x
p ｌｎq

x
； （２）∫＋∞０ ａｒｃｔａｎαx

x
n ｄx　（α＞ ０）．

５．讨论下列含参变量的广义积分在所给区间上的一致收敛性：
（１）∫＋∞０ ｅ－xyｓｉｎyｄy　（０＜ a≤ x ＜＋∞）；　　（２）∫＋∞－∞ｅ－（x－α）２ｄx　（a＜α＜ b）．

６．（１）试从∫＋∞０ ｅ－y
２ｄy ＝ π２ 推出 I（c） ＝∫＋∞０ ｅ－y

２－c
２／y２ｄy ＝ π２ ｅ－２c　 （设c＞０）．

·７０３·第１１章　含参变量的积分



（２）利用积分号下求导数的定理，先导出ｄIｄc＝－２c，然后求得同一结果．

答案与提示

１．（１） π４ ；　（２） １．
２．f（y，－y）＋ ２∫y

０fu（u，v）ｄx ，u＝x＋y，v＝x－y．
３．利用比较判别法．
４．（１） p＞１且q＜１时收敛；　（２） １＜n＜２时收敛．
５．（１） 一致收敛；　（２） 一致收敛．
６．利用换元法积分．

·８０３· 工科数学分析（下）
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